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Resumen. En este trabajo se presenta el disefio de un predictor no lineal para el modelo
cinemético de un robot mévil omnidireccional, el cual se encuentra sujeto al efecto de un
retardo de tiempo constante en la senal de control. El retardo es compensado mediante la
prediccién de los estados futuros del sistema. Se muestra que el predictor propuesto es capaz de
estimar los estados del sistema 7 unidades de tiempo en el futuro. Los valores futuros estimados
son utilizados para disenar una retroalimentacién que resuelve el problema de seguimiento de
trayectorias. La convergencia de los errores de predicciéon y seguimiento del sistema en lazo
cerrado se muestra por medio de la utilizacién de una funcional de Lyapunov—Krasovskii.

Palabras Clave: Retardos de tiempo, prediccién no lineal, robot mévil omnidireccional,

seguimiento de trayectorias.

1. INTRODUCCION

El problema de control de sistemas con retardo de tiempo
en la senal de entrada, y/o equivalentemente, a la salida
en el caso de sistemas invariantes en el tiempo, ha sido
tratado extensivamente en la literatura en los ultimos
anos y tiene dos vertientes principales que analizan el
caso de sistemas lineales o el caso de sistemas no li-
neales, Kolmanovskii and Myshkis [1992], Hale [1997].
Las soluciones presentadas pasan por ignorar el retardo
afectando el sistema o en buscar una aproximacion del
mismo mediante, por ejemplo, una aproximacién de Padé,
Niculescu [2001].

Un enfoque que ha sido extensamente utilizado en el
caso lineal, es la consideracion de la prediccién del estado
futuro del sistema, donde el llamado Predictor de Smith
(Smith [1957]) ha tenido un papel muy importante en el
caso de sistemas estables en lazo abierto. Para el caso
de sistemas inestables en lazo abierto se han propuesto
modificaciones al esquema original, Palmor [1996]. La
compensacion de los efectos de retardos de tiempo se
ha realizado también mediante el enfoque de asignacion
finita del espectro por medio de un esquema alternativo
de prediccién, Manitius and Olbrot [1979], Krstic [2009],
que se ha implementado considerando su aproximacion
finita, Mirkin [2004]. La prediccién en el caso de sistemas
no lineales se ha abordado en trabajos como Bekiaris-
Liberis [2014], Zuo et al. [2016].

La consideracion de retardos de tiempo en robdtica mévil
ha tratado fundamentalmente el caso lineal mediante
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aproximaciones de los vehiculos, Olfati-Saber and Murray
[2004]. El caso no lineal se ha abordado considerando
principalmente el modelo cinematico de los vehiculos,
tanto en tiempo continuo, Sira-Ramirez et al. [2010b],
Sira-Ramirez et al. [2010a], como en tiempo discreto,
Velasco-Villa et al. [2007], Santos et al. [2018].

En este trabajo se presenta el problema de seguimiento de
trayectorias para un robot mévil omnidireccional sujeto
a retardos de tiempo a la entrada. Se presenta una
solucién basada en la prediccion de los valores futuros de
los estados, mediante el uso de un predictor—observador
no lineal del vehiculo. Se muestra, mediante el uso de
una funcional completa de Lyapunov, que el problema
se resuelve para un valor de retardo que depende de las
constantes de diseno del predictor propuesto.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera.
En la Seccién 2 se presenta el modelo cinemético del
robot mévil omnidireccional retardado y se describe la
obtencion de su modelo equivalente en adelanto. En la
Seccion 3 se desarrolla el predictor no lineal propuesto y
se muestra que bajo el argumento de entradas de control
acotadas se obtiene la prediccién buscada. En la Seccién
4 se muestra la solucion al problema de seguimiento
de trayectorias utilizando los estados futuros estimados,
mientras que en la Seccién 5 se muestra la convergencia
de los errores involucrados. La Secciéon 6 muestra las
conclusiones del trabajo.

2. ROBOT MOVIL OMNIDIRECCIONAL

En el anélisis del problema de seguimiento de trayectorias
en robdtica mévil es comun la utilizacién del modelo
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cinematico del robot bajo estudio, Canudas de Wit et al.
[1996]. El robot mévil omnidireccional considerado en este
trabajo se describe en la Figura 1.

Figura 1. Configuracién del robot mévil omnidireccional.

Las restricciones de movilidad y direccionalidad en el
plano X —Y en las ruedas del robot descrito en la Figura
1 producen, ) )
JIR(9)E(t) 4+ J20(t) = 0 (1)
donde, Jo =rly
[ —sind coséd L
—sind —cosd L
1 0 L
[ cos¢ sing 0
—sing cos¢ 0
0 0 1

J1 =

R(¢) =

Ademds £(t) = [z(t),y(t),d(t)]" representa el vector
de estados con (x,y) un punto en el plano y ¢ la
orientacién del vehiculo con respecto al eje X. En la
misma figura, (uy,us) representan vectores de velocidad
lineal mientras que ug representa la velocidad angular del
robot, respecto al marco de referencia mévil X,,, — Y,,.
Las velocidades angulares de las ruedas estdn dadas por

. . . . T
O AONAONA0]
representa la distancia del centro del robot a cada una
de las ruedas y  es el dngulo entre la direccién de la
velocidad de la rueda con respecto al marco mévil X, —
Y.

con un radio comun r. L

Notese que el modelo cinematico del robot mévil omnidi-
reccional se obtiene facilmente a partir de la Figura 1, en
funcién de las velocidades u;, i = 1,2, 3, en la forma,

x(t) cos¢p —sing 0| | ui(t)
y(t) | = | sing cos¢ 0| | ua(t) (2)
o(t) 0 0 1 us(t)
y la relacién entre las velocidades u;, ¢ = 1,2,3 y las
velocidades angulares de las ruedas estd dada por,
rél(t) sind —cosd —L | |up(t)
rfy(t) | = |sind cosd —L | [ua(t)|. (3)
rfs(t) -1 0 —L| |us(t)
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Entonces, con respecto a las velocidades de las ruedas, el
modelo cinemadtico resulta,

£(t) = —(1R(¢)) ' 20(t) = —RT($)J; " J20(t)
= —rRT(¢)J; 0(t)
esto es,

£(t) = —r(J1R(¢))7'6(t). (4)

Cuando se realiza un control a distancia del robot omni-
direccional, esto es, que el robot realice una tarea prede-
terminada en un lugar y el controlador se encuentre en
una posicién remota, se induce un retardo de 7 unidades
de tiempo en la comunicacién de la senal de control,
reescribiéndose el modelo (4), bajo estas condiciones, en
la forma,

E(t) = —r(JLR(9)) 710t — 7). (5)
2.1 Representacion en adelanto

Considérese ahora el cambio de variable,

w(t) =£(t+7) (6)
esto es,
wi () z(t+7)
wa(t) | = | y(t+7)
ws(t) ot +7)

Entonces se obtiene,
w(t) = E(t+7) = —r(LR(G(t+ 7)) '0(t)
con lo cual,

w(t) = —r(JiR(ws(t))~'0(t). (7)

3. PREDICTOR-OBSERVADOR PROPUESTO

El estimador de los valores futuros del sistema (5) se
disenara como un observador retardado para el sistema en
adelanto (7), para tal efecto, considere entonces el sistema
libre de retardo (7),

w(t) = —r(JiR(ws(t)) 71 0(t).

Es posible entonces proponer el predictor—observador tipo
Luenberger (Luenberger [1971]),
w(t) = —r(JLR(w3(t) 71 0(t) + Xew(t —7)  (8)
donde se define el error de prediccién como,
ew(t) = w(t) — (). (9)
Observacion 1. Nétese que para mantener la causalidad

en el predictor (8) se ha considerado la inyeccién del error
de prediccién, retardado 7 unidades de tiempo,

ew(t—7)=w(t—7)—w(t—"71)
= &(1) —&(b).

Es importante remarcar que la utilizacién del error e, (t)
en el tiempo ¢ no es posible dado que,

ew(t) = w(t) —w(t) = £t +7) — 0(t)
donde £(t+ 7) no se encuentra disponible para su utiliza-
cién.
CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



La dindmica del error de prediccién e, (t) toma la forma,
éw(t) =w(t) — w(?)

= — r(J1R(w3(t)) M O(t) + (1 R(s(1))) " 6(1)
—dey(t—1)
considerando que J; R(ws(t )) = R (ws3(t))J;
Cul(t) = = [R" (wa(t))J7 " = BT (s (t)J7 ] 6(t)
— Xey(t—1)
esto es,
Ew(t) = —New(t—7)—r [RT (w3 (t)) — RT (ws(t))] J; 0(t).

(10)
Nétese ahora que,

CcOos w3 — Cos W3 — sinws + sinws 0

RT — RT = sinws — sinws cosws — cosws 0
0 0 0
. . ey . Cus
—25sin v sin( 5 ) —2cos aq sin( 5 )0
= | 2cosay sin( e;?’ ) —2sinoy sin(e;’3 )0
0 0 0
e sinas cosas 0
= —2sin(—=2) | —cosaz sinag 0
2 0 0 0
donde,
w3 + W Caw-
01:%, 042:73+1U3
esto es,
RT — RT = —2sin( ;’3 VF (€, W3)
con,
n (%52 ) - cos (5 + o)
) sm( 5 cos 5 +ws) 0
F(ews, W3) =

Ews ) . (em
— COS | — w: s | —
(2 + s 2

0 0

+w3) 0

Obteniéndose finalmente,

ew(t) = —New(t —7) +2r sin(%)F(ews, ws) JL0(t).

(11)

A partir de la ecuacién anterior, es posible mostrar que
la dinamica de la prediccién de la orientacién resulta,

€ws (1) = —Aew, (t—7) (12)
que bajo una selecciéon adecuada de A, resulta asintética-
mente estable, esto es, e, (t) — 0 cuando t — oco. Por

lo tanto, se tiene que bajo la suposicion adicional que
0(t) < 0 para todo ¢, el término de perturbacién,

2r sin(e2 VF (€wy,W3)J5 20(t) — 0 cuando t — oo (13)

independientemente de la dindmica de €y, y €u,.

Consecuentemente, la convergencia del observador (11)
depende de la dinamica del subsistema libre de perturba-
cién,

bw, (1) = —Aey, (t —7)

Euwy () = —Aey, (t —7)
que puede siempre estabilizarse bajo una elecciéon apro-
piada del parametro de diseno \.

Observacion 2. Nétese que las condiciones anteriores pa-

ra la convergencia de los errores de predicciéon no pueden
San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018

asegurarse cuando la senal de control 6(t) sea disenada
como una retroalimentacién de estados del vehiculo. Este
caso se abordara en la siguiente seccion.

4. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIAS

Considere el robot mévil omnidireccional retardado (5),

£(t) = —r(J1R(¢) "0t - 7)

y una trayectoria deseada diferenciable,

T
§a(t) = [2d, Ya, ¢d]
a la cual el vehiculo debe converger asintoticamente.

Una retroalimentacion que resuelve el problema de segui-
miento de trayectorias puede elegirse como,

. 1 .
0t = 7) = =~ 1 R(9) {&alt) — hee(t)}
donde los errores de seguimiento estan dados por, e¢(t) =

lee,, egy s efs]T = [~ 24,y — Ya,d — ¢d]T
lazo cerrado (5)—(14) toma la forma,

E(t) = Ea(t) — kee(t)

(14)

. El sistema en

esto es,
ée(t) = —kee(t)
lo cual resuelve el problema.

El problema con el uso de la retroalimentacién (14), es
que ésta debe utilizarse en el tiempo ¢, lo que implica,

0t) =~ R R+ ) {Eult +7) — keet )} (15)

Es claro que la retroalimentacién (15) requiere el uso
de valores futuros de los estados los cuales no se tienen
disponibles para su utilizacién. La retroalimentacién (15),
puede implementarse alternativamente al considerar los
valores estimados futuros dados por el predictor (8) en la
forma,

0t) = — .y Rl 1) fbul) ~

donde se ha considerado wy(t) =

k(w(t) -
&t + 7).
El sistema en lazo cerrado (7)-(16) produce,
w(t) = —r(JiR(ws(t))~'6(t)
= —r(JiR(ws(t))) "

3()) {wa(t) — k(@(t) — wa(t))}
= R" (w3 (1)) R(ws(1)) {wa(t) — k(i (t) — wa(t))} -

Noétese que,
R (w3 (1) R(ws(t)) =
cos(wz — w3) —sin(ws — w3) 0
= | sin(ws — w3) cos(ws —w3) 0
1

wa(t))}  (16)

1
X —*JlR(UA)
T

0 0
-1 — 25sin? (%) —sin ey, 0
= Sin ey, 1 — 2sin? (%) 0
L 0 0 1
=1+ E(ew,)
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con

e~ —2sin? (%) - 512n eZ3 0
Cuws) = sin ey, —2sin (73> 0
0 0 0
Por lo tanto,
w(t) = {1 + E(ew,) } {wa(t) — k(w(t) — wa(t))}
=wa(t) — k(@(t) —wa(t)) + E(ew,)x
x {wa(t) = k(w(t) —wa(t))}
=wy(t) — k(w(t) — wq(t)) + keyw(t)
+ E(ew,;) {wa(t) — k(w(t) — wa(t)) + kew(t)}

Entonces, definiendo e, = w — wy se obtiene,
és = —kes + key + Elew,) {wg — kes + key}y.  (17)
Nétese ademds que eg(t + 7) = es(t).
5. ANALISIS DE LA DINAMICA TOTAL

Considerando la entrada de control (16), la dindmica del
error del predictor-observador se modifica en la forma

eu) = dewlt =)~ [ al0) ~ R 150)] 110
= —dew(t —7) —r [RT(ws(t)) — RT (ws(t))] J;
 { = LA R((0) {at) = (1) - d<t>>}}
= *)\ew(t - ) [RT(U)S( )) 3(t) ]

x {R(ws3 (1)) {walt) — k(w(t) —
= —=Xey(t —7) + E(ews,) {wa(t )
esto es,

éw(t) = —Aew(t —T) + E(ew,) {wa(t) —

( i3

k(b (t) — wal(t))}

keg(t) + keyw(t)}.
(18)

A partir de los desarrollos anteriores se obtiene el sistema
total de los errores de seguimiento y prediccién en la
forma,

és(t) = —keg(t) + kew(t) +v1(t)

bult) = —Dew(t —7) +n(?) (19)
donde,
Y1 (t) = E(ew,) {wa(t) — kes(t) + key(t)} . (20)
La ecuacién (19) puede reescribirse en la forma,
és(t) | | =kl kI | es(t)
BT

0 0
0 -\

es(t—7)
ew(t—T)

)

o]l it

A vpartir de la estructura de E(e,), los errores (21) se
escriben como,

ésl — —k esl _|_ k eu)l
€s, €sy Ewsy

—2sin? (6w3 ) — sin ey,

+ 2 Cws | X
Sin ey, —25sin? (73)
A wa | s | g |
W, €5, Eaws
€sy = —kegy + key,.
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{éwl} - [—/\ 0
w |~ | 0 =2
N f2sin2<%>

Sin €y, —2sin?
wld

AL fen] 4[]}

wa,
: — ey, (t— 7).

|

Cwsg

(22)

Cws =

De lo anterior se obtiene el lazo cerrado sistema — obser-
vador,

es = —kés + kéy + 7
ew = —Aew(t—7)+ M
é53 = —]{7653 + k‘ewS (23)
by = —Aey, (t—17)
donde ~
Y1 = E{wg — keés + kew}
y
_less | - lew | - fwyy,
Sl bl B b B ]
B —9sin? (%) — SN €y,
) E ?
sin ey, —25sin? ( 7”2"3>
El sistema (23) es equivalente a,
és| | —kIKI||es
ew| | O O Cw
[0 0 es(t—1)
o —/\I} {ew(t—r)} (24)
m
| 71
)=o) ]
Ews Q 0| ews
n 00 sy (t — ) (25)
10 =M |ew(t—7) "

Con el fin de caracterizar las condiciones de convergencia
de los errores de prediccién y seguimiento, nétese ahora
que,

13l < || B 19g — kes + ke |

< || E|| llwall + || E|| |—kes + kéw||
<||E °
considerando que,
. .41
BT sin? Cws + 4 sin* 5 €ws 0
0 sin? e, + 4 sin’ 5€ws
y como,
4 Cws

sin? ew; +4sin

i e, + 4(1 — COS €y ) (1 — CcOS €yyy)
2 2
=2(1—cosey,)
= 4sin? ==
se tiene entonces que,
2 €ws
[B(ews)| < y/4sin’ < lews|
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esto es,

_ . 3
Tl < lews | wall + K] [ews] || 2°
w

L@

Antes de presentar el resultado principal del trabajo se
mostrara la convergencia de los errores de orientacién.

Lema 3. Considere el robot mévil omnidireccional retar-
dado (5) y el predictor (8), ademds suponga que k, A > 0.
Los errores de orientacién en predicciéon y seguimiento
(25) convergen a cero si y sélo si el retardo T satisface,

r< & (27)

2\

Demostracion. Nétese que el sistema (25) puede escri-
birse como,

ésy = —kes, + ke,

by = — Ay, (t—1T)
de donde es claro que bajo la consideracion de k, A > 0,
la convergencia al origen de e,,,, implica la convergencia
de eg,. La convergencia de e, se muestra al considerar
su ecuacion caracteristica,

s+ X 7 =0.

Considerando el limite de la estabilidad, esto es, s = jw,
se obtiene jw — jAsin 7w+ A cos Tw = 0 equivalentemente,

AcosTw =0, w — AsinTw = 0.

Entonces,
2
2 2 _w
TW + COS™ TwW = —
22
produciendo w = A y como cosTw = cosTA = 0, se
obtiene el resultado. m

sin

La convergencia del subsistema perturbado (24) puede
demostrarse considerando que (24) puede representarse
alternativamente en la forma,

é(t) = Ae(t) + Are(t — 1) +7 (28)
con e = [éz,ég]T, A, Ay, 7 definidas apropiadamente

a partir de (24) y donde la condicién inicial satisface
6(9) = 90(0)7 90(0)’ S [*Ta O] con ¢ € ,PC([iTa 0} 7Rn)
el espacio de las funciones continuas a pedazos en R™
definidas en [—7,0].

Para el caso particular 4 = 0, es posible ver que bajo la
consideracion de que A + A7 sea una matriz Hurwitz, lo
cual puede lograrse bajo una adecuada eleccién de k y A,
el sistema sin perturbacion (28) es asintéticamente estable
para un valor de 7 suficientemente pequeno Michiels et al.
[2002]. El méximo valor de retardo 7* para el cual se
tendrd un sistema asintéticamente estable depende de la
eleccién de k y A. Entonces, dadas k, A\ que convierten
a A+ Ay en una matriz Hurwitz, es siempre posible
estabilizar el sistema (28) para un valor constante de
retardo 7 < 7*. Este hecho puede ser verificado, utili-
zando la Proposicién 5.2.2, Capitulo 5 en Gu et al. [2003]
o por medio del método de asignacién de polos presentado
en Michiels et al. [2002]. Entonces se considerard, sin
pérdida de generalidad, que siempre existen k y A tal
que el sistema libre de perturbacién (28) es estable para
0 < 7 < 7*. Notese que la estabilidad de este sistema es

en realidad exponencial Bellman and Cooke [1963].
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5.1 Funcional completa de Lyapunov

Para establecer la convergencia de los errores perturba-
dos descritos en (24), equivalentemente (28), es posible
considerar una funcional de Lyapunov del tipo completo
Kharitonov [2013], esta funcional es de la forma,

V (er) = Voler) +/0 T (t+0)[(r+0)Wi]e(t+0)do

(29)
donde e; = e(t — 6), 6 € [—7,0] con,

(30)

0
X |:/ U (91 — 02) Ale(t + 92) d92 d¢91

-7

La matriz de Lyapunov U (-) en (30) estd dada por,

Uly) = /OOO KT(WK(t 4 )dt

donde K (t) es la matriz fundamental del sistema (28) sin
perturbacion y se considera,
W =Wy+ Wy

con matrices definidas positivas Wy y W.

(31)

(32)

La matriz de Lyapunov U(y) satisface las siguientes
propiedades Kharitonov [2013].

P1 ) = U(1)A+U(y - 1) A

P2 U(—y) =UT(7), 7 >0y UT(0) = U(0)

P3 U(0)A+U(—7)A; + ATU(0)+ AJU(7) = -W

Es posible ahora, basados en Estrada-Sénchez et al.
[2017], establecer el resultado de convergencia para el
sistema (24)—(28).

Lema 4. Los errores de posicién en prediccion y segui-
miento dados en (24)—(28) convergen asintGticamente al
origen si k y A se eligen tal que A 4+ A; sea una matriz
Hurwitz.

Demostracién. Nétese primero que el término 7 en (28)
puede acotarse en la forma,

7]l < V2 13|
< V2 ew, | [[0all + V2 (K| [ew,| [le]]

con lo cual, considerando |wg|| una velocidad deseada
acotada y como e,,, converge a cero, el término exdgeno,
V2 |ew,| ||Wal| resulta desvaneciente y por lo tanto no
afecta las propiedades de convergencia del sistema (28).
Entonces, la estabilidad puede analizarse en funcién del
término de perturbacion,

171 < V21K lew,]| llell = Le [le]] -

Como A+ A; es Hurwitz, existe 7 < 7 tal que el sistema
(28) libre de perturbacién es estable. Considerando las
propiedades de la matriz de Lyapunov U(vy), después de
algunas manipulaciones, la derivada temporal de (29) a

lo largo de los errores (28), produce,
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WL o7ty Woe r) - | T ome©a

+2¢T (U 0)20)
22570 [ Ur—grnae

(33)

Siguiendo puntualmente los desarrollos presentados en
Estrada-Sanchez et al. [2017], es posible mostrar que,

dV (ey) 0

T < —e" (W) Woe()— [ e (t+60) Wie(t+6)do

+2L.vle(t) ||2 + LovayT|le(t ||2
0
+L.vaq / lle (t + ) ||2d9

—T

donde v = méxge(o [|U (0) | ¥ a1 = v/ Amax(A{ A1). Se

obtiene entonces,

T < Donin (W) = 2+ a7)Lea] e (1)
0 (34)
— [Mmin (W1) — chal]/ lle (t + 0) ||?d6.

-7

Para mantener la estabilidad del sistema perturbado (28)
se debe satisfacer,

Amin (W()) > (2 + alT)ch, Amin (Wl) > L.va.

Como L. = v/2|k| |ew,| tiende a cero independientemente
de la evolucién de e (t), se tiene que existe t > ¢y para el
cual %(f‘) < 0, con lo que el sistema perturbado (28)

sigue siendo estable. m

Corolario 5. El problema de seguimiento de trayectorias
para el robot mévil con retardo a la entrada (5) tiene
una solucién mediante el predictor (8) si se satisfacen las
condiciones de los Lemas 3 y 4, esto es, si,
m
7 < min {— T*} .
2)\°

6. CONCLUSIONES

Se analiz6 el problema de seguimiento de trayectorias
para un robot mévil omnidireccional con retardo a la en-
trada. El efecto del retardo de tiempo se contrarrest6 di-
senando un predictor de estados futuros. La convergencia
de los errores de prediccion y seguimiento se analiza for-
malmente mediante el enfoque de Lyapunov—Krasovskii
utilizando una funcional completa de Lyapunov.
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