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Resumen. El modelado de un proceso de produccién de microalgas es pieza clave para realizar
posteriores acciones de control y optimizacién que permitan su cultivo a gran escala. El presente
estudio propone un modelo de produccién de microalgas que incluye las dindmicas de consumo
del nutriente y del biéxido de carbono. Ademsds, sobre el modelo propuesto, se desarrolla una
estrategia de optimizacion para maximizar la produccién de biomasa y un observador para

estimar las variables de estado del proceso.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad, el cultivo de microalgas, ha recibido
una creciente atencion gracias a su elevada tasa de creci-
miento. Estos microorganismos tienen un gran potencial
en la produccién de biocombustibles, fertilizantes, ali-
mentos acuicolas, suplementos alimenticios y cosméticos
(Hernéndez Pérez y Labbé, 2014).

El modelado de las variables més representativas del pro-
ceso de cultivo de microalgas, permite disenar un simu-
lador del proceso e implementar estrategias de control y
optimizacién. Particularmente, existen modelos dindami-
cos en continuo que exhiben dindmicas del consumo de
sustrato, como los desarrollados por Bernard (2011) y
Mairet et al. (2011). Sin embargo, carecen de variables
relacionadas al consumo de C'Os. Por otra parte, modelos
como el de Filali et al. (2011) y He et al. (2012), describen
dindmicas relacionadas al consumo de C'O4, pero ignoran
el modelado del consumo de sustrato.

A fin de incrementar el potencial de produccién de bio-
masa de estos microorganismos, surge la necesidad de
un algoritmo que determine las condiciones éptimas de
operacion para maximizar la productividad del proceso.
Ademds, la costosa y en ocasiones carente disponibilidad
de sensores en hardware, necesarios para efectuar medi-
ciones en linea de las variables méas representativas del
cultivo de microalgas, motivan al desarrollo de estrategias
de estimacion en linea.

Entonces, con la finalidad de unificar el modelado de
las dindmicas de biomasa, sustrato, carbono inorganico
total (TIC) y cuota interna, este trabajo propone un
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modelo dindmico en continuo para simular un cultivo en
condiciones foto-autotréficas; su descripcién se expone en
la Seccién 2. También, basado en el modelo propuesto, la
Seccidn 3, describe un optimizador en linea para encontrar
la entrada éptima que maximiza la productividad de bio-
masa de forma que se garantice implicitamente el mayor
consumo sustrato y COs. Ademads, la Seccién 4 propone
un observador de Luenberger para estimar las variables
de estado a partir del menor niimero de mediciones en
linea. Los resultados de las pruebas de simulacién, tanto
para el observador como del optimizador desarrollados,
se muestran en la Seccién 5. Finalmente, la Seccién 6
proporciona la conclusién del trabajo desarrollado.

2. MODELO DINAMICO

El modelo propuesto es valido para un fotobiorreactor en
continuo sujeto a condiciones foto-autotréficas. Se trata
del sistema dindmico no lineal multivariable

&= f(x) + g(u,w)

donde z es el vector de estados, u la entrada de control
y w la entrada desconocida o perturbaciéon. El modelo
es representado en el Sistema (1) y basa las dindmicas
de biomasa, sustrato y cuota interna de nitrégeno, en el
modelo utilizado por Benavides et al. (2015); mientras que
la evolucién del TIC obedece a las dindmicas planteadas
por Filali et al. (2011).
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El vector de estado incluye cuatro variables, (z =
[X SQTIC]") donde, X en (gDW - L1) representa la
concentracién de biomasa en peso seco “Dry Weight”, §
en (gIN-L~1) corresponde al sustrato (nitrégeno) presente
en el medio, Q en (gN - gDw™!) es la cuota interna
de nitrégeno que representa la fraccién de nitrégeno por
unidad de peso seco y TIC en (mol TIC - L~!) representa
la concentracién de carbono inorganico total después de la
disociacion del C'Os en el agua. A fin de homogeneizar las
unidades de biomasa entre los modelos base, se aplicé el
factor de conversién 1x10° células ~ 0.02 (¢gDW) sugerido
por Essmann (2011). Las entradas del Sistema (1) son
la tasa de dilucién D, la concentraciéon del sustrato de
entrada S;,, la presién parcial de diéxido de carbono
Ppco, y la intensidad de luz I;,. Un resumen de la
nomenclatura empleada se muestra en la Tabla 1.

En los subsecuentes desarrollos, se consideran al porcen-
taje de alimentacién de didxido de carbono y al flujo de
entrada como las tnicas entradas que pueden variar en
el tiempo. Aunque estas variables no aparecen explicita-
mente en el Sistema (1), se consideran como entradas ya
que son parametros asociados a una configuracion real.
En especifico, la tasa de dilucién depende implicitamente
del flujo de entrada D = Qin/y; y la presién parcial de
diéxido de carbono Ppco,, se define a partir de la presion
total Pges v el porcentaje de COs contenido en el gas de
entrada del biorreactor.

En adelante, se considera al flujo de entrada @Q;, como
la entrada de control (u). Por otro lado, el porcentaje de
CO4 funge como una perturbacién en el optimizador (w,)
y como una entrada desconocida (wg) en el observador.

3. OPTIMIZADOR

El algoritmo optimizador, detallado en la Seccién 3.1,
plantea maximizar la productividad de biomasa del bio-
rreactor representado por el Sistema (1). Formalmente, el
problema de optimizacién se define como:
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Tabla 1. Resumen de la nomenclatura utilizada en el
modelo propuesto (Benavides et al., 2015; Filali et al.,

2011)
Simbolo Descripcién
o Tasa de crecimiento especifica
p Tasa de absorcién del sustrato
D Tasa de dilucién
Qin Flujo de entrada
Sin Concentracién del sustrato de entrada
Ye/ric Coeficiente de rendimiento
Kra Coeficiente de transferencia de masa
pH Nivel de pH
cO2* Concentracién de CO3 en la interfaz
CO24 Concentraciéon de COs acuoso
Ppco, Presién parcial de CO2
H, Constante de Henry
Hm, Tasa de crecimiento especifica maxima
Qm Minima cuota de nitrégeno
E Luz accesible por célula
Cry Cy Constantes dependientes de la geometria
HT Concentracién de iones de hidrégeno
K1y Ko Constantes de equilibrio
Iin € Iout Intensidad de luz. Incidente y saliente
AryV Area iluminada del biorreactor
14 Volumen del biorreactor
Kg Constante de saturacién media de E
Kerp Constante de limitacién de TIC
K Constante de saturacién media de nitrégeno
Pm Maxima tasa de absorcién de sustrato

méx Prod(u, wp)
u

sujeto a:

&= f(x) + g(u, wp)
Umin S U S Umsx

wpml’n S Wp S wpm;ix’

cuya funcién objetivo:
u
Prod(u,w,) = X (u,w,) - v
corresponde a la productividad, definida como la mul-
tiplicacién de la biomasa (X) y la tasa de dilucién
(4/v) en estado estacionario. Los intervalos [tmin, Umax]
Y | Wprnins Wpmeax) COrresponden a los limites minimo y
maximo de las entradas controlada y desconocida, res-
pectivamente.

Dada la naturaleza variante en el tiempo del modelo
dindmico a optimizar, el problema de optimizacién impli-
ca el acoplamiento de un algoritmo de biisqueda de valores
extremos (maximos) con una funcién objetivo generada
tras la solucién en linea del Sistema (1). Particularmente,
se empled el algoritmo de busqueda dorada (Bertsekas,
1999).

3.1 Algoritmo de bisqueda dorada

Sea g una funcién objetivo unimodal, estatica y depen-
diente de una sola variable a. Segun la metodologia de
Bertsekas (1999), este algoritmo localiza el valor méximo
de la funcién g(a), a partir de un intervalo de bisqueda
acotado [ay, ay]. Para esto, dentro de dicho intervalo, se
generan los puntos de prueba: by = ay + a (@ — o) v
b = ap — a(ax — a). Estos tltimos, se evalian sobre
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Figura 1. Division del intervalo de bisqueda de acuerdo
con la proporciéon dorada.

la funcién objetivo para generar un nuevo intervalo de
donde se garantiza la existencia del valor extremo.

Como se observa en la Figura 1, la separacién de los
puntos by y bp es equidistante respecto a los extremos
del intervalo de acuerdo con la proporcién dorada (b/a =
(a+b)/p = ). Conocido el valor del segmento a, se evalia
la funcién objetivo g(«) en los puntos oy, @k, by v br. Asi,
el algoritmo disminuye la region de incertidumbre, crean-
do el nuevo intervalo de bisqueda reducido [agy1, @gt1]
a partir de las siguientes condiciones:

» Si g(bx) > g(bx), entonces:
Qg1 = be, Q1 = o 5 8l g(br) > g(an)
Qi1 = b, Qp41 = Q5 S1 g(bk) < g(@k)
» Sig(br) = g(bg), entonces:
Opt1 = b, Qg1 = by
» Si g(bk) < g(bk), entonces:
Q41 = Ok, Qg1 = by 5 si g(bg) > g(ag)
g1 = Q, Qg1 = by 5 st g(br) < glou)

El algoritmo termina, hasta que la diferencia entre los
valores extremos del k-ésimo intervalo alcanza una tole-
rancia preestablecida e (explicitamente: |a; — ag| < €).
De esta manera, el valor 6ptimo corresponde al valor
medio del k-ésimo intervalo aopy = (@ —ar) /2.

La implementacién del algoritmo considera despreciable
el tiempo de computo requerido para encontrar la entrada
optima. La tnica restriccién es que el periodo de optimi-
zacion no debe ser mayor al periodo de variacién de la
perturbacién (wp).

4. OBSERVADOR DE ESTADOS

El estimador de estados propuesto es un observador de
Luenberger lineal. Su ganancia es calculada mediante
un problema de optimizacién convexa. Especificamente,
el calculo de dicha ganancia, plantea resolver de forma
simultanea restricciones de diseio bajo la norma H,
para minimizar el efecto de la entrada desconocida y la
inclusiéon de un modelo politépico para aportar robustez
ante incertidumbres paramétricas.

El observador esta basado en la linealizacion del Sistema
(1), alrededor de un punto de operacién (z*,u*, w}). El
enfoque de linealizaciéon empleado es la aproximacién por
series de Taylor. Se considera que el punto de operacién
es un punto de equilibrio del sistema & = f(z) + g(u, wy),
lo cual produce el siguiente modelo linealizado:
Z(t) = AZ(t) + Byu(t) + Buwa(t)

donde, A € R**4 B, € R**! y B,, € R**! corresponden
a la matriz de estado, la matriz de entradas de control y
la matriz de entradas desconocidas, respectivamente. El
modelo linealizado estd referido a un sistema cuyo origen
se encuentra desplazado hasta el punto de equilibrio. Es

decir, para este sistema, el vector de estado, las entradas
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controlada y la entrada desconocida se definen como:
T=x—2%, Uu=u—u"y Wy = wg— W), respectivamente.
Cabe mencionar que, el sistema linealizado dejara de ser
una aproximacién valida, a medida que los estados se
alejen del punto de equilibrio y las entradas v y wy se
alejen de la condicién (uk, wqx).

El observador de Luenberger tiene la forma:
2(t) = AZ(t) + Bua(t) + L - C (z(t) — (1))

donde Z es el vector de estado estimado, L € R**! es la
ganancia de observador, las matrices A y B, provienen
de la linealizacién del sistema no lineal y C' € R'** es la
matriz de salida.

La robustez ante entradas desconocidas es garantizada,
minimizando la norma H., de la funcién de transferencia
que relaciona la entrada desconocida con el error de
estimacion. Sea e(t) el error de estimacién, definido como
la diferencia entre el vector de estado z(t) y el vector de
estado estimado Z(t). Segin Scherer y Weiland (2000),
el enfoque H,, implica la existencia de una funcién de
transferencia entre e(t) y w(t), definida como: Gue(s) =
(sI — (A — LC))"'B,, sobre la cual se desea minimizar,
el supremo del valor singular maximo de la respuesta en
frecuencia del sistema, definido como:

HGweH = Ssup Umax(Gwe(jw))

wq€R

El estudio de Torres Zuniga et al. (2017) reporta que, para
el célculo de la ganancia, el modelo dinamico linealizado
puede extenderse a un modelo politépico de N, vértices.
Resultante de la interpolacién convexa de un conjunto
de N, modelos, el modelo politépico tiene la finalidad
de lograr robustez ante incertidumbres paramétricas. La
definicién formal del modelo politépico, expresada en el
Sistema (2), implica, que cada matriz Ax y Cj, perte-
nece a los politopos D4 y D¢, respectivamente, para
k=1,---,Npy 0 <\ <1. Es decir, siguiendo este en-
foque y asumiendo un vector de parametros inciertos py,
cada vértice del politopo corresponde a un par (A, Cy),
generado tras la linealizacién del sistema (1) alrededor del
punto (z*,u*, w}). La observabilidad se verifica cuando la
matriz de observabilidad O = [C' CA CA? CA3]’ exhibe
rango completo para cada vértice (A, C).

Np Np

D4 = {AERNIN : A:ZAkAk,ZAk - 1}
k=1 k=1
NP NP

Do = {CERMIN : C:ZAka,ZAk - 1}
k=1 k=1

(2)

Las restricciones de disenio bajo la norma H,, pueden
ser expresadas mediante un conjunto de desigualdades
lineales matriciales (LMI) (Chilali y Gahinet, 1996). Por
lo tanto, adoptando este enfoque para el observador
propuesto, el calculo de la ganancia se plantea como el
problema de optimizacién semidefinida (3) para cada par
(Ag, Cx) del modelo politépico.
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minimizar -y

v, W1, W2
sujeto a v>0,W; >0
[M] + My + 2aW, WiB,, Iy
B;Wl —’}/IN Ol,N <0
i In On1 —I (3)
-77’W1 Mk
L M]Ic —T’W1 <0

[sin(0)(My, + My) cos(6)(My, — M)
| cos(8) (M}, — My) sin(0) (M + My,)
donde, My, = (W1 A, — WaCy), v € R, Wy = W] € R4
Wy =WiL € Ry [|Guello, =7 para k =€ {1,2}; asi,
la ganancia del observador se obtiene como L = W, *Ws.

<0

Adicionalmente, las restricciones del problema de opti-
mizacion permiten el confinamiento de los polos en lazo
cerrado del sistema modelo-observador para cada punto
z = x + jy € C y pueden sintonizarse mediante los
pardmetros («,r,0), que limitan las regiones de estabi-
lidad definidas por el Sistema (4).

Region 1: T < —a<0, Va>0
Region 2: |z +y| <r Vr >0
Region 3: tanf -z = |-y, V(0 <6<m/2)

(4)
5. PRUEBAS Y RESULTADOS

Esta seccién expone el desempeno del optimizador y
observador desarrollados. La Secciéon 5.1 especifica las
condiciones sobre las cuales se llevo a cabo la prueba del
optimizador y se realiza una discusiéon de los resultados
obtenidos a partir de un mapeo de productividad fuera
de linea. De forma andaloga, la Secciéon 5.2 detalla los
términos sobre los que se llevé a cabo la prueba del
observador robusto y se realiza un analisis cualitativo de
su desempeno.

5.1 FEvaluacion del optimizador

La prueba se realizé bajo las siguientes consideraciones:
I;,, se establecié en 150 (umol - foton-m™2-s71) y S;,, en
0.5 (g- L™1). La salida éptima se calculd y actualizé cada
6 horas en la simulacién. La perturbacion, ilustrada en
la Figura 2, corresponde al porcentaje de CO2 en el gas
de entrada y toma valores dentro del intervalo acotado
0.75% < w, < 2%. Se eligié una forma escalonada para
mantener un valor de entrada constante en un intervalo de
tiempo suficientemente grande para que la productividad
(mostrada en la Figura 3) alcance el estado estacionario.

La Figura 4 muestra la entrada generada por el optimiza-
dor, correspondiente al flujo @;,. El intervalo de busqueda
para esta variable fue establecido en: 1 < Q;, < 6 (en
L-d~1). El mapeo fuera de linea de la Figura 5 se calcul$
mediante 400 muestras para la productividad en estado
estacionario. Dichas muestras fueron generadas con las
combinaciones de 20 flujos de entrada (equiespaciados
entre el intervalo de bisqueda) y 20 niveles de COs

(equiespaciados entre 1 y 5 %).
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Figura 2. Perturbacién (w,).
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Figura 3. Productividad tras la optimizacion
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Figura 4. Entrada éptima generada por el optimizador

En el intervalo de 0 a 35 dias de la Figura 4, se observa una
correcta accion de control generada por el optimizador
(Qin, = 2.9021) para un 2% de CO;y. Lo anterior, se
verifica en el mapeo de la Figura 5, donde se aprecia
que, para ese nivel de flujo y una concentraciéon de C'O,
en 2%, la productividad es 0.7495 (¢gDW - L= . d~1).
Este nivel de productividad es también consistente con el
observado en la Figura 3, dentro del intervalo de tiempo
antes mencionado.

Por otro lado, la respuesta dindmica de la biomasa tras la

optimizacién, exhibe un mayor crecimiento en el intervalo
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Figura 5. Mapeo de productividad fuera de linea.

0 20 40 60 80
Tiempo, (d)

Figura 6. Biomasa producida tras la optimizacion.

de tiempo de 35 a 60 dias, cuando el CO llega a 0.75 %
(ver Figura 6). En este periodo, la biomasa muestra
un crecimiento maximo, aun cuando la productividad
alcanza su nivel mas bajo. Lo anterior tiene sentido
tomando en cuenta que, a bajos niveles de flujo de
entrada, la productividad disminuye y la biomasa tiene un
mayor tiempo de asimilacién de sustrato al incrementar
el tiempo de retencién hidraulica.

En el intervalo de 60 a 80 dias, la entrada de control man-
tiene un valor muy cercano al observado en el intervalo
de 0 a 25 dias. Este comportamiento se verifica con el
mapeo de la Figura 5. Ahi se observa, que para mantener
la productividad maxima bajo concentraciones de COq
mayores a 2% el flujo 6ptimo no aumenta significativa-
mente. Mientras que, mantener la productividad maxima
bajo concentraciones de CO5 entre 0.5y 1.9 %, representa
mayores variaciones en el flujo de entrada.

5.2 Ewvaluacion del observador

El desempefio del estimador fue evaluado mediante la
comparativa de las dindmicas no lineales del modelo (NL)
y la estimacién del observador robusto (OUH), para cada
una de las cuatro variables de estado (Figuras 7 a 10).

Las condiciones de prueba fueron: S;, = 1 (g-L71),
Qin = 29 (L-dYel;, = 120 (umol - foton -
m~2 . s71). Se estableci6 al porcentaje de COy en el gas
de entrada como la entrada desconocida. Esta ultima de

forma senoidal (con periodo de 40 dias y una amplitud
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Figura 7. Estimacién de la biomasa.

acotada entre 0.5 y 0.9%) con la finalidad representar
los cambios graduales y oscilantes de COs en el biogas
producido por un digestor anaerobio.

Motivado por su efecto multiplicativo dentro del mode-
lo (que permite englobar implicitamente incertidumbres
debidas a otros pardmetros), se eligieron las méximas
tasas de crecimiento p,, y de absorcién de sustrato p,,
como parametros inciertos. Asi, el vector incertidumbre
nominal p = [, pm], mediante una variacién de £5 %,
define los vectores de incertidumbre méximo p = [f,,,, §,,]

y minimo p=pu_.p |

El modelo politépico resultante se formé mediante los
vértices, (4, C) v (A, C) generados a partir de la linealiza-
cién del Sistema (1) sujeto a las condiciones (P, Qin, wqg =
0.9) y (p, Qin,wq = 0.5), respectivamente. La matriz de
observabilidad resulté de rango completo para la evalua-
ciéon del modelo politépico, considerando una matriz de
salida C' = [1000] en cada vértice.

A fin de garantizar estabilidad del sistema en lazo cerrado,
el problema de optimizacién semidefinida (solucionado
con el resolvedor libre SeDuMi integrado en Matlab), fue
sintonizado para ubicar los polos en lazo cerrado en la
mitad izquierda del plano imaginario. En este caso, se
empled la triada de pardmetros: («=0.01,r=100, 6 =7/9),
encontrando un valor de 0.366 para la norma Hy, (7).

La estimacion de la biomasa X establecida como variable
medida, mostré una rapida convergencia a las dindmicas
no lineales del modelo (Figura 7). Sin embargo, el sustra-
to, la cuota interna de nitrégeno y el TIC en las Figuras 8,
9 y 10 muestran un tiempo de convergencia mayor. Este
comportamiento se debe a que no fue posible sintonizar
una ganancia capaz de acelerar las dindmicas sin incurrir
en errores numeéricos. Es decir, para las condiciones eva-
luadas, el problema de optimizacién se vuelve infactible
al especificar o> 0.01.

A pesar de que la ganancia de observador no mostré una
elevada velocidad de convergencia en la estimacion, se
observa un buen comportamiento para todas las variables
de estado. El menor desempeno en la estimacion lo mues-
tra el sustrato (Figura 8). Esto ultimo puede asociarse
con posibles errores de aproximacién, debido a que el
observador empleado utiliza una versién linealizada de un

modelo no lineal.
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Figura 8. Estimacion del sustrato.
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Figura 9. Estimacién de la cuota interna.
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Figura 10. Estimacién del TIC.
6. CONCLUSION

Se propuso un modelo dindmico de un proceso de pro-
duccién de microalgas para modelar la biomasa, sustrato,
cuota interna de nitrégeno y carbono inorganico total. Un
optimizador en linea fue implementado sobre el modelo
propuesto con el fin de maximizar la productividad de
biomasa. Se comprobé que para las condiciones de prueba,
el flujo de entrada éptimo se encuentra entre 2y 3 (L-d~1)
y concentraciones de COs mayores a 2% no producen un
incremento significativo en la productividad.

También, fue propuesto un observador de Luenberger pa-

ra la estimacion de estados, a partir de la medicion de bio-
San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018

masa. La ganancia del observador fue disefiada robusta,
considerando una perturbacién senoidal, (correspondiente
al porcentaje de COs en el gas de entrada). Ademds, la
robustez del observador ante variaciones del 5 % en la tasa
de crecimiento especifica maxima p,, y la tasa de absor-
cién maxima p,, fue garantizada mediante la inclusién de
un modelo politépico. El observador demostré un buen
desempeno comparado con las dindmicas no lineales del
modelo. Como trabajo a futuro, se pretende validar el
trabajo desarrollado, mediante datos experimentales.
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