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Abstract: Este articulo presenta un controlador longitudinal de aeronaves inspirado en la
ecuacion polar de la hoddgrafa, una de las invariantes de la dindmica Phugoid descrita por
Lanchester. El procedimiento para el disenio del control sigue las consideraciones hechas por
Lanchester para desarrollar la dindmica de Phugoid, es decir, el angulo de ataque se considera
cuasi-estatico. Es posible disenar un controlador para la dindmica longitudinal, el cual requiere
conocer las caracteristicas fisicas de la aeronave. Las propiedades de estabilidad en lazo cerrado
se basan en considerar que el coeficiente de sustentacion es acotado. Se realizaron simulaciones
utilizando el simulador de vuelo X-Plane para validar el controlador propuesto.
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1. INTRODUCCION

Las fuerzas aerodindmicas y el momento que actian
sobre las aeronaves representan un desafio para el diseno
del control longitudinal, debido a su estructura y la
dificultad de modelarlos. La ley de similitud dindmica es
la base estandar para el modelo anterior, sin embargo,
no se pueden interpretar como los gradientes de las
funciones de energia potencial, se refiere al lector al
trabajo de Von Mises (1959). Las funciones de la energfa
potencial juegan un papel importante en la descripcién
Lagrangiana o Hamiltoniana de los sistemas mecdanicos,
como se puede observar en Ortega et al. (2013), Lee
et al. (2017). La estructura particular de las fuerzas
aerodinamicas y el momento, impiden la aplicacién de los
esquemas de control basados en energia. Dichos esquemas
proporcionan una funcién de Lyapunov para reorganizar
las funciones de energia cinética y potencial del sistema
mecdnico, Bloch et al. (2000), Bloch et al. (2001), Ortega
et al. (2002).

Las funciones invariantes para la dindmica longitudinal
de la aeronave sin fuerzas externas son, la Lagrangiana
y Hamiltoniana para los sistemas mecanicos, la energia
total de la aeronave y la ecuacion polar de la hodografa,
que se puede observar en Lanchester (1907). Esta tltima,
requiere que el empuje generado por la planta de energia
y la fuerza de arrastre se cancelen entre si y que la fuerza
de sustentacién total sea igual al peso de la aeronave.
Las invariantes del movimiento son fundamentales para
los métodos de energia o el método general de Energia-
Casimir Bloch and Marsden (1990). Los autores de Bhatta
and Leonard (2008), Bhatta and Leonard (2004), mues-
tran la utilidad de la ecuacion polar de la hodégrafa con-
struyendo una funcién de Lyapunov basada en la ecuacién
polar de la hododgrafa y la prueba de estabilidad de
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movimientos deslizantes usando la teoria de perturbacién
singular, para extender los métodos basados en la energia
a vehiculos con fuerzas hidrodinamicas.

A. Lambregts introdujo una interpretacion diferente del
control basado en la energia para los problemas de la
dindmica de las aeronaves conocido como sistema de con-
trol total de la energia (TECS), que se basa en construir
a partir de las funciones Hamiltoniana y Lagrangiana la
tasa de energia total y la tasa de distribucién de energia y
los relaciona con la forma en que los pilotos manejan la en-
ergia, dicha interpretacion considera un modelo dindmico
lineal longitudinal de la aeronave como se puede ver en
Lambregts (1983).

Este articulo propone un algoritmo de control para man-
dar a valores constantes la velocidad aerodinamica y el
angulo de vuelo de la dindmica longitudinal de la aeron-
ave. El procedimiento del diseno del control considera
que el angulo de ataque es cuasi-estatico; esta consid-
eracion coincide con las suposiciones de Lanchester para
desarrollar la dindmica Phugoid, donde se presenta la
convergencia instantdnea de la velocidad de cabeceo a
cero, Kwatny et al. (2012). Adicionalmente, se asume
una estructura conocida de los coeficientes aerodindmicos
y, para establecer las propiedades de estabilidad de las
dindmicas en lazo cerrado, también se asume que el co-
eficiente de sustentacién es acotado y con un angulo de
ataque pequeno. El controlador disenado usa informacién
de dos parametros estimados, los cuales son disenados
para compensar las fuerzas aerodindmicas y el momento
desconocidos. Para las simulaciones se usa el simulador
de vuelo X-Plane con el cual se evalta el rendimiento del
algoritmo de control.

El resto de este documento tiene la siguiente estructura.
La Seccién IT describe el modelo dindmico longitudinal de
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la aeronave. La Seccién III presenta la dinamica Phugoid
de Lanchester y la ecuacién polar de la hodégrafa. La
Seccién IV presenta el procedimiento del disefio control.
La Secciéon V muestra las simulaciones usando el sim-
ulador de vuelo X-Plane, y la Seccién VI finaliza este
trabajo con algunas conclusiones.

2. DINAMICA LONGITUDINAL DE LA AERONAVE

Esta seccion presenta las ecuaciones dindmicas que de-
scriben la dinamica longitudinal de la aeronave. La Figura
1 muestra la condicién de vuelo longitudinal de la aeron-
ave. Asumiendo que la atmdésfera circundante estd en
reposo, las ecuaciones de la dindmica longitudinal de la

aeronave son 1 :

mV = Tco — D —mgsy
mVy = Tsq + L —mgcey
. 1 (1)
Of =q-— W(TSQ—V—L—mgc,Y)
Iyyg=M

donde m es la masa de la aeronave, I, es su inercia
alrededor del eje lateral, g es la constante de gravedad,
a es el angulo de ataque, g es la velocidad angular de
cabeceo, V es la velocidad, y v es el angulo de vuelo. La
aeronave estd bajo la accién de las siguientes fuerzas y
momento: L es la fuerza de sustentaciéon aerodindmica,
D es la fuerza de arrastre aerodinamica, T el empuje
de la planta de energia y M el momento de cabeceo. Se

Fig. 1. Fuerzas y momento actuando en el plano longitu-
dinal de la aeronave.

asume que las fuerzas aerodindamicas y el momento tienen
la siguiente estructura:

= QSV2CL(a7 q, ‘/7 66)
¢:V*Cp(a) (2)
qsévz (CM(a7 q, V) + CIW(;E (Se)

L
D
M

con qs = %pS , € es la cuerda media aerodindmica, p la
densidad del aire, S el area alar, y J. es la deflexién del
elevador.

Nota 1. Todos los estados de la aeronave influyen en
todos los coeficientes aerodindmicos. En Gavilan et al.
(2014) el coeficiente de sustentacién se asume como una
funcion solo del dngulo de ataque; esta suposicién también
se aplica para el coeficiente de arrastre. En Liu and Chen
(2016) el coeficiente de arrastre es también considerado

L A continuacién, c¢; = cos(x), sy = sin(z) y t, = tan(x) para
cualquier angulo z.
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como una funcién para la entrada de control del elevador.
Todas estas suposiciones son para propédsitos del diseno
del controlador.

En este trabajo también se asume que el peso de la
aeronave y el empuje de la planta de energia pueden ser
parametrizados de la siguiente manera:

T = kmgdr, mg = q,ViCr,, (3)

donde « € [0.25,0.3] es el empuje disponible con respecto
al peso de la aeronave, dr € [0,1] es la posicién del
acelerador, Vj la velocidad aerodindmica deseada y Cr,,
es un coeficiente de sustentacion que iguala al peso de la
aeronave a una velocidad aerodinamica deseada V.

Incorporando las ecuaciones (2) y (3) en (1), la dindmica
longitudinal de la aeronave puede expresarse de la sigu-
iente manera:

K—I{(SC —V—ch(a)—s
g - Vd2 CrLw K
2

K,-y = K0TS + %*CL(O&’%V’&E) —cy
g Va Cry (4)

& = _g F(/(S s +LQCL(Q,Q7M65)_C

=4q 2V TOa de CLW ¥

= . ,V CM(a7Qv V) CM&
I = C 5 < 68
wd Vd2 ( OLW * OLW

7 I,
con Iy, = mL;.
El objetivo del control es el siguiente: Disenar una estrate-
gia de control para la posicién del acelerador y elevador,
que lleve a la velocidad aerodinamica y el angulo de vuelo
hacia las referencias deseadas V; y =4, respectivamente.

3. DINAMICA PHUGOID PARA AERONAVES

En 1908, W. F. Lanchester describi6 las trayectorias que,
bajo ciertas condiciones, la dindmica longitudinal de la
aeronave puede realizar Von Mises (1959). Una condicién
crucial de los calculos de Lanchester es que la velocidad
de cabeceo converja rapidamente a cero. Esta condicién
se puede indicar con respecto a las caracteristicas de
la aeronave de la siguiente manera. Si el momento de
cabeceo tiende a contrarrestar cualquier cambio en el
angulo de ataque de la aeronave y la inercia es despre-
ciable, se deduce que la velocidad de cabeceo pasa a cero
instantaneamente; por lo tanto, se tiene:

2
d Lw Lw
Para cumplir con la ecuaciéon anterior, el dngulo de
ataque alcanza un valor cuasi-estdtico a = a(d, V).
La convergencia instantdnea de la velocidad de cabeceo
a cero y la convergencia forzada del angulo de ataque
a un valor cuasi-estatico desacopla la dindmica de la
velocidad aerodindmica y del angulo de vuelo de la
dindmica rotacional longitudinal. Lanchester considera
una segunda condicién, esta condicién establece que el
empuje de la planta de energia cancela exactamente
a la fuerza de arrastre aerodindmica. Por lo tanto, la
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dindmica de la velocidad aerodindamica y el angulo de
vuelo, desacopladas se pueden escribir como:

V_ S

T T oy

g (5)
V. _ Va@
977Vd20Lw "

con Cr (&) = Op(a) +t5Cp(a). La dindmica Phugoid de
Lanchester tiene las siguientes interesantes propiedades.
La energia total de la aeronave definida como
t
E= %mV2 + mg/V(T)sA,(T)dT
0

es una invariante para el desacoplamiento de la dinamica
longitudinal de las aeronaves. En Lanchester (1907), cal-
cul6 que la ecuacion polar de la hoddgrafa dada por:

1V 1V
=———-—=-—c
3gVi gVa
es también una invariante para el desacoplamiento de la

dindmica longitudinal. La derivada en el tiempo de C a lo
largo de las trayectorias del sistema (5) viene dada por:

= ﬁﬁ (CL(a) _ 1)
Vav,2 \ CrLy,

Lanchester también asumi6é que la aeronave genera la

suficiente fuerza de sustentacién para soportar su peso a

la velocidad aerodindmica deseada V; Von Mises (1959).

Como resultado, Cpq) = CLy, ¥y

C=0
Debido a la propiedad de invariancia que la ecuacién polar
de la hodografa comparte con la funcién de energia para la
dindmica longitudinal de Phugoid, algunos investigadores
habian investigado las posibilidades de usar la ecuacién
polar de la hodégrafa para construir una funcién de
Lyapunov Bhatta and Leonard (2008).

4. DISENO DEL CONTROL

Esta seccion presenta el desarrollo del diseno de una es-
trategia de control para llevar a la velocidad aerodindmica
y el angulo de vuelo a las referencias deseadas. La su-
posicién principal es que el dngulo de ataque es cuasi-
estatico. Lanchester justificé la naturaleza cuasi-estética
del dngulo de ataque, asumiendo que el momento de
cabeceo pasa instantaneamente a cero sin ningin cambio
en la velocidad de cabeceo para una aeronave con inercia
despreciable. En este trabajo, la suposicion de Lanch-
ester se lleva acabo por un controlador para la dinamica
rotacional de la aeronave. Por consiguiente, el proced-
imiento de control comienza por disenar un algoritmo
de control para la dindmica rotacional de la aeronave;
después de esto, se disena un algoritmo de control para la
velocidad aerodinamica y la dindmica del angulo de vuelo
utilizando una funcién de Lyapunov construida a partir
de la ecuacion polar de la hoddgrafa.

Con respecto al dngulo de cabeceo 6, la dindamica rota-
cional longitudinal estd dada por:
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0 =q
7 V2 (C’M(a,q, V)
Crm

. _ CM(S (6)
= _— € 66
wd cvd2 - CLW )

La relacion entre el angulo de cabeceo, el angulo de ataque

y el dngulo de vuelo se define de la siguiente manera:
y=0—-«

por lo tanto, la referencia para el angulo de cabeceo 64 se

selecciona como a+ 4. El error del angulo de cabeceo es:

0=0—-0,=0—a—q (7)

Nota 2. Dados Vg y 74 hay un conjunto de ecuaciones
algebraicas para el cdlculo de la referencia o y d.. Sin
embargo, tales ecuaciones algebraicas tienen las carac-
teristicas aerodinamicas de la aeronave; por lo tanto, para
evitar resolverlo la referencia para el angulo de cabeceo
se define como en la ecuacién (7).

El algoritmo de control para conducir 7 y q a cero se basa
en el enfoque de backstepping. Se define

g1 =¢q+ kpsé
como resultado, las siguientes ecuaciones describen la
dindmica de 0 y ¢;:

6 = —kpsg +q1

. iﬁ CM(O[,Q,V)

"= jyy Vd2 CLW
+kpcgq

Cs )
+ =<4, (8)
Cr

Para obtener la ecuacién (8) se considera que « es cuasi-
estatico; por lo tanto, & = 0. Se supone que el coeficiente
del momento de cabeceo tiene la siguiente estructura, para
continuar el procedimiento del diseno del control.

01\1 (a7 q, V) = CMO + CMQCY + C'Mq % (9)

con Ch, Cu, v Cu, los coeficientes de momento de
cabeceo que se asumen constantes. Las siguientes defini-
ciones son necesarias para disenar un estimador basado
en Lyapunov

Mﬂ%%%r

M Iyy CLW CLW CLW (10)
Yr = [1 « Q}T

M 1%

Usando las definiciones en las ecuaciones (9) y (10), las
ecuaciones diferenciales en (8) se pueden expresar de la
siguiente manera:

6 = —kpsg + @1

. V2 T B (11)
q = %] (‘I)MQDM + C,, 55) + kpczq
d
con Chyy = I—Lgf“ . Considere la siguiente funcién de
€ Yy w
Lyapunov:

1 1- ~
W = (1 — Cé) + 5(]% + i(I)—Ar/[F(I)M
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con <i>M = @M — ®,; y I' una matriz definida positiva.
La derivada en el tiempo a lo largo de las trayectorias de
(11) estd dada por:
. ) V2 T _
W = —kpsé + Sgq1 +q1 W (‘I)M@M + CM(;eée)
d

-prc(;q] + éTMféM

A partir de la derivada en el tiempo de la funcién
Lyapunov, la entrada del elevador y las dindmicas de los
pardmetros del estimador se definen como

1 . %3
s <—‘I’L<PM - Vfdz (kagr — s5 — kpc(;Q))
5 (12)

2 v
Oy = gt
M q1 de M

de

Reemplazando (12) en W, se obtiene:
W= fk:ps; — kdq%

Ahora, el esquema de control para la velocidad y la
dindmica del angulo de vuelo ha sido disenado. A partir de
la ecuacién polar de la hodégrafa, se propone la siguiente
funcién de Lyapunov:

v
39V}

1V 2

C= ———C5— — 13
ngc'Y 39 ( )

con 4y = v —14. Esta funcién de Lyapunov es diferente a la
funciéon de Lyapunov propuesta en Bhatta and Leonard
(2008) que también se basa en la ecuacién polar de la
hodégrafa. Note que:

1vZ 11 2V 115

v 11 . 2y o1l

_ gV} gVa 200 _ | gV} gVa
Ve = 4 Vie= |11 1v
v rtr. 1y,

gV gVa " gVa

por lo tanto, la funcién de Lyapunov tiene un minimo en
V =V3y 4 =0. La ecuacién de Lyapunov (13) se com-
plementa como sigue, para considerar que el coeficiente
de arrastre no se conoce e incluir una accién integral.

v avo e,
T 3gVE gVy ' 3¢ 2V P
¢ 2 14
K, (14)

+ 2Vq

V2 )

—5 —cy | dr
[ (5=
donde K; es una ganancia de control y

Cp = Cp(a) — Cp + B1(V/g) (15)

con Cp — B1(V/g) el coeficiente de arrastre estimado y
B1(V/g) una funcién a definir. La definicién del error
en la ecuacién (15) sigue la técnica de Immersion and
Invariance propuesta en Astolfi and Ortega (2003). La
derivada en el tiempo de C a lo largo de las trayectorias
de la dindmica longitudinal de la aeronave (4) estd dada
por:
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¢- L L 5
= Vd VdQ Cy ROTCq Vd2 CLW

85 V2 Cr(a,q,V,d.)
+—L | KOsy + — ——"7 % —
z (Fi TS d2 CL Cy

o ( . dp ( V2 Cp(a) ))
+— | -Cp+ KOTCq — —5 —s
Va \ 77 T dvig T T
K; (V? &
+?d 75 — Cqy 7; — C5 dr
0
usando la ecuacién (15), se tiene:
C.—i V—2—0~ n&c—v—gicb_ﬂl—
= Vd Vd2 5 TCx de OLW Y
¢
2
—|—Ki/ (V2 - c§> dr
Vi
0

V2 Cr(a,q,V,d.
+i <I€(5T8a+‘/2L(aq)C,y>

VZ Cp(a) 57>

+@ *AD dpy KopC LQCD+CA'D7ﬂ1
Va d(V/g) VA Crw
V2 V2
-1 i3-+)
Definiendo
1 (Vv2Cp—p v?
T (Vf Cry M (Vf_cv)
t
2
_Ki/ (“;2 —cq,> dr
o > ¢ (16)
. V2 Cp—
CD =1 I*C(STCQ >y g ﬂl - Sry>
d Lw

donde ky es una ganancia de control, y se considera que
81 = l% con [ una ganancia positiva. Sustituyendo (16)
en la derivada en el tiempo de la funcién Lyapunov (14),
se obtiene:

. ky (V2 20,
¢ 3 (7o) -~ an
+5:y /4:5 s +V720L(a7q"/a§e)_c
Va o V2 Cry K

El resultado principal de este articulo se puede establecer
de la siguiente manera.

Proposicion 1. Suponga que el &angulo de ataque es
pequeno y cuasi-estatico de modo que su derivada en el
tiempo es cero. Suponga que el coeficiente de sustentacién
estd acotado por arriba por un valor constante. Considere
la dindmica longitudinal de la aeronave en lazo cerrado,
con el algoritmo de control definido en las ecuaciones
(12) y (16). Entonces, existen unas ganancias constantes
kp, kq, K;, kv, | y una matriz definida positiva I' tal
que la dindmica en lazo cerrado tiene un punto de equi-
librio localmente asintéticamente estable en la velocidad
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aerodinamica deseada y en el dngulo de vuelo, mientras
que todas las demas senales estan acotadas.

Prueba 1. Todos los célculos para obtener los algoritmos
del control y del estimador, consideran que la derivada
en el tiempo del dngulo de ataque es cero. Ahora, como
el angulo de ataque es pequeno y el coeficiente de sus-
tentacién es acotado, de la ecuacién (17) se tiene:
2
ky (V2 I~
< — —c | ——C?
7N vy P
S5 V2
+|| | k1 + 1)
Vd‘ (Vd2
para algunas constantes positivas x1. La convergencia de
0 a cero implica convergencia de 4 a cero, y el controlador
de la dindmica rotacional puede ser sintonizado para que

sea rapido, por lo tanto s5; también converge rdpidamente
a cero. Como consecuencia,

. ky (V2 S A
C<-Y(._-1) - —C
= (v; > v, P

(18)

(19)

y V converge a V.

Esta claro que las suposiciones logran el resultado de la
estabilidad, y es probable que la regiéon de atraccion del
punto de equilibrio sea minima. Por lo tanto, para validar
el controlador propuesto, se seleccioné el simulador de
vuelo X-Plane para ejecutar la dindmica de la aeronave.

5. SIMULACIONES

Para la simulacién se utiliza el simulador de vuelo X-
Plane con un modelo modificado de una aeronave de radio
control conocida como NexStar Research (2018). El ala
original de esta aeronave es rectangular; fue modificada
para instalarle Flaps y unas puntas trapezoidales. La
Figura 2 muestra el modelo X-Plane del NexStar mod-
ificado. El software DATCOM fue empleado para obtener

Fig. 2. NexStar Modificado.

una estimacion de la derivada del momento de cabeceo
DATCOM (2018). El disefio asistido por computadora
de la aeronave se usd para determinar las caracteristicas
fisicas de la misma, dichas caracteristicas se muestran en
la Tabla 1. Las ganancias del controlador y del estimador
se determinaron usando un procedimiento de prueba y
error, ver Tabla 2.

Se presentan dos pruebas, la primera muestra un cambio
de velocidad aerodindmica de 18, 28 y 18 m/s, mientras
g se fija a cero. La velocidad aerodinamica deseada fue
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Parametro Valor Parametro Valor
m(kg) 3.8 g (m/s?) 9.81
o(kg/m3) | 0.96672 | I,(kgm?) | 0.275
¢(m) 0.267 S(m?2) 0.4669
K 0.3 C M;, 1.4

Tabla 1. Parametros fisicos del aeronave.

Ganancia | Valor | Ganancia Valor
kp 0.6 kg 0.7
kv 0.9 K; 0.2
l 2 r diag{1,1,1}

Tabla 2. Ganancias del controlador y esti-
mador.

seleccionada de esta manera para probar el controlador
bajo condiciones adversas, contrariamente al caso cuando
las referencias deseadas son suaves. La Figura 3 muestra la
evolucién del error de la velocidad aerodindmica. Aunque
la velocidad aerodinamica llega a la referencia deseada, los
periodos transitorios no son suaves. El peor transitorio
aparece cuando la aeronave reduce su velocidad. Este
transitorio aparece porque el esquema de control usa el
acelerador para controlar la velocidad aerodindmica vy,
dado que el motor no puede producir un giro contrario,
el controlador tiene problemas para frenar la aeronave.
La Figura 4 presenta la evolucién del error del angulo de
vuelo. Una vez més, aparece el peor transitorio cuando la
aeronave debe disminuir su velocidad aerodindmica. Sin
embargo, en cualquier caso, el angulo de vuelo converge
a su referencia deseada. La Figura 5 muestra el compor-
tamiento del angulo de ataque y el dngulo de cabeceo
durante el experimento. Como el angulo de cabeceo y
el dangulo de vuelo son ordenados para seguir el angulo
deseado, el dngulo de ataque permanece cerca de cero,
después de los transitorios. Las Figuras 6 y 7 muestran

3 h/\/ 7
B B
I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400 450
Tiempo[s]

Error V. Aerodinamica [m/s]
)

Fig. 3. Error de la velocidad aerodinamica, con V; =
18, 28, 18 m/s

Error v [rad]
o
‘

I v'w |

15 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Tiempo [s]

Fig. 4. Error del angulo de vuelo 7.

la evolucién de la velocidad de cabeceo y los coeficientes
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Fig. 5. Angulo de cabeceo 6 (linea punteada), dngulo de
ataque « (linea continua)

estimados de arrastre y momento de cabeceo, respecti-
vamente. Segun lo predicho por los célculos, permanecen
acotados. La Figura 8 muestra la posicién del acelerador

2

15

1L

o
o @
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Fig. 6. Velocidad de cabeceo gq.
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Fig. 7. Pardmetros del estimador. Cp — 51 (linea con-
tinua), ® 1,0 (linea punteada).

y la entrada del elevador. Las entradas de control fueron
caracterizadas para que el simulador de vuelo X-Plane
pudiera interpretar sus valores.
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Fig. 8. Posicién del acelerador o7 (linea continua), entrada
del elevador ¢, (linea punteada).

6. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta un controlador para la dindmica
longitudinal de una aeronave, inspirada en la dindmica
de Phugoid desarrollada por Lancaster hace mas de
cien anos. Bajo fuertes suposiciones es posible mostrar
la estabilidad asintética local del punto de equilibrio
deseado. El controlador se prueba usando el simulador
de vuelo X-Plane. Las simulaciones se comportan segin
lo predicho por los calculos.

San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018
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