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Resumen: El problema de estimar la regién de atracciéon es uno de los mas importantes
cuando se trata de investigar la dindmica de sistemas no lineales. En este trabajo nos enfocamos
principalmente en estimar la regién de atraccién para el equilibrio infectado de un modelo de
infecciéon viral con transmisiéon mitética, tasa de cura y retardo incluido en la produccion viral.
Esta contribucién estd motivada en resultados tedricos sobre estimados de la regién de atraccion
de sistemas no lineales con retardos utilizando el enfoque de funcionales de Lyapunov-Krasovkii.

Palabras Clave: Sistemas no lineales de tipo retardado, Region de atraccion, funcionales de

Lyapunov-Krasovkii

1. INTRODUCCION

El método indirecto de Lyapunov nos permite dar conclu-
siones de estabilidad local de la solucién trivial para un
sistema no lineal mediante la estabilidad del sistema lineal
asociado. Cuando la solucién trivial de un sistema no lineal
es localmente asintéticamente estable, es de gran interés
determinar el conjunto de condiciones iniciales que generan
soluciones que convergen asintéticamente al origen cuando
el tiempo tiende a infinito. Este conjunto es llamado la
region de atraccion de la solucién trivial. La construccion
de estimados de la regién de atracciéon se ha estudiado
ampliamente para sistemas libres de retardos, véase por
ejemplo Khalil (1996).

Por otro lado, la construcciéon de estimados de la regién
de atraccién para sistemas con retardo es un problema
bastante mas complejo que en el caso sin retardo. El
segundo método de Lyapunov es una herramienta teérica
poderosa para resolver dicho problema Hale & Verdyn-
Lunel (1993). Se han hecho pocos estudios para estimados
de la region de atraccion para algunas clases de sistemas
no lineales con retardo Kolmanovskii & Myshkis (2013),
Richard et al. (1997), y Verriest et al. (2000). Melchor-
Aguilar & Niculescu (2007) proponen varios estimados
de regiones de atraccién para una clase de sistemas no
lineales con retardo, inspirado en el teorema de estabilidad
de Poincaré-Lyapunov con respecto a la primera aproxi-
macion. El enfoque es constructivo, usando funcionales de
Lyapunov—Krasovskii de tipo completo asociado a la parte
lineal.

Las funcionales de Lyapunov—Krasovskii de tipo completo
usados para estimar la regién de atraccién son definidas
por funciones matriciales especiales véase Kharitonov
(2012). Estas funciones matriciales son contraparte natural
de las clasicas matrices de Lyapunov que aparecen en el
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calculo de funciones de Lyapunov en su forma cuadratica
para sistemas sin retardos. Por tanto estas funciones ma-
triciales son conocidas como matrices de Lyapunov para
sistemas de tipo retardado.

Evidentemente las matrices de Lyapunov son compo-
nentes principales en la construcciéon de las funcionales
de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo. En Kharitonov
(2012) se propone un método llamado semianalitico para
el calculo de matrices de Lyapunov. Este método reduce
el problema a uno de construccién de soluciones de una
ecuacioén lineal sin retardo.

En el campo de la epidemiologia la construccion de esti-
mados de la region de atraccién es de importancia tedrica
y de aplicacién practica; por ejemplo, Matallana et al.
(2007) estima el dominio de atraccién de un modelo
epidemioldgico con tratamiento de individuos infectados,
basado en la construccién de funciones de Lyapunov maxi-
males. Un enfoque de optimizacién para estimar el dominio
de atraccion de una clase de modelos SIR, aplicando opti-
mizacion de suma de cuadrados, es presentado en Jing et
al. (2011).

El objetivo principal de este trabajo es estimar la regién de
atracciéon de un modelo de infeccién viral con transmisiéon
mitética, tasa de cura y retardo incluido en la produccion
viral. Primeramente presentaremos un resultado garanti-
zando la estabilidad exponencial del modelo linealizado.
Después utilizando una descripcién aproximada del mod-
elo con una parte lineal més una parte no lineal calculamos
estimados de la regién de atraccion utilizando la teoria
desarrollada en Melchor-Aguilar & Niculescu (2007).

El resto del articulo estd organizado de la siguiente
manera. En la seccién 2 se presentan algunos prelim-
inares sobre la construccién de estimados de la regién de
atraccion para sistemas no lineales de tipo retardado de
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acuerdo a Melchor-Aguilar & Niculescu (2007). El modelo
matematico de infeccion viral, tasa de cura y retardo en la
produccién viral se presenta en la seccién 3. Los resultados
principales se presentan en la seccién 4, donde se propo-
nen condiciones suficientes de estabilidad dependiente del
retardo para el modelo linealizado, para después construir
estimados de la regién de atraccién. En la seccién 5 se
presenta un ejemplo ilustrando los resultados y finalmente
en la seccién 6 se presentan las conclusiones del trabajo.

2. PRELIMINARES

Considere el siguiente sistema no lineal de tipo retardado

#(t) = Ax(t) + Bx(t — h) + f(x(t),z(t —h)), (1)
donde A, B € R™ ™ son matrices dadas y h > 0 es el
retardo. La funcién f(u,v) es continua en sus argumentos

y satisface una condicién local de Lipschitz con respecto
al primer argumento en una vecindad del origen y

S B ACSO N R
Il(u0)|—0 || (u,v) ||

(2)

De las suposiciones anteriores se tiene que f(0,0) =0y
por tanto el sistema (1) tiene solucién trivial.

Para definir una solucién particular x(t,¢) de (1), una
funcidn vectorial inicial ¢ debe ser dada. Sea C([—h, 0], R™)

el espacio de funciones continuas que mapean [—h, 0] a R"
equipado con la norma de convergencia uniforme || ¢ ||p=
supge(—p,0 || ¢(0) [|. Supongamos que ¢ € C([—h, 0], R").
Definamos por z:(¢) = {z(t + 0,¢) : 0 € [—h,0]} la

restriccién de la solucién z(t, ) en el intervalo [t — h,t].
En el presente trabajo, usaremos la norma euclidiana para
vectores y la norma inducida para matrices, ambas deno-
tadas por || - |.

Definicion 1. (ESTABILIDAD): La solucién trivial de (1)
es estable si para cualquier € > 0 existe § = d(e) > 0 tal
(o) <€ t=0.

Definicién 2. (ESTABILIDAD ASINTOTICA): La solucién
trivial de (1) es asintdticamente estable si es estable y
existe d, > 0 tal que || ¢ ||n< d, implica z(t,¢) — 0
cuando ¢t — oo.

Definicidn 8. (EXPONENCIALMENTE ESTABLE): La
solucién trivial de (1) es exponencialmente estable si
existen constantes . > 0, 4 > 1y o > 0talque || ¢ |[n< de
implica || z(t, ) [|[< | ¢ |n e, ¢t > 0.

Del teorema de estabilidad en primera aproximacion, si el

sistema lineal

#(t) = Az(t) + Bx(t — h) (3)
es exponencialmente estable, entonces la solucion trivial
de (1) es asint6ticamente estable para condiciones iniciales

suficientemente pequefias (Bellman & Cook (1963); Hale
& Verdyn-Lunel (1993)).

De acuerdo a la Definicién 2, existe d, > 0 suficientemente
pequenio tal que || ¢ [[p< 0, implica que z(t,p) — 0
cuando t — o0.

Estimar la regién de atraccién, es estimar el conjunto
[l © [ln< 04 en el espacio C([—h, 0], R™) tal que z(t,¢) — 0

cuando t — oo.
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Estimados de la regién de atraccién de (1) pueden con-
struirse mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii de
tipo completo

v(p) = UmUm>mwnw<m/

L y

+/‘ TO) W + (h -+ 0)Wa)p(0)do, (4)
—h

asociadas al sistema lineal (3) exponencialmente estable.
La funcién matricial U(-) es definida como

’ U(—h — 0) By(6)do

01 BTU(01 — 92)B<p(92)d91d92

(5)

donde W = Wy + Wy + hWs con Wj, j = 0,1, 2 matrices
simétricas y definidas positivas, K(t) es la tnica funcién
matricial que satisface

K(t) = AK(t) + BK(t —h) t >0,
con condiciones iniciales K(t) = 0, para toda t < 0y
K(0) =1, (véase Bellman & Cook (1963)).

— /OO KT(tWK(t +7)dt [—h,h],
0

La funcién matricial U(-) satisface la ecuacién dindmica

d[iiif) =U(r)A+U(r—h)B, T€]0,h], (6)

la condicién de simetria
U(-1)=U"(1),
y la condicién algebraica
ATU(0) +U(0)A+ BTU(h) +U(—h)B = —W.

€ [0, A, (7)

(8)

De (2) se sigue que para cualquier v > 0, existe §(y) > 0
tal que si || (xz(t),z(t — h)) ||< J entonces

| f (@), 2(t = R) [[< || (2(t), 2(t = R) I -

Teorema 1. (Melchor-Aguilar & Niculescu (2007))
Sea el sistema (3) exponencialmente estable. Para

. )\min(WO) )\min(Wl) )\min(WQ)}
0
R m‘“{uo<2+ 1B R w(i+ | BINA B[ |
el conjunto
n 0615 5
U=1pec(=h0LR"):vp) < Ly ol < 5

es un estimado de la regién de atracciéon para la solucion
trivial de (1).

’ : Amin(W ) Amin(VV )
Aqui a1 < mm{mlAHJr”%H, B . }, as > k(1 + h),

k =max{uo(l+h || B),uo | B| (L+h| B )+ [ Wi+
4hWo ||} vy up = max,ciop || U(T) ||, donde Amin(W;)
denota el valor propio minimo de la matriz W;, para
j=0,1,2

Corolario 1. Sea el sistema (3) exponencialmente estable.
Para cualquier solucién z(t,¢) de (1) tal que ¢ € U, el
siguiente estimado exponenmal se mantiene:

(&5) _B
| z(t, ¢) Héw/ojlllwlhe 1> 0.
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(9)
donde



B = min{Amin(Wo) — 2yuo(2+ || B || h),
Amin(W2)= || B || woy [I}-

Asi, de acuerdo a la Definicién 3, la solucién trivial de (1)
es exponencialmente estable.

2.1 Método Semianalitico para el cdlculo de matrices de
Lyapunov

El célculo de la matriz de Lyapunov, se reduce a la
construcciéon de una solucién de un problema de valor
en la frontera para sistemas de ecuaciones diferenciales
matriciales libres de retardo (Kharitonov (2012)).

Definamos

Y(r)2U(T) vy Z(t)=U(r—h) 7€/0,h]
Sea U(7) una matriz de Lyapunov del sistema (3) asociado
a una matriz W. Entonces las matrices Y (1) y Z(7)

satisfacen el sistema matricial sin retardo y con valores
en la frontera

dydf) — Y(r)A+ Z(r)B (10)
di(:) = —BTY(r) - AT Z(7) (11)
W =ATY(0)+Y(0)A+ BTY(h)+ Z(0)B (12)
Y (0) = Z(h). (13)

Si la condicién de Lyapunov se satisface entonces el prob-
lema de valor en la frontera (10)-(13) tiene una tnica
solucién y esta solucién define la matriz de Lyapunov U(7),
véase Kharitonov (2012).

3. MODELO CON TRANSMISION MITOTICA, TASA
DE CURA Y RETARDO EN LA PRODUCCION
VIRAL

Un modelo béasico de infecciéon viral con transmision
mitética y cura de células infectadas fue propuesto por
Dahari et al. (2009) para la hepatitis B y C. En Canul-
Pech (2015) se extiende dicho modelo incorporando una
tasa de infeccién saturada y el retardo en la produccién
viral, determinado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales acopladas con retardo:

“0] g

:L'maa:

dz(t)
dt

Ba(t)v(t)

1+ ko(t)

=s+ ra(t) [1 —

+ dy(1),
dy(t) _ pa(t)o(t)
dt 1+ ko(t)
- 5y(t)a

=ge”My(t —h) — (1),

z(t) +y(1)

Tmax

YRRy

dv(t)
dt

(14)

donde z(t),y(t),v(t) representan la concentracién de
células no infectadas, células infectadas y virus, respec-
tivamente. Todos los pardmetros son constantes positivas.
En este modelo las células no infectadas son generadas
por una tasa constante s y mueren con una tasa p por
célula infectada. Las células son infectadas por una tasa
8. Las células infectadas mueren con una tasa « y son

posiblemente curadas por un proceso no citolitico con
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una tasa constante § por célula. Debido a la carga viral
en las células virus-infectados suponemos, p < «. En
otras palabras suponemos que el promedio del tiempo de
vida de las células infectadas (1), es mds corto que el

tiempo de vida de las células no infectadas (;%) La prolif-
eraciéon de células infectadas y no infectadas por la division
mitdtica corresponde al crecimiento logistico. La prolif-

eracién mitética de células libre de infeccion es descrita por
ra(t) [1 _ T/(t)ﬂ/(t)}

ry(t) [1 — s

z(t)+y(t)
Tmaz

infectadas. Las células infectadas y libre de infeccién se
multiplican con una tasa de méxima proliferacién r y
Tmaz €S €l maximo nimero de células la proliferacién. Las
células infectadas producen viriones con una tasa ¢ por
cada célula infectada. Los virus son eliminados con una
tasa . El retardo, nos indica el tiempo necesario para la
produccién de nuevos virus que con el tiempo se convierten
en células infecciosas para la produccién de virus.

y la transmisién mitética ocurre en

} , que es la divisién mitética de células

En Canul-Pech (2015) se muestra que el sistema (14)
siempre tiene un equilibrio Ey(xo,0,0) donde

Tmax _ _ 2 47"8
s [+l -+ ]
Cuando Ry(h) > 1, donde
—oh
1 [ﬁxoe —|—r<1— o )}’
a+4d ~ Tomaz

adicionalmente el sistema (14) admite otro punto de equi-
librio F1 (21, y1,v1) que satisface las siguientes ecuaciones:

Tro —

Ro(h) =

O0=s+rz; {1 — 901'*‘?/1} s B + oy1,
max 1 + RV1
Briv1 T+ 11
0= +ry; |1 — — ay; — oy, 15
1+ Koy u Tmax h n ( )

0=oce My, — vy,
Como el equilibrio F1 no corresponde a la solucién trivial
usemos el siguiente cambio de variable u; (t) = z(t) — 1,
us(t) = y(t) —y1, us(t) = v(t) — v;. Mediante la expansién
en series de Taylor, el sistema (14) se puede escribir como
el siguiente sistema con solucién trivial:

u(t) = Au(t) + Bu(t — h) + F(u(t)), (16)
donde
ail a1z ais 000
A= a21 22 a23 s B = 000 s
0 0 ass 0 b32 0
con
T Buy
a1 =71—p— 2z + — ,
11 1% xmax( 1+ 1) 1+ roy
aiz = — oy 9,
max
a = _L a — /Bvl _ /ryl
13 (14 kvy)?2’ 7900k Toan
agy =1 — (v +90) — (z1+2y1), ass = _pm
Tmas ’ (14 Kvy)2’
azs = —v, bsp=ae ",
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y F(u(t)) una funcién no lineal conteniendo todos los
términos de orden mayor o igual 2, la cual satisface

I E () ||

= 0.
ul

(17)

llull—0

4. RESULTADOS PRINCIPALES

La siguiente proposicién nos da condiciones para que el
sistema lineal de (16) sea exponencialmente estable:

Proposicién 1. Si h € [0, hynaz) ¥

ﬂfr(lf%mpo (18)
entonces
U(t) = Au(t) + Bu(t — h) (19)
es exponencialmente estable. Aqui
hmas = 10 Pzoo (20)
Y Y(a+0) +r (zma, — 1)

Demostraciéon: La demostracién se realiza analizando el
cuasipolinomio caracteristico asociado a (19).

A3 + (lz(h)/\2 + a,l(h))\ + ao(h)

(21)
donde
ag(h) -5 5& + Ty Briv Y1
T1 1 Tmar  (LHEVDYL Tras
oe” %y
(% ’

Y1

i = (Z+2) (2 +(5) (5

Bxivy )
1+ kv
X T
+(7'1>( Br1v1 )+ Braivy
Tmaz (1 + H’Ul)yl
+ orys

Trmaz (1 + K1)

maw

( 52/1

Y1 )Ue "y

Txr1

Brivy ge 2y,
(1+ k1) vy

xmaz

+

‘/Z:m(lll

( s 591) ( Y1 ) ge %y,
a(] - -
Z1 Tmax U1

s N >( Bxivy )Ueghyl
T Tmax (1 + "ivl)yl U1

+

. [ Brziv 5ry1] ge= 2y,
xmam 1+ Hvl Tmax U1 .
be () — Bxioe~ "
i )__(1+/<w )2
1
bo(h) = _M S + == 1 + rr1 + L Bu1 .
(1+kv1)2 \Z1 %1 ZTmaz Tmaz 1+kV1

Primero observemos que Rg(h) > 1 se satisface cuando
h € [0, hmaz) con hpq, dada por (20).
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+ (b1 (R)A + bo(h))e M =0,

Cuando h =

convierte en

N+ a2(0)A? + (a1(0) + b1(0))A + ag(0) + bo(0) = 0.
(22)

Por el criterio de Routh-Hurwitz todas las raices del
polinomio (22) tienen parte real negativa si

0, el cuasipolinomio caracteristico (21) se

CLQ(O) > O, (23)
ap (O) + bo (O) > 0, (24)
a2(0)(a1(0) + b1(0)) — (ao(0) + bo(0)) > 0. (25)

Calculos directos pero tediosos muestran que (23) se satis-
face para cualesquiera valores de los parametros positivos.
Por otro lado, si (18) se satisface entonces las desigual-
dades (24) y (25) se satisfacen.

Se sigue que si h = 0 y (18) se satisface entonces el
polinomio (22) es Hurwitz estable.

Para 0 < h < hpqe supongamos que A = iw, w > 0 es
una raiz de (21). La siguiente ecuacién debe ser satisfecha
para w

— w3 — ag(h)w? + a1 (h)wi + ag(h)

+ (b1 (h)wi + by (h))(cos(wh) — isin(wh) =0
Separando la parte real y la parte imaginaria de la ecuacion
anterior obtenemos

ao(h) — az(h)w? = —bo(h)cos(wh) — by (h)wsen(wh) (26)
ai(h)w — w® = —by (h)wcos(wh) + by (h)sen(wh).
Elevando al cuadrado ambas ecuaciones de (26) y

sumandolos se obtiene
+ (a3(h) = 2a1(h))w* + (ai(h) — 2a0(h)as
i

( (h)
= bi(h))w? + (ag(h) — b3 (R)) = 0.

(27)

Sea

w? =2 A(h) = d2(h) — 2a1(h),

B(h) =ai(h) — 2a(h)az(h) — bi(h) C(h) = aj(h) — b3 (h).

Entonces tenemos que
G(z) = 2° + A(h)z* + B(h)z + C(h) = (28)

Por célculos directos, es ficil verificar que A(h) > 0,
B(h) > 0. Por otro lado,

ao(h) + bo(h)

s ) r or ge—eh
) )]
T X1 Tmaz Tmazx U1
Bxioe~ el (s rT, Y1 >
o | — KU1
(1 + ’ivl) 1 Tmax Tmax
Byroe=eh

((a—u)ﬂb—r(l—w)),
Tmax

(14 Kkvyp)?
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(Lo(h — b()(h)

)
(22) ()] 2
T T Tmax U1
A Bxivy oe” "y,
1 Tmaz (]- + /Wl)?h U1

Brzivy

ryy } ge %y,
Tmazx V1

—oh
+5$1U€ (N_r<1_371+y1>+7"($1+yl)>.

Tmax Tmax

Si (18) se satisface entonces

C(h) = (ao(h) +bo(h))(ao(h) —bo(h)) = ag(h) = b5 (h) > 0.

Ahora como A(h),B(h),C(h) > 0y z = w? > 0
entonces G(z) > 0 para cualquier z > 0 lo que contradice
(28). Esto muestra que el cuasipolinomio (21) no tiene
raices imaginarias puras cuando h € (0, hmas) v (18) se
satisfacen. Del hecho que (21) es estable para h = 0 y la
continuidad de las raices con respecto al retardo implican
que (21) tiene todas sus rafces con parte real negativa
cuando h € [0, hpqz) ¥ (18) se satisface. m

El estimado de la regién de atraccion U, en el Teorema 1,
depende de la constante ¢ obtenida de la condicién de no
linealidad (2). Para poder exhibir ¢ es necesario conocer
una expresiéon explicita de la funcién f(u,v) del sistema
(1).

Asi, con el objetivo de construir estimados de la regién
de atraccién para el modelo de infeccién viral (14) con la
teorfa propuesta en Melchor-Aguilar & Niculescu (2007)

consideraremos una aproximacién de orden 2 para la
funcién F(u(t)) en (16), es decir,

Flu(t) ~ f(u(t) = (i(u(®). L(u().0)  (29)
donde
fa(u(®) =~ ud(t) ~ ——u(1ua(t)
- T () + i),
Falult) = = (t)ualt) = (1)
e Ouslt) = ()

y por lo tanto consideramos el siguiente sistema no lineal
aproximado al sistema (16):

W(t) = Au(t) + Bu(t — h) + f(u(t)),
con Ay B dados en (16).

De (29) se tiene que fi(u(t)) y f2(u(t)) pueden escribirse
como

(30)

Fu(u(t)) = 0 (O)Qru(t)

1 T
fa(u(®) = u” (O)Quu(t)
donde
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2r T 153

Tmaz Tmax (1 + HUI)Q
n
= — 0 0
Ql Tonax )
B 2Kz,
(14 Kkvp)? (1+ kvyp)3
— P
Tmaz (14 Kkv1)?
r 2r
= - - 0
Q2 Tmax Tmazx
[gn 2kBx,
(14 Kkvp)? (14 k)3

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se obtiene
1
| fiu®) [< 5 11 Qu I u() I,
1
| f2(u®) 1< 5 11 Qa (Il u(®) |-

Lo que implica que
| F(u(t)) 1P = FR(u(e)) + F3 )
< 3 1QUIPTu) I+ 1@ 121 w(e) I

Entonces || f(u(t)) [|< YALEEICE 04y 112, Por tanto,
€

para cualquier v > 0 existe

2y
1) = 0,
D= TEaTer

tal que [[f(u(@®)[| <~llu@] st [lu@)] <.

(31)

Asi, el sistema no lineal (30) satisface las condiciones
para aplicar el Teorema 1 en Melchor-Aguilar & Niculescu
(2007) y por tanto se tiene el siguiente resultado que
determina un estimado de la regién de atraccion:

Proposicién 2. Sea yu—r (1 - %erl) >0y h €0, maz)-
Para

. )\min(WO) Amin(Wl) )\min(W2)}
0
<”<mm{u0<2+ IBIR) wot [ BIR) B[ u S’
(32)
con ¢ definida por (31), el conjunto
3 0[1(;2 )
U={pec(-noE):ve) < 2y o<y
(33)

es un estimado de la regién de atracciéon para la soluciéon
trivial de (30). Aqui a1, ug son definidos en el teorema (1).

Corolario 2. Sea u —r (1 - %) >0y h €0, hnaz)-

Para cualquier solucién u(t, @) de (30) tal que ¢ € U, el
siguiente estimado exponencial se mantiene:

(&) _B
| ut, @) < ,/071 | @ llne ", t>0,

ﬁ = min{)\min(WO) - 2’yU0(2+ H B || h),
/\min(WQ)_ H B H Uo”Y H}
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(34)
donde



Fig. 1. Componentes de la matriz U(7).

El conjunto U involucra la funcional de Lyapunov-
Krasovskii v(¢) lo cual dificulta su construccién. Siguiendo
Melchor-Aguilar & Niculescu (2007) es posible obtener un
estimado de la regién de atracciéon mas conservador pero
més sencillo de construir. Asi, se tiene el siguiente estimado
de la region de atraccién

v={pecl-na ) e lhe [ 25 cu @)

5. EJEMPLO NUMERICO

Considere el sistema (14) con el siguiente conjunto de
parametros r = 0.025,s = 5, = 0.02, « = 0.0302, 00 =
1200,5 = 0.0027,0 0.302,v = 2.1,k = 0.001,6 =
0.02, o = 0.0302. Para estos valores obtenemos el equlibrio
Eq(x1,y1,v1) con xq 123.5120, y; = 313.8681, vy
33.3717. Para estos valores la desigualdad (18) se satisface
y de (20) se obtiene Apq, = 61.1822.

Seleccionemos h = 10. Entonces por la Proposicién 1 el
sistema (19) es exponencialmente estable.

Sea Wy = I, W, = 0.751, y Wy = 0.51. Usando el
método semianalitico en Kharitonov (2012), obtenemos la
matriz U(7) véase Figura 1. Se obtiene que ug = 94.5651,
a1 < 0.2215 y ap > 3.3628 x 103. Escojamos a1 = 0.2214
y oo = 3.3628 x 103.

De (32) se obtiene que 0 < v < 0.0025. Seleccionamos
~ = 0.0024. Entonces (31) implica § = 1.2308. Por lo tanto,
estimado de la regién de atraccién para la solucién trivial
de (30)

U = {p € C(]-10,0],R?) : v(y) < 0.0838, || © ||10< 0.6154}.

y
V = {p € C([-10,0],R®) :|| ¢ |[10< 0.005}.

De (34) obtenemos la siguiente cota exponencial para
cualquier solucién empezando en el conjunto U.

| u(t, @) ||< 123.2428 || @ |10 e 64341X107%0 ¢ >
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6. CONCLUSIONES

En este articulo abordamos el problema de construir esti-
mados de la region de atraccién de un modelo de infeccién
viral con transmision mitética y tasa de cura con retardo.
Se obtienen condiciones suficientes de estabilidad depen-
dientes del retardo para el modelo linealizado. Con este
resultado se construyen estimados de la regién de atraccion
utilizando resultados existentes basados en funcionales de
Lyapunov-Krasovskii y matrices de Lyapunov.
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