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Resumen

De acuerdo con la teoria de nudos, las trayectorias tridimensionales de un sistema dinamico se
pueden analizar y clasificar mediante su estructura topoldgica. Existen ecuaciones paramétricas
que generan trayectorias anudadas, dichas ecuaciones son muy parecidas a las utilizadas en
robética. En el presente trabajo se modifica la cinemética directa del péndulo robot y del robot
RR de acuerdo con las ecuaciones de los nudos téricos, dichas modificaciones se realizan para
que el extremo final del robot genere trayectorias anudadas especificas.

Keywords:

Teoria de nudos, Invariante topoldégico, Nudos, Sistemas dindmicos, Sintesis de cinematica

directa.

1. INTRODUCCION

La cinematica directa de un robot proporciona la infor-
macién necesaria para comprender y disenar el despla-
zamiento de un robot, asi también permite conocer el
comportamiento de la trayectoria del extremo final del
robot, el cual se utiliza para realizar un trabajo especifico.
Hay robots que hacen tareas cuyas trayectorias implican
un alto grado de complejidad desde diversos puntos de
vista de la robdtica y la practica. Por ejemplo, robots que
realizan cirugias y suturas médicas, robots industriales
que realizan costuras con soldaduras, etc [Kang (2002),
Ohnishi (2005), Mayer (2006), Yue (2007), Chow (2013),
Watanabe (2014), Gao (2014), Lu (2016), Osa (2017),
Wakamatsu (2004), Takamatsu (2006), He (2013), Kudoh
(2015), Wang (2016)].

Desde el punto de vista de topologia clasica, un nudo es
una trayectoria tridimensional cerrada con cruces el cual
no existe intersecciones entre si. La teoria de nudos analiza,
entre otras cosas, trayectorias tridimensionales para iden-
tificar si dicha trayectoria es anudada, asi como también,
si estas trayectorias son topologicamente idénticas. Uno de
los pioneros en usar conceptos topoldgicos en robdtica ha
sido R. Ghrist [Ghrist (2010)], donde trabaja con teorfa de
trenzas para el andlisis de los movimientos del robot .

En este trabajo se modifica la cinematica directa del
péndulo robot y del robot RR con la ayuda de la matriz
de rotacion y de ecuaciones paramétricas que se aplican en
teoria de nudos, dichas ecuaciones paramétricas son muy
similares a las usadas en robdtica. En las modificaciones
no se toma en cuenta la estructura o diseno fisico del robot
que tendra al ser modificada su cineméatica directa.

El objetivo de este trabajo es proponer una forma de mo-
dificar la cinemética directa utilizando trayectorias anu-
dadas y teoria de nudos para disenar robots con trayec-
torias anudadas especificas para procesos con trayectorias

San Luis Potosi, San Luis Potosi, México, 10-12 de Octubre de 2018 279

complejas, y como trabajo futuro queda el rediseno de la
estructura fisica del robot para satisfacer dichas modifi-
caciones; en la cual ya se esta trabajando. La diferencia
de este trabajo con [Rivas (2017)] es que en el trabajo
anterior se analizé si la cinemaética directa de dos robots
conocidos generaban trayectorias anudadas sin modificar
su cinematica directa.

El presente articulo se organiza como sigue: en la seccién 2
se da una introduccion a la teoria de nudos. En la seccién 3,
se muestra la ecuacion de la cinematica directa del péndulo
robot y del robot RR, asi como las graficas de dichas
ecuaciones. En la seccién 4, se muestran los resultados
obtenidos al modificar la cinematica directa de los robots.
Por 1dltimo, se dan las conclusiones en la seccién 5.

2. TEORIA DE NUDOS
2.1 Conceptos fundamentales

La teoria de nudos es la rama de la topologia que estudia,
entre otras cosas, trayectorias cerradas en R®. Un nudo
< K > es un embebimiento f : S' — R3 que no presenta
intersecciones en su trayectoria cerrada [Cromwell (2004),
Adams (1994) ]. Por definicién los nudos viven en R3, sin
embargo para analizar los nudos y realizar operaciones en
ellos se utilizan imgenes en R%. A esta imagen del nudo
en R? se le llama proyeccion del nudo [Cromwell (2004),
Adams (1994) ], esta proyeccién se representa como:

K:R>— R?,
K(z,y,2) = K(z,y,0).
La proyeccién de un nudo consiste de vértices V(K) y
aristas E(K) [Kauffman (1991)]. En la figura 1 se presenta
la proyeccién del nudo trébol con sus aristas E(G) =
{a,b,c,d,e, f} y vértices V(G) = {1,2,3}. Cada vértice
de la figura 1 se le conoce como un punto de cruce en
la proyeccién del nudo en R2, el cual en la proyeccién se
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intersecan pero no se intersecan en R3, ya que en R3 se
tiene las mismas coordenadas en x y y pero la coordenada
en z es diferente [Adams (1994)].

Figura 1. Proyeccién del nudo trébol con aristas E(K)
{a,b,e,d,e, f} y vértices V(K) = {1,2,3}. El nudo
trébol posee 3 puntos de cruce.

Los nudos se catalogan de acuerdo al minimo ntmero de
cruces que tienen en su proyeccion, el catalogo de nudos
esta acomodado por el nimero de cruces que tiene el
nudo y un subindice que diferencia a los nudos con el
mismo numero de cruces [Adams (1994)]. En la figura
2 se muestran los nudos 3; (nudo trébol), 41, 51 y 71. Al
nudo con cero cruces y que es topolégicamente al circulo
se le conoce como nudo trivial.

08Oy

Figura 2. Nudos hasta con 7 puntos de cruce.

Uno de los problemas fundamentales en teoria de nudos
es saber si dos nudos que se visualizan diferentes son
equivalentes. Gracias a este problema se desarrolld el
primer invariante polinomial; el polinomio de un nudo es
un invariante que es el mismo para nudos equivalentes
[Cromwell (2004), Adams (1994) |. El primer invariante
que se desarrollé fue el polinomio de Alexander; a partir
de este polinomio se desarrollaron una variedad de nuevos
invariantes polinomiales tales como: el polinomio de Jones,
el corchete de Kauffman, HOMFLY, entre otros [Cromwell
(2004), Adams (1994) ]. En el presente trabajo se usa
el polinomio de HOMFLY para el calculo de los nudos,
en [Kauffman (1991), Adams (1994)] se explica como se
calcula el polinomio de HOMFLY de un nudo. En el cuadro
1 se muestra el polinomio de HOMFLY de algunos nudos,
los cuales se obtuvieron usando el programa KnotPlot !
[Scharein (1991)].

2.2 FEcuacion paramétrica de nudos toricos

Desde el punto de vista de sistemas dinamicos, un nudo
se puede definir como una curva cerrada simple generada

I Programa creado por Robert G. Scharein para visualizar y crear
nudos en 3 dimensiones; y calcular varios tipos de polinomios, entre

ellos el de HOMFLY.
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Cuadro 1. Polinomio de HOMFLY del nudo 0y,

31,41, 51y 5.
Nudo Polinomio de HOMFLY
01 (nudo trivial) | 1
31 —174 2072 + m212
4 172 -1-12+m?
51 2076 43174 —m21=6 —4m?l~* + mA 4
59 17614 — 172 —m2~* 4+ m?22

por una trayectoria tridimensional. Los nudos pueden ser
generados por una ecuacion diferencial ordinaria de tercer-
orden, por el conjunto de tres ecuaciones matemaéticas que
representen a un sistema o por tres series de tiempo de un
sistema [Ghrist (2011)]. Topolégicamente, la trayectoria
anudada se puede representar como una solucién global a
las ecuaciones matematicas del sistema [Ghrist (2011)].

Los nudos mejor estudiados en teoria de nudos son los
nudos téricos y se llaman asi porque se construyen sobre
una superficie llamada toroide. Sean p y ¢ un par de
enteros entre si. En el toro existen dos circunferencias: el
meridiano y el longitudinal. Un nudo térico de tipo (p,q)
la trayectoria da ¢ vueltas alrededor del meridiano y p
vueltas alrededor de la longitud. La ecuacién de los nudos
téricos (p, q) estd dada por la multiplicaién de la matriz
de rotacién por la del circulo [Cromwell (2004)] :

cos(¢p) —sen(o) 0 0
K = [ sen(¢) cos(¢) 0| | R+ rcos(9) 1 (1)
0 0 1 rsen(6)

la ecuacion paramétrica generada es:
X = —sen(q)(R + rcos(p)),

Y = cos(q)(R + rcos(p)),
Z = rsen(p),

(2)

Donde los pardmetros R y r controlan la geometria del
toro: r es el radio del tubo del toro y R es el radio del
agujero del toro. El dngulo ¢ esta dado por ¢ y el angulo 6
esta dado por p. En la figura 3(a) y 3(b) se representa un
nudo del tipo (p, q) donde (p, q) = (3,2), el cual representa
al nudo trébol.

3. CINEMATICA DIRECTA DE UN ROBOT

El andlisis de la cinemaética en robdtica ayuda a com-
prender y disenar el desplazamiento de trayectorias del
robot. La cinemdtica directa es el estudio analitico del
movimiento del robot que relaciona las coordenadas ar-
ticulares ¢ € R™, donde n representa el niimero de grados
de libertad, con las coordenadas cartesianas [x,y, 2] € R?
asi como la orientacién del extremo final del robot [Reyes
(2011)]. También ayuda a conocer el comportamiento de
la trayectoria del extremo final del robot.

3.1 Cinemdtica directa del péndulo robot

El diagrama del péndulo robot se representa como se
muestra en la figura 4. La ecuacién (3) representa la ya
conocida cinemética directa del péndulo robot.

X =l1lcos(ql), (3)
Y = llsen(ql).
La representacién geométrica que genera la ecuacién (3)

es un circulo como se muestra en la figura 5.
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Figura 3. Representacién de un nudo trébol. a) Nudo en
R3. b) Proyeccién del nudo en R2.

Figura 4. Diagrama representativo del pédulo robot .

= 1] 5

X

Figura 5. Representacién grifica de la ecuacién (3).

3.2 Cinemdtica directa del robot RR

El diagrama del robot RR se representa como se muestra
en la figura 4. La ecuacién (4) representa la ya conocida
cinemética directa del robot RR.

X =1lcos(ql) 4 12cos(ql + q2), 4
Y =llsen(ql) + 2sen(ql + ¢2). (4)
La representacién geométrica que genera la ecuacién (4)
se muestran en las figuras 7 y 8; y va depender de los

parmetros ¢l, ¢2, (1 y [2.
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Figura 6. Diagrama representativo del robot RR .

o 1 2 3 4
X

Figura 8. Representacién gréfica de la ecuacién (4).
4. RESULTADOS

A continuacidn, la ecuacién paramétrica (5) presenta la ci-
nematica directa modificada del péndulo robot de acuerdo
a la ecuacion de los nudos toricos.
X = —sen(q)(R + l1cos(ql)),
Y = cos(q)(R + l1cos(ql)),
Z = R+ l1sen(ql),

(5)

Como se observa en la ecuacién (5), a la cinemdtica directa
del péndulo robot se le agrega la matriz de rotacién la cual
es muy usada en robdtica y a parte el pardmetro R de los
nudos toricos, que en este caso desde el punto de vista de
robética el pardmetro R va siendo un movimiento lineal o
prismético. Como se puede observar la ecuacién (5) es casi
idéntica a la ecuacién de los nudos téricos.

En la figura 9(a) y 9(b) se presenta el nudo 3;, el cual
se genera con la ecuacién (5), donde los pardmetros son:
q=2m,ql =371, R=4yll =2.Enlafigura 10(a) y 10(b)
se presenta el nudo 51, el cual se genera con la ecuacién
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(5), donde los pardmetros son: ¢ = 2w, gl =51, R=4y
1=2.

Figura 9. Representacién del nudo 3; de la ecuacién (5).
a) Nudo en R3. b) Proyeccién del nudo en R2.

Figura 10. Representacion del nudo 5; de la ecuacién (5).
a) Nudo en R®. b) Proyeccién del nudo en R?.

A continuacién, la ecuacién paramétrica (6) presenta la
cinemaética directa modificada del robot RR de acuerdo a
la ecuacion de los nudos téricos.

X = —sen(q)(R + l1cos(ql) + 12cos(ql + ¢2)),
Y = cos(q)(R + l1lcos(ql) + [2cos(ql + ¢2)), (6)
Z = R+ l1sen(ql) + 12sen(ql + ¢2),

En la figura 11(a) y 11(b) se presenta el nudo 31, el cual

se genera con la ecuacién (6), donde los pardmetros son:
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q=2m,ql =27, g2 =7, R=511 =1y12 = 2.
En la figura 12(a) y 12(b) se presenta el nudo 51, el cual
se genera con la ecuacién (6), donde los pardmetros son:
q=2m,ql =27,¢2=3n, R=5,l11=1y12=2.
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Figura 11. Representacién del nudo 3; de la ecuacién (6).
a) Nudo en R3. b) Proyeccién del nudo en R?.

8
6
M
4
2
10
10
¢ 0

v 10 10 X

(a)
-5 o B
X

(b)

A b o0 M =2 e @

o 10

Figura 12. Representacién del nudo 3; de la ecuacién (6).
a) Nudo en R®. b) Proyeccién del nudo en R2.

Las ecuaciones (5) y (6) son diferentes pero con la modi-
ficacién realizada las dos ecuaciones generan los mismos
nudos que la ecuacién (2). La ecuacién (5) cambiando las
variables de los dngulos es del tipo (p,q) = (¢q1,q) por lo
que a nivel topoldgico y con los resultados obtenidos la
ecuacién (5) y (2) son equivalentes. Para la ecuacién (6)

y con respecto con resultados obtenidos se puede inferir
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que ((ql + ¢2),q1,q) = (p,q), para la cual existe una
restriccién, la cual es que ¢ = gl = nm donde n = 2
y que g2 = mm donde m es impar. Por ejemplo para
que la ecuacién (6) genere el nudo 3; se tiene que ((2 +
1),2,2) = (3,2,2) donde (¢l + ¢2) debe ser igual a p
de la ecuacién (2), de acuerdo al resultado obtenido la
ecuacion (6) y (2) son topolégicamente equivalentes ya que
(3,2,2) = (3,2).

5. CONCLUSIONES

La modificacién de la cinemaética directa a partir de las
ecuaciones de los nudos téricos, generaron las mismas tra-
yectorias anudadas que las ecuaciones paramétricas de los
nudos del tipo (p, ¢). De acuerdo a los resultados obtenidos,
a partir de la modificacién de la cinematica directa reali-
zada en el trabajo se podria redisenar la estructura fisica
del robots para que el extremo final ejecute trayectorias
anudadas especificas de acuerdo al trabajo a ejecutar,
asi como también catalogar topolégicamente a los robots
de acuerdo a su trayectoria anudada generada, tal como
se menciond en el trabajo [Rivas (2017)].
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