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Resumen

Este articulo aborda el problema del Control Adaptable Basado en Modelo de Referencia
(MRAC, por sus siglas en inglés), afiadiendo una ley de adaptacién de orden fraccionario,
derivada del mecanismo de ajuste conocido como regla MIT, aplicado experimentalmente en un
sistema hidraulico. Con una adecuada eleccion del modelo de referencia, realizamos una serie
de experimentos que nos permite hacer una comparacién entre las diferentes elecciones de la
ganancia de adaptacion y el orden de integracién, involucrado en el mecanismo de ajuste. Con
ello se llegd a algunas conclusiones interesantes acerca de las ventajas de implementar una ley de
adaptacion de orden fraccionario. Los resultados obtenidos también nos permiten concluir acerca
de la eleccién conjunta del orden de integracion y la ganancia de adaptacién, y las implicaciones

de incrementar o disminuir esta ultima.
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1. INTRODUCCION

Los primeros estudios de célculo de orden fraccionario se
remontan a 1695, en la carta que Leibniz a L’Hopital
conjeturando la existencia de la derivada de orden o =
1/2. Entre las aplicaciones encontradas existen algunos
sistemas fisicos que, por sus caracteristicas dindmicas,
son mejor representados y/o controlados mediante el en-
foque del célculo fraccionario, como osciladores cadticos
(Xin and Jue-Bang, 2005), mecénica de fluidos (Kulish
and Lage, 2002), fenémenos viscoelasticos en materiales
biolégicos (Makris and Constantinou, 1991), coordinacién
de multiples robots (Goodwine, 2014). Ademds, dentro de
la teoria de control, el uso del célculo fraccionario, permite
el tratamiento de senales, la estimacién de parametros y
diseno de filtros (Vinagre and Monje, 2009).

Por otra parte, partir de la década de los 50’s surge
el control adaptable como una solucién a los problemas
propios del control. La motivacién es controlar sistemas
con parametros desconocidos en su modelo matemaético, y
es en este marco donde un controlador adaptable busca
modificar sus propios parametros de acuerdo con los cam-
bios en la dinamica del proceso y el caracter de las pertur-
baciones (Astrom and Wittenmark, 2013). Sin embargo,
una de las limitaciones del controlador adaptable es que
si bien la salida deseada del sistema puede converger a un
valor deseado, ello no siempre implica que los parametros
obtenidos sean los valores reales del sistema.

Una solucién a los problemas de seguimiento y estabili-
zacién suele ser un control adaptable basado en modelo
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de referencia (MRAC, por sus siglas en inglés), el cual,
en el caso lineal, presenta la ventaja de soportar cambios
paramétricos lentos con respecto a la planta. En general, se
sabe que el uso de MRAC clésico no garantiza convergencia
de los parametros desconocidos a los parametros reales,
sobre todo si no se cumple con la condicién de excitacion
persistente.

Algunos trabajos recientes (Ladaci and Charef, 2006; Vi-
nagre et al., 2002) muestran que al emplear una integral de
orden fraccionario en la ley de adaptacion se puede mante-
ner la estabilidad en lazo cerrado y una alta capacidad de
adaptacion, ain en presencia de perturbaciones, asi como
contar con un mayor numero de parametros de diseno.
Esta mejora del desempeno radica principalmente en las
propiedades de no localidad y memoria de los operadores
fraccionarios. En (Ladaci and Charef, 2006) son muy claras
las ventajas que ofrece la inclusién de una derivada de
orden fraccionario en la ley de adaptacién del MRAC
gracias a que, la derivada fraccionaria, es un proceso largo
de memoria. Un trabajo més reciente (Navarro-Guerrero
and Tang, 2015), presenta el andlisis de estabilidad y
convergencia de un sistema adaptable basado en modelo de
referencia de orden fraccionario, con adaptacién de orden
fraccionario. En él, destacan la ventaja que tiene una ley
de adaptacion de orden fraccionario en la velocidad de con-
vergencia del error de seguimiento a cero y la importancia
de la ganancia de adaptacién, asi como el diseno del control
para el suministro de anestesia en pacientes.

La principal contribucion de este trabajo es la aplicacién
del control adaptable basado en modelo de referencia con
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una ley de adaptacién de orden fraccionario en un sistema
hidraulico con una sola entrada de control. El objetivo de
control es estabilizar el nivel de agua de un tanque y(t),
mediante la seleccién de un modelo de referencia que defina
el valor de ajuste y,,(t), asi como mostrar la mejora del
desempeno cuando se hace la adaptacion de los parametros
mediante una derivada de orden fraccionario.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: En
la seccién 2 se presentan los antecedentes mateméticos
relacionados a la teoria del cédlculo fraccionario y los
sistemas de orden fraccionario. En la seccién 3 hacemos
una breve descripcién del problema, abordando el sistema
a controlar, asi como el problema del control adaptable
basado en modelo de referencia y la inclusién de una
derivada de orden fraccionario en la ley de adaptacion.
En la seccién 4 mostramos el diseno del controlador
y el andlisis de estabilidad del sistema. En la seccién
5 se presentan los resultados y la discusién sobre los
mismos. Finalmente, en la seccién 6 presentamos algunas
conclusiones a destacar.

2. ANTECENDENTES MATEMATICOS

El célculo fraccionario busca extender las definiciones de
los operadores derivada e integral a los casos en que el or-
den de derivacién o integracién no es entero, sino cualquier
nimero real o complejo, y existen distintas definiciones
para las derivadas e integrales de orden fraccionario. Todas
ellas son generalizaciones de las definiciones habituales de
los operadores derivada e integral, que las incluyen como
un caso particular. En primer lugar, definimos la integral
de orden fraccionario de Riemann-Liouville:

Definicién: Sea f € Li(a,t)(—o0 < a < t < 0).
La integral fraccionaria de Riemann - Liouville de orden
o € C(R(x) > 0) de f se define por

S0 = s | et )

para &, a € R, o« > 0.

A partir de (1) se define la integral fraccionaria de
Riemann-Liouville:

Definicién: Sea f € Li(a,t)(—00 < @ < t < o). La
derivada fraccionaria de Riemann - Liouville de orden
x € C(R(xx) > 0) de f se define por

DEF) = o

1 ar
M , i )

para &, ¢ € R, « >0, (n—1 < a < n), aytson los
limites del operador.

Por su parte, una definicién alternativa a la derivada de
orden fraccionario la presenta la derivada fraccionaria de
Caputo:

)>0)y f e AC™[a,t](—o0
+ 1. La derivada fmcczonama
se define por

a<t<oo),conn=[R

Definicién: Sea o € C(R(«x
(a)]
de Caputo de orden « de f s

o L[
DO = 55— |, e

paran —1 < x < n.
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dr , (3)

Ambos operadores suelen dar resultados distintos, aunque
sus resultados coinciden bajo la condicién de condiciones
iniciales nulas para t < 0. En el &mbito de control es prefe-
rida la definicién de Caputo sobre la de Riemann-Liouville,
va que las condiciones iniciales pueden ser empleadas en
forma similar al caso entero, mientras que en la definicién
de Riemann-Liouville esto no ocurre.

2.1 Sistemas de orden fraccionario
Un sistema lineal invariante en el tiempo general de orden

fraccionario puede ser descrito por una ecuacién diferencial
fraccionaria (FDE) (Patil et al., 2014) de la forma:

an D% y(t) + an_1 D% 1y(t) + - + agD*y(t) =
b DPmu(t) 4 b1 DPm=2u(t) + - - - 4+ by DPou(t) , (4)
donde ag, (k= 0,...,n), by, (k = 0,...,m) son cons-

tantes, y o, (K = 0,...,n), Bk, (kK = 0,...,m) son
reales arbitrarios o ntimeros racionales, los cuales pueden
ser elegidos tal que o, > o1 > -+ > &g, ¥ Bm >
Bm—1 > -+ > Bo. Aplicando la transformada de Laplace,
la ecuacién diferencial fraccionaria dada en la ecuacién (4)
es representada en la forma

G( ) bmsﬁm+...+b1$51+bosﬁo Q(SBI«)

s) = = .
Aps%n 4 -+ a18% + ags*  P(s%k)

Si el sistema es conmensurado, esto es, que «o; =

k(1/v), B; = p(1/v), k,p,m,n,v € Z,, se puede expresar
en la forma equivalente

anSm/U + -+ blsl/v + bO
ans™V 4+ - 4+ a1s1/Y 4+ ag
Todos los sistemas de orden fraccionario conmensurado
pueden ser expresados como la ecuacién (5), donde el
dominio de H(s) es una superficie de Riemann con v las
hojas de Riemann.

G(s) =

, parav>1. (5)

3. DESCRIPCION DEL PROBLEMA
3.1 Sistema hidrdulico

El sistema que se quiere controlar es un sistema de tan-
ques acoplados Quanser® como el que se muestra en la
figura 1 (Quanser Two-Tank Experiment), empleado como
sistema de prueba para diferentes tipos de estrategias de
control (Olivar-Dominguez et al., 2015). Cuenta con dos
tanques de dimensiones iguales instrumentados con senso-
res de nivel, una bomba controlada que entrega un caudal
proporcional al voltaje de entrada. Cuando la bomba es
accionada, extrae el agua de un recipiente y lo transporta
al tanque 1 a través de una de las mangueras. Luego, el
agua sale del tanque 1 por un orificio al fondo del mismo
tanque, y cae dentro del tanque 2. Por tltimo, el agua sale
del tanque 2 a través de un orificio y cae sobre el recipiente
que la contiene (Quanser Inc, 2012).

En la figura 1.b, el nivel de agua estd representado por
y(t) v el flujo de entrada por wu(t).

El modelo del sistema, considerando tinicamente el nivel
del tanque superior, estd dado por

) — G 1
y(t) = A 2gy(t) + Alu(t) : (6)
donde A; = 15,5179 x 10~*[m?], a; = 17,814 x 10~%[m?]
y g =9,81[m/s?].
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Figura 1. a) Sistema de tanques acoplados Quanser®).
b) Diagrama del sistema de tanques acoplados

Quanser®.

El sistema linealizado es

- arg
y(t) = ————=— (7)
Al ZQY;q
donde § = y(t) — Y4 es la salida del sistema trasladado
alrededor del punto de operacién, @(t) = u(t) — Ueq, con
Yeq v Ueq €l punto de operacion deseado para el sistema.

mw+iﬁw,

3.2 Control adaptable

En el control adaptable basado en modelo de referencia el
comportamiento deseado es determinado por el modelo de
referencia seleccionado. El ajuste de parametros se logra
mediante el error entre la salida de la planta y la salida
del modelo de referencia, mostrado en la figura 2.

Modelo de
Referencia

¥m
1

Adaptacién

comrel _,’_.

Figura 2. Diagrama de bloques de un sistema adaptable
basado en modelo de referencia.

Consideremos un sistema en lazo cerrado, como el de
la figura 2, con un pardmetro ajustable 0. Un modelo
de referencia con salida y,,, que determina la salida del
sistema en lazo cerrado y. Y sea e el error entre la salida
del sistema en lazo cerrado y, y la salida del modelo de
referencia y,,,. Una forma de ajustar el pardmetro 0 es
minimizando la funcién costo

7(0) = %62 .

La ley de adaptacion del pardmetro en sentido negativo
del gradiente de J es
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o  aJ  _ de

at ~ Yoo~ Va0 ®)
La expresion (8) es conocida como la regla MIT, por haber
sido desarrollada en el Laboratorio de instrumentacién en
el Instituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT) (Astrom
and Wittenmark, 2013). Si asumimos que el cambio del
parametro 0 es mucho mas lento que el cambio de las
demas variables del sistema en lazo cerrado, la derivada de
sensitividad del sistema g—g puede ser evaluada asumiendo
que 0 es constante.

Considere el sistema adaptable descrito por las siguientes
ecuaciones:

Yy :kG(p)ua Ym = kOGm(p)uca
u=0u,, e=Y —Yn , 9)
donde y es la salida del sistema, ¥.,, es la salida del modelo
de referencia, u es el control, u, es la senal de entrada
de referencia, e es el error y con 6 = k—k" (Astr'drn and
Wittenmark, 2013). El pardmetro desconocido a adaptar
es la ganancia proporcional del sistema, k.

De la expresién (8) obtenemos

do

dt
y decimos que la tasa de cambio del pardmetro 6 solo
depende de la ganancia de adaptacion vy.

—YYme€ , (10)

El siguiente sistema adaptable es el caso de un sistema
de primer orden y considerando la adaptacién de dos
parametros desconocidos a y b.

y=—ay+bu, Ym=—amYm +bnuc,
U:61Uc762y;e:y7yM7 (11)

Am—a

donde 0; = 2=, 0y = %=

La regla MIT para este sistema adaptable resulta

A0, i

arx Y P+ an Ue | €,

d%0q am

— v(p+amy)e, (12)

donde p = £ (Astrém and Wittenmark, 2013).

3.3 Control adaptable con integracion de orden fraccionario

Tomando en cuenta las propiedades del operador dife-
rencial (Petrds, 2011) es posible lograr que la tasa de
cambio del pardmetro 0 dependa, no solo de la ganancia de
adaptacién y, también del orden de derivacién o (Ladaci
and Charef, 2003). Con ello, la regla MIT resulta

d*e

e (13)

= —YYme .
Considerando un sistema LTI de primer orden del tipo

G(s) = Sj’_ﬂ, y el esquema de control (9) con la ley de

adaptacién (13). Ademds, suponga u. = u® y Ym = v,
constantes (Petrds, 2011). La ecuacién diferencial que
representa al sistema adaptable es

yUT +a y* +ybyduly = ybul(yo,)? . (14)

Y la ecuacion caracteristica, que determina su estabilidad,
es

s+ 4 g g() + ybypug =0 (15)
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La expresion (15) es una funcién multivaluada de variable
compleja s, y su dominio se puede asumir como una
superficie de Riemann con un ntmero de hojas finito
(Vinagre and Monje, 2009). Si o« = %, las v hojas de
Riemann son las regiones del plano dadas por

s=|sle!; (2k+1m<¢p<(2k+3)m,  (16)
conk=-1,0,---,(v—2). Si k = —1, estaremos hablando
de la hoja principal de Riemann. Ademads, sabemos que la
condicién de estabilidad, si estamos en el plano complejo
s, es |¢i| > T
Bajo el cambio de variable w = sv
teristico es

, el polinomio carac-

w4 o w® 4 ybylul =0 (17)
Las hojas de Riemann son las regiones del plano w defini-
das por

a2k + 1)m < ¢y < a(2k+3)m  (18)
con k = —1,0,---,(v — 2). De esta forma, la condicién
de estabilidad en el plano complejo w estd dada por
|¢w| > «F. Por lo que se puede observar, que la regién
de estabilidad del sistema fraccionario sufre una transfor-
macion, y esta regién queda definida por el valor «.

w = |w|€j¢>w :

Las raices del polinomio que se encuentran en alguna
hoja secundaria de Riemann, tienen soluciones que siempre
son funciones monoténicamente decrecientes (tienden a
cero sin oscilaciones, cuando t — 00). Sélo las raices
que se encuentra en la hoja principal de Riemann (k
—1) resultardn con una dindmica que pueda afectar la
estabilidad del sistema, como podrian ser oscilaciones de
amplitud constante o crecimiento monétono (Vinagre and
Monje, 2009).

4. DISENO DEL CONTROLADOR DE ORDEN
FRACCIONARIO

Para el diseno del control MRAC, es fundamental el disenio
del modelo de referencia. Considere que, del sistema (6),
se quiere controlar solo el primer tanque. La funcién de
transferencia (tomada del sistema linealizado (7)) es

b a1 g 1
Gs)=—; a=——=; b=—. 19
() s+a “ A1\/2 g Yeq Ay (19)

Entonces, el valor de a depende de la condicién de equi-
librio deseada. Se elige como punto de operacién Y,
0,1[m], ya que esta altura respresenta un tercio de la altura
méaxima del sistema experimental. Con ello, el sistema es

y(t) = —0,0804 y(t) + 644,4171 u(t) .
Y, su representacion en funcién de transferencia es
644,4
=" 2
Gls) = 00804 (20)
Para el diseno del modelo de referencia G,,(s) = Tfj’rl, se

desea una respuesta al escaléon unitario, es decir u. = 1,
lenta y con valor final 4%, = 0,1 [m] (definida por el
punto de equilibrio deseado), con una constante de tiempo
T = 10 [s] y ganancia ky = 0,1. Con ello el modelo de
referencia se elige como:

Gn(s) =
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Ahora, en el esquema de control propuesto (9), considera-
mos los valores de 32, = 0,1 y u? = 1 del disefio del modelo
de referencia. Y, para la ley de adaptacién, consideramos
la derivada de orden fraccionario, como en (13). De (15)
la ecuacién caracteristica, que gobierna la estabilidad del
sistema en lazo cerrado, es

s 1 0,08045(%) + 64,444y =0 . (22)
Utilizando la teoria desarrollada en la seccién anterior,
y con o = %, obtuvimos un polinomio caracteristico
del sistema en lazo cerrado. El polinomio caracteristico
obtenido es

w3 40,0804 w + 64,44y =0 . (23)

Lugar geomatrico de las raices. o=1/2

Eje imaginario

Figura 3. LGR con « = % y la region de estabilidad
S

acotada por lineas rojas.

En la figura 3 se ilustra la trayectoria de los polos con
108 % Se puede observar que la expresién (23) sélo
depende del valor del parametro y. Debido a lo anterior, los
polos permanecen estables para cualquier valor de y > 0
(Vinagre and Monje, 2009).

5. RESULTADOS Y DISCUSION

El primer conjunto de experimentos se realizd, consideran-
do la adaptacién de un solo parametro, tomando el modelo
de referencia (21), de donde ko = 0,1 y con una condicién
inicial del pardmetro de adaptacién 0(0) =1 x 10~°.

N Y 0.1 0.01 0.001

0.25 0.00239 | 0.00181 | 0.00314
0.33 0.00206 | 0.00188 | 0.00313

0.5 0.00189 | 0.00209 | 0.00291
0.75 0.00217 | 0.00214 | 0.00299

1 0.00245 | 0.00261 | 0.00267

Cuadro 1. Tabla de los errores RMS por expe-
rimento

Para la solucién de las ecuaciones de orden fraccionario
se empled el paquete Fractional Variable Order Derivative
Simulink Toolkit (Sierociuk, 2014).

La figura 4 muestra el error RMS para cada experimento.
Se observa que el experimento con mejor desempeno se
present6 cuando & = % y v = 0,01. Ademss, los resultados
muestran que el sobrepaso aumenta con el incremento de
xXyy.
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Relacién entre el error RMS, &y ¥

m0l =001 = 0.001
Figura 4. Gréfica del error RMS por experimento. Cada cilindro
ilustra el RMSE del experimento correspondiente a los valores

de vy «.
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Figura 5. Resultados experimentales, salida del sistema y
senal de control.

En la figura 5 presentamos un gréfico comparativo de
la salida del sistema, para el mejor caso, con & = + y
v = 0,01, y el caso de orden entero, con y = 0,01 y & = 1.
La convergencia con la salida del modelo de referencia se
da en menor tiempo cuando & = i, presentando un error
RMSE = 18,095-10~%. Cuando o = 1 se da en un tiempo
mayor y con un error RMSE = 26,137 - 1074, Ademés, a
pesar de presentar un nivel de ruido mas alto, con & = %,
tenemos una senal de control con oscilaciones de menor
amplitud. En la figura 6 mostramos la salida del sistema

0.

L.

40 80 100 200

t[s]

120

Figura 6. Resultados experimentales, comportamiento de la salida
del sistema adaptable de un pardmetro cuando se cambia la
entrada uc

del mismo experimento sumando a la senal de referencia
un escalén de amplitud u. = 0,5[m] en ¢ = 100[s]. Al
cambiar la referencia, la respuesta del sistema con & = 1

presenta oscilaciones no deseadas. Mientras que, la salida
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del sistema cuando o = i converge rapidamente a la senal
de referencia sin oscilaciones. Adicionalmente, en la figura
7 se presenta el comportamiento del parametro adaptable
0, cuando y = 0,001. Mostrando oscilaciones de amplitud
mayor cuando incrementa  y, mostrando también, qué el
valor al que converge el parametro de adaptacién 6 cambia
cuando cambia la condiciéon de equilibrio.

g4 210 +=0.001

sl

a=13
—a=i2

=34
—a=1

B e S

100 160
tis]

20 120

Figura 7. Resultados experimentales, dindmica del

parametro ajustable 6.

Se ha mencionado que tanto y, como «, son de gran
importancia para el desempeno del control. El analisis de
estabilidad presentado en la seccién 3, muestra la dismi-
nucién de la zona de inestabilidad cuando « diminuye.
Ademés, en (Navarro-Guerrero and Tang, 2015) se mostré
que la velocidad con que el error de seguimiento converge
a cero aumenta cuando crece el orden de integracién «. Sin
embargo, el incremento en el orden de integracién « supone
una disminucién en el tamano del intervalo de valores que
puede tomar vy.

04

f

L
Ly e
e ¥enlth

1

0oy

n 30

t[s]

40 &0

— 'nlu-l‘l 1 T=h.0at

¥ithava  mom

u [ml.l'a]

20 0

t[s]

Figura 8. Resultados experimentales, salida y senal de
control del sistema adaptable de dos parametros.

Se realizé también un conjunto de experimentos con base
en el esquema de control (11) para la adaptacién de dos
parametros 07 y 0. La figura 8 muestra la salida y la
sefial de control del mejor (x = % y vy = 0,01) y el peor
de los casos (x = 3 y y = 0,001) de acuerdo a su error
RMS. Cuando « = % y v = 0,01 el sistema converge mas
rapido y con menos oscilaciones. Ademas, el sistema se
adapta rapidamente cuando cambiamos la referencia como
se muestra en la figura 9.

El comportamiento de los parametros 01 y 02 se muestra

en la figura 10. Se puede observar que una vez que el
CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



sistema se estabiliza los parametros tienden a un valor
constante.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se mostré un diseno de un controlador
adaptable con ley de adaptacion integral fraccionaria, y
se mostré su empleo experimentalmente en un sistema
hidraulico. Se observé que un MRAC con integrador
de orden fraccionario en la ley de adaptaciéon presenta
un mejor desempeno que cuando se utiliza un MRAC
con adaptacion de orden entero. La adaptacién de orden
fraccionario, al poseer parametros adicionales de diseno,
permite moldear la dindmica de la salida del sistema y
que converja en menor tiempo. Permite también que la
amplitud de la senal de control disminuya y el error RMS
sea pequeno, al compararlo con su contraparte de orden
entero.
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Figura 9. Resultados experimentales, comportamiento de la salida
del sistema adaptable de dos pardmetros cuando se cambia la
referencia u.
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parametros ajustables 01 y 0s.
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