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Resumen: En este trabajo se desarrolla el diseio de un observador de estados para el sistema
Glucosa-insulina de pacientes con diabetes mellitus tipo 1, representado por un modelo Takagi-
Sugeno utilizando el enfoque de sector no lineal. El observador dindmico generalizado (GDO)
presentado contiene una estructura mas general que los observadores existentes como el
proporcional (PO) y el proporcional-integral (PIO), lo cual aumenta su precisién en estado
estable. El diseno del GDO se deriva de la soluciéon de desigualdades matriciales lineales
(LMIs). El desempeitio del GDO es ilustrado mediante una simulacién para la estimacion de los
estados del sistema Glucosa-insulina, donde la perturbaciéon debida a la ingesta de alimentos

fue considerada.

Keywords: Observador dindmico generalizado, sistema Takagi-Sugeno, Sistema

Glucosa-insulina.

1. INTRODUCCION

La diabetes mellitus es uno de los problemas mas graves
de salud publica que enfrenta México. Cerca del 10 % de
la poblacién padece la enfermedad y se estima que la cifra
podria ser del doble por aquellas personas que atn no han
sido diagnosticadas. La mortalidad por diabetes mellitus
se ha ido incrementando constantemente en el pais, desde
1998 hasta 2014, llegando hasta las 94,029 defunciones, y
se posiciondé como la causa nimero uno de mortalidad a
nivel nacional, segin los datos del Instituto Nacional de
Estadistica, Geografia e Informacién desde 2013 (INEGI,
2014).

La diabetes mellitus es un conjunto de trastornos metabo-
licos, cuya caracteristica comun principal es la presencia
de concentraciones elevadas de glucosa en la sangre de
manera persistente o crénica, debido ya sea a un defecto
en la produccién de insulina, a una resistencia a la accién
de ella para utilizar la glucosa, a un aumento en la pro-
duccién de glucosa o a una combinacién de estas causas,
estos factores determinan el tipo de diabetes ya sea tipo
1 o tipo 2. Los pacientes con diabetes tipo 1 requieren
terapia de insulina de por vida. La mayoria requiere dos
o mas inyecciones de insulina al dia, con dosis ajustadas
segun el autocontrol de los niveles de glucosa.

El cuerpo regula de forma natural los niveles de glucosa
en sangre en un rango estrecho, entre 70 — 110% gracias
al sistema glucosa-insulina. El sistema glucosa-insulina
es un ejemplo de un sistema fisioldgico de lazo cerrado.
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Para una mejor comprension del sistema metabdlico y
una monitorizacién adecuada del nivel de glucosa, los
investigadores, médicos e ingenieros han desarrollado mo-
delos matemadticos, por ejemplo, Ackerman et al. (1964),
Salzsieder et al. (1985), Sorensen (1985), Gaetano and
Arino (2000), entre otros.

Los observadores de estado son algoritmos matemaéticos
que se han convertido en una herramienta 1til para esti-
mar variables que no se pueden medir directamente. Exis-
ten observadores con estructuras diferentes, por ejemplo,
el Observador proporcional (PO), que es bien sabido que
son sensibles a las incertidumbres paramétricas, ante tal
hecho pueden presentar error en estado estable en sus
estimaciones. Para hacer frente a este inconveniente, se
introdujeron los observadores proporcionales integrales
(PIO), que tienen una ganancia integral adicional del
error de salida en su estructura (Osorio-Gordillo et al.,
2016).

Existen diferentes enfoques para representar sistemas no
lineales, uno de estos son los sistemas Takagi-Sugeno. El
enfoque Takagi-Sugeno tiene como finalidad representar
un sistema de una forma més simple, tomando en cuenta
las no linealidades del sistema, es decir, es otra forma de
representar modelos no lineales con las mismas caracteris-
ticas de un sistema no lineal pero relativamente sencillo de
manipular para realizar control, dado que es considerado
un modelo lineal, al que todas las herramientas desarro-
lladas para sistemas lineales pudiesen ser aplicadas.

En este trabajo se presenta una alternativa para la es-
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timacién de variables de estado, a través del Observa-
dor Dindmico Generalizado (GDO) para sistemas con
representacién Takagi-Sugeno. Este observador presenta
una estructura mas general que la de los observadores
dindmicos existentes, como el PO y el PIO que pueden ser
considerados como casos particulares. Mediante el uso de
desigualdades matriciales lineales (LMIs) se presentan las
condiciones necesarias para el diseno de este observador.

2. DESCRIPCION DEL MODELO
2.1 Modelo no lineal glucosa-insulina

En la literatura existen diversos modelos para representar
el sistema glucosa-insulina, por ejemplo, Ackerman et al.
(1964), Salzsieder et al. (1985), Sorensen (1985), Gaetano
and Arino (2000), entre otros.

Sin embargo, un sistema que se considera viable para fines
de control, pero que ademas representa adecuadamente
el proceso biolégico, es aquel presentado por Bergman
et al. (1981). Este modelo describe el sistema Glucosa-
insulina de un paciente con diabetes mellitus tipo 1 como
se muestra a continuacion:

%Et) ==+ X®) G +pG+ D) (1)
d);'t(t) = —po X (t) + p3(I(t) — 1) 2)

donde las tres variables de estado son: la concentracién
de glucosa plasmética G(t) (mg/dL), el efecto de la insu-
lina activa X (t) (min~') y la concentraciéon de insulina
plasmética I(t) (mU/dL). La variable de control es la
dosis de insulina exégena U(t) (mU/min), mientras que
la funcién de ingesta de alimentos D(t) (mg/dL/min)
representa una perturbacion.

Una descripcién para dicha perturbaciéon presentada por
Fisher (1991), estd dada por la siguiente ecuacién:

D(t) _ Befdrate t (4)
Los pardametros del modelo se encuentran en la Tabla 1.

Tabla 1. Definiciéon de los parametros

Pardmetro Valor Definicién

Gy 81[mg/dL] Concentracién de glucosa plas-
mética basal

I, 2.5[mU/dL] Concentracién de insulina plas-
matica basal

\%; 120[dL] Volumen de distribucién de in-
sulna en sangre

p1 0.05[min~"1] Tasa de eliminacién de glucosa
independiente de insulina

D2 0.1[min~1] Tasa de eliminacién de insulina
activa

P3 0.00065[7‘711—1[’]min2] Aumento en la capacidad de ab-
sorcién causada por la insulina

P4 5/54[min 1] Tasa de desaparicién de la insu-
lina en la sangre

drate 0.05[ € min] Tasa de descomposicién de la

perturbacién de comida

B 15g, 19g, 18g Cantidad de carbohidratos inge-
ridos en el desayuno, comida y
cena.
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2.2 Formulacion Takagi-Sugeno

Los modelos Takagi-Sugeno fueron propuestos original-
mente por Tomohiro Takagi y Michio Sugeno en Takagi
and Sugeno (1985). El enfoque del sector no lineal ha
sido bien descrito por Ohtake et al. (2001). Este enfoque
es uno de los mas usados para la construccién de modelos
Takagi-Sugeno y para el diseno del control difuso, ya que
se puede obtener una representacion exacta de un sistema,
no lineal en un conjunto compacto del espacio de estado
(Lendek et al., 2011).
Siguiendo la metodologia para representar un modelo no
lineal en un sistema Takagi-Sugeno utilizando el enfoque
del sector no lineal, el sistema (1)-(3) se puede expresar
como:

z(t) = A(z(t))x(t) + Bu(t) + A

y(t) = Cx(?)
—(p+X(@) 0 0 0
donde A = 0 —p2 p3 |, B=[0]|,
0 0 —ps V%
a={=pn|. c=[§10]. == |xXw],
0 I(t)

u(t) = U(t). En esta formulacién en particular la per-
turbacién por ingesta de alimentos D(t) fue considerada
cero.

En este caso la no linealidad del sistema estd dada por
z(t) = —(p1 + X(t)), al tener una sola no linealidad
tendremos m = 2P modelos locales, donde p es el nimero
de no linealidades, en este caso se obtienen dos modelos
locales.

Usando el enfoque del sector no lineal, se sabe que z(t)
varfa en una regién acotada z(t) = [z Z], donde z y Z son
el limite inferior y superior de variacién de z(t).

De forma tal que las funciones de pertenencia estan dadas
por ,E—a()

wizt) =m = —— waz(t) =m =1-15 (6)

Con lo que se obtiene la siguiente representacion Takagi-
Sugeno

B(t) =Y wi(2)(Aiz(t) + Bu(t) + A
i=1 (7)

y(t) = C(t)
z 0 0 z 0 0
donde A1 = [0 —p2 p3 |, A>=10 —ps p3 ] , matri-
0 0 —pg 0 0 —ps

ces B, Ay C estan definidas en (5).

3. DISENO DEL OBSERVADOR DINAMICO
GENERALIZADO

En esta seccién se presenta el diseno del observador
dindmico generalizado para un sistema con representacién
tipo Takagi-Sugeno, tal como la mostrada en (7).

Dado un sistema Takagi-Sugeno de la forma:
m

z(t) = sz(z)(Alx(t)) + Bu(t) + A

y(t) = Cx(t)

donde z(t) € R™ representa el vector de estados del

(8)

CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



sistema, u(t) € R™ es el vector de entrada y y(t) € RP es
el vector de salidas medidas.

Suposicion 1: Considere que la siguiente condicién de
observabilidad se cumple en cada uno de los m modelos

C
rank : =n, Vi=11,...,m)] ©)
cAr?

El Observador Dinamico Generalizado esta dado por

zwl

J()+TA

Zwl (1)

2(t) = P(( )+ Qy(t) (12)
donde ((t) € R% representa el vector de estados del obser-
vador, v(t) € R? es un vector auxiliar y & € R™ es la esti-
macién de x(t). Las matrices N;, H;, F;, J,S;, L;, M;, P y
@ son matrices desconocidas de dimensiones apropiadas
que son determinadas tal que Z(t) converja asintéticamen-
te a z(t).

)+ Hv(t) + Fiy(t)) +
(10)

)+ Liv(t) + Miy(t))

Observacion: El GDO (10
generalizada. De hecho:

= Para H; =0, 5, =0, M; =0y L; =0 el observador
se reduce a un PO para sistemas Takagi-Sugeno.

-y

()—PC( )+ Qy(t)
m Para L; =0, 5, = —-CPy M; = —-CQ + I entonces
se obtiene el siguiente observador PIO para sistemas
Takagi—Sugeno

DIE
Ju( )+ TA

o(t) = y(t) — Ci(t)
#(t) = PC(H) + Qu(t)

Considere una matriz T € R%*"™ que define el error
transformado e(t) = ((t)—Tz(t), cuya derivada estd dada

por
sz

(J —TB)u(t)]
Usando la definicion de £(t) reescribimos (11) y (12)

sz (Sie(t

B(t) = P€( )+ (PT + QC) x(t)
Si las siguientes consideraciones son verificadas

a) NZT—FFZC—TAZ:O
b) J=TB

)-(12) se encuentra en forma

)+ Fiy(t)) + Ju(t) + TA

)+ Hiv(t) + Fiy(t)) +

t)+ Hv(t) +

+ (ST + M;C) x(t) + Liv(t)) (13)

(14)
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C) SlT—FMZC:O
d) PT +QC =1,

entonces la dindmica del error de estimacién puede escri-

birse a partir de las ecuaciones (13) y (14) como:
T
@ (t) As 99
de (14) obtenemos
2(t) — z(t) = e(t) = Pe(t) (16)

En este caso si la matriz A; es estable Vi € [1,...,m]
entonces lim; o e(t) = 0.

3.1 Parametrizacion del Observador

Antes de dar la solucién al problema de disefio del GDO,
se presenta la parametrizacion de las matrices del ob-
servador en base a las soluciones de las consideraciones
algebraicas a)-d).

El siguiente lema muestra la forma general de las matrices
Ni; Fi7 S’i7 Mia P y Q

Lema 1: La parametrizaciéon de las matrices N;, F;, 5;,
M;, Py Q es:

N; = Ny; — Z;Ny (17)
Fi=F,;,—Z;F (18)
S; = —ULZ'NQ (19)

= _U]_’Z'FQ (20)
p—xt {180] — U,N, 21)

Q=x* m _U,F (22)

donde Z;, Uy ; y Uz son matrices arbitrarias de dimensio-
nes apropiadas.

Prueba. Considere una matriz arbitraria E € R%*"™ de

rango de fila completa tal que la matriz ¥ = g sea de

. 1
rango de columna completa y una matriz 2 = [ C’;‘] .
Las consideraciones ¢) y d) pueden escribirse como:

[» 4] el = [i

La condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién
(23) tenga una solucién es:

(23)

T
rank {g] = rank g =n (24)

I,

Desde que el rank [g} es n, existen matrices T' € R%*"

y K € R?*P tal que T+ KC = E, que puede ser reescrito
€omo:

[T K]Q=FE (25)
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siel rank(Q2) = rank [ % } , entonces la solucién particular

de la ecuacién (25) estd dada por:

T = EQt [ﬂ (26)
K = Bt [ 2) ] 27)

Ahora insertando la equivalencia de la matriz T en la
consideracién a) se obtiene:

N;E+ K;C =TA; (28)
donde K; = F,— N;K. La ecuacién (28) puede reescribirse
€como: .

[Ni Ki] Y =TA; (29)
La solucién general de la ecuacién (29) estd dada por:

(N Ki] =TASY — Z; (Inyp — 5% ) (30)
reemplazando la matriz T de la ecuacién (26) en (30)
obtenemos:

Ni = Ni; — Z; N, (31)
Ki =Ky — Z;K» (32)

donde Nl,i = TAZE+ 160

I
, No = (Ijo1p — E57F) 80],

K, = TAYY {0} Ky = (Io+p — XEY) {ﬂ y Z; son
p

matrices arbitrarias de dimensiones apropiadas.
Como la estructura de las matrices N;, T, K, K; son
conocidas podemos deducir la matriz F; como:

F=F,;—ZF (33)

donde Fl,,' = TlAiEJr |:§(:| y F2 = (Iq0+p — EZ+) |:IK:| .
P P
Por otro lado, a partir de la ecuacién (25) obtenemos:

T| (I —K
el =[5 o0
insertando la ecuacion (34) en (23) obtenemos:
Si Mi| |Igo —K| |0
Bl -l o

Dado que la matriz ¥ es de rango de columna completa

-1
. ) Io —K g K
su inversa estd dada por [ 0 I, } = [ 0 I, y la

solucién general de (35) es:

S; M1 ([0] ey [Urs o [To K

5] = () 3] e e [
36

donde Uy ; y Uz son matrices arbitrarias de dimensiones
apropiadas. Entonces las matrices S;, M;, P y @ pueden
ser determinadas como:

S; = —-U; ;N> (37)

i = —Ui,F> (38)
Pyt [Igf} ~TaN, (39)
Q=1x" {180] —UsF (40)
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Ahora, usando (17) y (31) la dindmica del error del
observador de la ecuacién (15) puede ser reescrita como:

DIE

donde (t) = [i(éﬂ A = [Névi 8] Ay = []\62 _Oqo],

Zi H;
yYi= |:U1,i L;

3.2 Analisis de estabilidad del observador

((Ai = YiA2) (1)) (41)

En esta secciéon se presenta un método para disenar el
GDO.

El siguiente teorema muestras las condiciones LMI que
permiten la obtencion de todas las matrices del observa-
dor.

Teorema 1: Existe una matriz de parametros Y; tal
que el sistema (41) es asintéticamente estable si y solo si,
X7 X,

X7 X, ] > 0 tal que la siguiente

existe una matriz X = [
LMI es verificada
N2TL [NEin +X1N1,i} NELT<O (42)

Entonces, usando el lema de eliminacién (Skelton et al.,
1998) la matriz Y; es parametrizada como:

Yi=x" (0BT + \/Ew;/z)T

donde £ es cualquier matriz tal que ||£]|| <1y o > 0 es
cualquier escalar tal que:

(43)

9; =oBBT —Q; >0 (44)
con
0, = qujin + X1 Ny NljziXQ B_ NT 0
t XJ Ny 0 T 00 Ipl

Prueba. Considere la siguiente funciéon candidata de
Lyapunov

V (p(t) = ()" Xp(t) > 0 (45)
con X = [))((% §2] > 0. Su derivada a lo largo de la
2 A3

trayectoria de (41) estd dada por:

sz
(Az - Y1A2)} ( ) <0

la desigualdad V (¢(t)) < 0 es vélido para todo ¢(t) # 0
si y solo si:

[(Ai — Yiho)" X + (46)

sz [A YAz)T X+X(AZ-—YZA2)]<0 (47)

que puede reescribirse como:
m

Zw, ) (Bx:+ (B2)" +;) <0 (48)
donde B = ng, Q, =ATX + XA, y X, = YI'X.
De acuerdo al lema de eliminacién (Skelton et al., 1998)
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existe una matriz X; que satisface (48) si y solo si se
cumple la siguiente condicién:

B+Q,B*T <0 (49)
con B=[-NJ+ 0]y Q Vi€ [l,...,m] definida en
(44). Considerando las matrices B y Q; se obtiene la

desigualdad (42). Si (49) es verificada, entonces la matriz
Y; se obtiene como en (43).

Observacion: A partir de estos resultados, la determi-
nacién de las matrices del GDO puede ser resumida como
sigue: Las matrices Z;, H;, U1 ; y L; son obtenidas de la
solucién de (43). La matriz N; estd definida en (31), F;
puede ser deducida como F; = INQ + N; K, matrices S;
y M, son obtenidas de (37) y (38), respectivamente. La
matriz J estd definida en la consideracién b). Finalmente,
las matrices Py (@ son obtenidas de (39) y (40) al tomar
Us; = 0 por simplicidad.

4. RESULTADOS

Considerando los parametros de la Tabla 1 se obtienen las
siguientes matrices para el sistema Takagi-Sugeno (7):

—0.0415 0 0 0
A = 0 —0.1 0.0006 |, B = 0 s

0 0 —0.0926 0.0083
0 O 0 100 4.05
Az = |0 —0.1 0.0006 |, C = [0 1 0} Yy A= |-0.0016].
0 0 —0.0926 0

El GDO se obtiene resolviendo las LMIs del Teorema

100
1, considerando la matriz £ = [o 1 0} L = onesgg X 0.1
001

y o = 100 obteniendo las siguientes matrices para el
observador (10)-(12):

[—51.1702 0 0 22.9947 0 0]
Ny = 0 —51.1849 0.0003 :|, S1 = |: 0 22.9947 0|,
L 0 —0.0446 —0.0926 0 0.0147 0]
[—51.1599 0 0 22.9947 0 0]
Ny = 0 —51.1849 0.0003 :|, Sa = |: 0 22.9947 0] ,
L 0 —0.0446 —0.0926 0 0.0147 0
[48.6276 2.638 2.638 48.6256 2.636 2.636
H; = | 2.6386 48.628 2‘668:| Hy; = |: 2.6386 48.628 2.668:|,
| —2.5785 —2.549 26.627 —2.5785 —2.549 26.627
[—95.3403 6.9794 6.9794 25.5644 0
Ly = 6.9783 —95.3414 6.9782 :| , Iy = |: 0 25.5424 |,
L 10.0345 10.0343 —92.2009 0 0.0223 |
[—95.3397 6.98 6.98 25.5799 0
Ly = 6.9783 —95.3414 6.9782 :| , Fy = |: 0 25.5424 |,
L 10.0345 10.0343 —92.2009 0.0223 |
—11.4974 0 11.4974 0
M; = |: 0 —11,4974:| My = |: 0 —11. 4974:|
0 —0.0074 0 —0.0074

05 0 0 0.75 05 0 0
P=|0 050[,Q=1] 0 0‘75,1: o ,T=1]0 050].
0 0 1 0 0 0.0083 0 0 1

Para evaluar el desempeno del observador en simulacién
se aplicé la perturbacion por ingesta de alimentos presen-
tada en la ecuacién (4). Dicha perturbacién se afiade al
sistema (7) de la siguiente forma:

)= wi(z)(A
i=1

donde FF = [10 O]T w(t) =
ecuacion presentada en (1).

x(t)) + Bu(t) + Fw(t) + A

D(t), de acuerdo a la
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En la Figura 1 se muestra la perturbacién w(t) que estd
asociada a la ingesta de alimentos en el transcurso del
dia, en el minuto 420 el paciente comié un durazno, en el
minuto 720 una tortilla de papa frita y en el minuto 1140
la persona ingiri6 200 gramos de leche desnatada.

Senal de insulina exégena

@
3

n
3

Nivel de insulina exégena
suministrada (mU/min)
5

. . . . . . .

200 400 600 800 1000 1200 1400
Tiempo (min)

Perlurbaclon segun Fisher (Desayuno Comida, Cena)

R O |

0 600 800 1000 1200 1400
Tiempo (min)

o

o

(mg/dL)
B

Tasa de glucosa exégena

Figura 1. Sefial de entrada, u(t) y perturbacién aplicada
al sistema, w(t).

En la Figura 1 se muestra la senal de infusiéon de insulina
exbégena aplicada al sistema, es una senal constante que
fue calculada como: u(t) = psVil, De Gaetano et al.
(2003).

Las condiciones iniciales de simulacién fueron z(0) =
[100,0, 0] y para el GDO ¢(0) = [120,0.25,2], v(0) =
[0,0,0]7. En este caso la entrada de insulina exdge-
na fue considerada en un valor constante de wu(t) =
27.7778 mU/min, lo que hace alusién a un paciente con
suministro de insulina exdgena. La estimacion de los esta-
dos se muestra en las Figuras 2-4, donde puede destacarse
que el observador presenta una buena estimacién de los
estados del sistema. En la Figura 2, se muestra la concen-
tracién de glucosa en la sangre G(t) y su comportamiento
ante la perturbacion, el estado estimado converge al real
siendo sensible a dichas perturbaciones.

on de la ion de glucosa en sangre con el GDO
T T T T T T

350 [~

Concentracién de glucosa en sangre
= = = Estimacion de la concentracién de glucosa en sangre
= = = Limite para entrar a un estado hiperglucémico

300 [ = = = Limite para entrar a un estado hipoglucémico

= = = Nivel basal de la 6n de glucosa

Nivel de glucosa en sangre (mg/dL)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Tiempo (min)

Figura 2. Estimacion de la concentracién de glucosa en
sangre G(t).

En la Figura 3 se muestra el efecto de la insulina activa
X (t) y su estimacion, el efecto de la insulina activa X ()
toma valores pequenos, debido a la sensibilidad de la
insulina, expresada en una relacién Sy = ]1;—2, cuando p3

toma valores grandes el efecto de la insulina incrementa.
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i6n del efecto de la insulina activa con el GDO
T T T T T

Efecto de la insulina activa (1/min)
o

0.1 o 7—-'-—— 1

450 500 550 600 650

. . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Tiempo (min)

Figura 3. Estimacién del efecto de la insulina activa X (t).

En la Figura 4 se muestra la concentraciéon de insulina
en la sangre I(t), es importante recalcar que, en el caso
de un paciente con diabetes tipo 1, el pancreas produce
muy poca o nada de insulina. En este caso tenemos
concentracién de insulina debido al suministro de insulina
desde una fuente exégena.

ion de la ion de insulina en sangre con el GDO
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Figura 4. Estimaciéon de concentraciéon de insulina en
sangre I(t).

En estos resultados de simulacién hemos probado el
desempernio del GDO para reconstruir las senales no me-
didas en el sistema Glucosa-insulina para un paciente con
diabetes tipo 1. Es importante hacer notar que en este
caso la cantidad de insulina ex6gena u(t) fue suministrada
de forma arbitraria.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se disenié un observador para la estimacién
de los estados de un sistema Glucosa-insulina. El siste-
ma Glucosa-insulina se representé mediante un modelo
Takagi-Sugeno cuya funcién de pertenencia depende del
efecto de la insulina activa X (¢). Se demostré mediante
simulacién la convergencia de los estados estimados con
los estados del sistema Glucosa-insulina, ante perturba-
ciones debidas a la ingesta de alimentos. Como trabajos
futuros se desarrollard una ley de control utilizando los
estados estimados para controlar la cantidad de insulina
ex6gena u(t) evitando asi un suministro arbitrario y no
apropiado a lo requerido dependiendo de la cantidad de
carbohidratos ingeridos.
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