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Resumen. El presente articulo muestra un disefio de control de robots méviles no holénomos para el
seguimiento robusto de contornos espaciales. Primeramente, considerando el modelo cinemdtico del
robot mavil, se disefia un campo de velocidad, de tal modo que, cuando el robot se alinea con el campo,
converge exponencialmente al contorno deseado, recorriéndolo tangencialmente. Asi, el campo de
velocidad se define mediante la suma de dos componentes ortogonales, un campo tangente y un campo
normal, entonces, cuando el robot esta lejos del contorno, la componente normal lleva al robot hacia
este, y una vez sobre el contorno, el campo tangente guia al robot a lo largo del mismo. Posteriormente,
se propone un control dindmico que garantiza la inmersion del sistema en el campo de velocidad. Se
presentan resultados numéricos basados en simulacién para demostrar la validez del esquema propuesto.

Palabras clave: Robots mdviles, Robots no holénomos, Control libre de modelo, Seguimiento de
contornos, Campos de velocidad, Control robusto, Control de sistemas no lineales

1. INTRODUCCION

Desde hace varias décadas, la comunidad de control se ha avo-
cado en resolver el problema de movimiento de sistemas roboti-
cos con restricciones no holénomas (Kolmanovsky & McClam-
roch, 1995), en particular, el caso de control de vehiculos mévi-
les diferenciales (Fierro & Lewis, 1997, Yang & Kim, 1999a),
es decir, aquellos robots con ruedas, en donde cada una de estas
ruedas puede girar con una direccion y velocidad independiente
de las demas. Algunas contribuciones sobre el control robusto
de robots no holénomos se presentan en Yang & Kim (1999a,b),
donde se considera el uso de modos deslizantes debido a sus
caracteristicas intrinsecas de estabilidad y robustez, mientras
que en Chwa (2004) se considera un disefio de control usando la
representacion cinemdtica en coordenadas polares. Por su parte,
en Sira-Ramirez & Castro-Linares (2010) se expone el caso de
control de formaciones de robots no holénomos. Cabe destacar
ademds, que debido tanto a la geometria del problema como
a la estructura inherente a esta clase de sistemas, es necesario
recurrir a técnicas adicionales que nos permitan garantizar un
desempeiio adecuado en lazo cerrado.

El objetivo principal de un robot mévil, sea o no holénomo, es
el de seguir trayectorias o contornos espaciales. Generalmente,
el contorno que se desea recorrer se parametriza en funcién
del tiempo, lo que se conoce como el enfoque usual de segui-
miento de trayectorias, de este modo, el robot sigue un punto
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mévil en el espacio, mds que un contorno invariante en este,
por lo que la accidén requerida sobre el sistema no depende
solamente de su configuracién actual, sino también del tiempo.
No obstante, como se menciona en Li & Horowitz (2001a,b), el
enfoque cldsico de seguimiento de trayectorias conlleva a una
serie de problemas indeseables, tales como la falta de coordi-
nacién entre los grados de libertad del sistema y el efecto de
disminucion radial, los cuales afectan considerablemente a la
tarea de seguimiento. El control de Li & Horowitz (2001a,b),
basado en campos pasivos de velocidad, se considera en Ya-
makita et al. (1998) para el comando de formaciones de robots
méviles. Sin embargo, la implementacién del control propuesto
en Li & Horowitz (2001a,b) depende completamente de los
pardmetros que conforman el modelo dinamico del sistema,
por lo que cualquier incertidumbre o perturbacién podria causar
inestabilidad, ademads, el método propuesto en Li & Horowitz
(2001a,b) no permite el comando explicito de la velocidad con
la cual se sigue el contorno deseado dado que el campo preserva
pasividad con respecto de la energia total del sistema, al agregar
una rueda libre ficticia.

Un enfoque alternativo para el seguimiento robusto de contor-
nos se propone en Mufioz-Véazquez et al. (2013a), para el caso
de robots manipuladores en movimiento libre, posteriormente,
el esquema propuesto en Muiloz-Vazquez et al. (2013a) se
extiende en Mufioz-Vazquez et al. (2013b) al caso de robots
manipuladores en movimiento restringido, mediante el disefio
de campos ortogonales de fuerza—velocidad, esto es, para el
caso de robots en contacto con superficies indeformables, o
bien, sujetos a restricciones holénomas. En Mufioz-Vazquez
et al. (2014) se estudia la aplicacién del enfoque propuesto en
Muiioz-Vézquez et al. (2013a) para el caso de vehiculos aéreos
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Figura 1. Diagrama esquematico del robot mdvil.

no tripulados, mientras que en Mufloz-Vazquez et al. (2018)
se estudia el caso de robots en movimiento cooperativo para la
manipulacién de objetos rigidos.

Cabe sefalar que a diferencia de los esquemas de control
discutidos mds arriba, el esquema propuesto en este articulo
considera el caso de un sistema robdtico movil no holénomo,
considerando ademads un controlador libre de modelo. De esta
manera, la contribucién propuesta puede detallarse como sigue:

= El disefio de un campo de velocidad que garantiza el
seguimiento exponencial de un contorno deseado.

= El disefio de un controlador dindmico que asegura la
inmersién del sistema en el campo de velocidad.

= Unaimplementacién libre de modelo que asegura robustez
ante incertidumbres y perturbaciones.

El resto de este documento se organiza como sigue. La seccién
siguiente presenta el modelo de un robot mévil no holénomo.
La seccién 3 expone el disefio del campo de velocidad y del
control dindmico. En la seccién 4 se estudian los resultados
numéricos basados en simulacion. Finalmente, las conclusiones
principales se discuten en la seccién 5.

2. MODELADO DE UN ROBOT NO HOLONOMO
2.1 Modelo cinemdtico

Considere sin pérdida de generalidad un vehiculo mévil di-
ferencial de dos ruedas, ver figura 1. El modelo de un robot
moévil no holénomo se estudia de manera similar al enfoque
considerado en Becerra et al. (2018). Asi, se tiene lo siguiente:

x = cos(0)u;
y = sin(0)u (1)
0 = u

donde (x,y) es la posicién del centro de masa del vehiculo, y 6
es su orientacion con respecto del eje X, u; y up son entradas
virtuales, o controles cinematicos, que son determinados por

u==Cw 2)
conu=[u; uy]",yw=[w; wa]T, paraw y wy las velocidades

de las ruedas izquierda y derecha, respectivamente, y
r

]T

; 3)

L
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donde r es el radio de las ruedas, y L es la separacion entre las
mismas. Asi, es claro que

X=Aw 4)
conX=[xy 6]y
r r
gcos(e) Ecos(e)
T ro
A, = Esm(e) gsm(e) ®)
I I
L L

Similarmente a Becerra et al. (2018), considere ademas una
referencia en el movil, cuyas coordenadas vienen dadas por

xp = x+1cos(0)
yr = y+1sin(0) ©)
para algtin [ > 0. De este modo se tiene que
X, =Bu 7
conX, =[x y]Ty
cos(0) —Isin(0)
B= ®)

sin(@) Icos(H)

Por lo tanto, dado que la matriz B es invertible para [ > 0,
en lo que sigue se considera la referencia X, para el control
del vehiculo, y no solamente la posicién de su centro de masa
y su orientacidn respecto a este, es decir, X. Ademds, de las
relaciones (2) y (7) se tiene que

X, =BCw, ©)]

relacionando la velocidad de la referencia en el mévil y las
velocidades angulares de las ruedas.

2.2 Modelo dindmico

El modelo dindmico del robot mdvil se obtiene a partir de la
expresion de la energia cinética y de aplicar el formalismo de
Euler-Lagrange. Asi, considere

1
K = E(ml +2my) (33 457)
(10)

1 .
+§JC92 JFch(W% +W%)

la energia cinética del robot mévil, con m; y my las masas del
vehiculo y de cada rueda, respectivamente, J. es el momento
de inercia del vehiculo con respecto al centro de masa y J,,. s
el momento de inercia de cada rueda con respecto de su centro
de giro y en el marco fijo a la rueda. De este modo, es posible
expresar la energia cinética como

1. .
K= EXTM)HJWCWTW (11)
con
my +2my 0 0
M= 0 my+2my 0 (12)
0 0 Je
Por lo tanto, usando (4), se tiene que
1
K= EWT [ATMA, + Lo dy ] w (13)

donde, I, > es la matriz identidad de 2 por 2. Considere de este
modo
M, :AgMAv'i'IZXZch (14)
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la matriz de inercia en el espacio de las ruedas, la cual es
claramente simétrica. Ademds, es claro que
l
K= Ew M,w.
Mis atin, debido a que K > 0 para toda w # 0, ademads, existen
constantes cqp y ¢ tales que

15)

1
0<colwl®< EWTMWW <ci|w|* <o YweR? (16)

Asi, la forma cuadratica dada por la energia cinética, es decir,

K= %WTMWW, es coerciva y continua.

Ahora, aplicando el formalismo de Euler-Lagrange, resulta que
d JK
dr ow

con T=[1; 1]7, donde 7| y 7, son los pares de las ruedas iz-

quierda y derecha, respectivamente, y d denota incertidumbres
y perturbaciones. De este modo,

Myw+Cyow=T+d (18)

con C,, = M,, la matriz de Coriolis, la cual condensa efectos
cuadriéticos en velocidad.

=1+d (17)

3. DISENO DEL CONTROL
3.1 Problema de control y solucion propuesta

Considerando la referencia X, en el vehiculo, y el contorno
definido por la variedad

8(X;) =0, (19)
el problema es, por un lado, disefiar una referencia nominal
en el espacio de velocidades angulares de las ruedas, de modo
que en dicha referencia, el mévil se aproxime al contorno de
manera pasiva, es decir sin cruces a través de este. Por otro
lado, una vez definida la referencia nominal V,,, el problema
es disefiar un controlador robusto 7, cuya implementacién sea
libre de modelo, tal que w =V, en tiempo finito.

Con la finalidad de resolver el problema de control, se propone
disefiar la referencia nominal V,, como un campo de velocidad,
es decir, una funcién que asocia un vector de velocidad a cada
punto en el espacio. El controlador T se propone considerando
el esquema de control basado en modos deslizantes de primer
orden tipo vector unitario (Gutman, 1979, Utkin et al., 2009).

3.2 Diserio del campo de velocidad

Basicamente, el problema es disefar una base ortogonal para
el campo de velocidad V, : R?> — R? dependiendo del error de
contorno g : R — R, de tal manera que, cuando X, = V, se
tenga que g — 0 cuando ¢ — oo, y sin sobre-tiro. Asi, con la
finalidad de resolver el problema planteado, considere

V,=a(t.X )T + 1N (20)

el campo de velocidad, con w(g) y u,(g) coeficientes a ser
definidos, y

Vg
T=R,, -2 Q1
Vgl
v
-8 22)
Vel

los campos en las direcciones tangente y normal al contorno,

. de .
respectivamente, donde Vg = 373 es el gradiente de g, o (¢,X )
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denota la magnitud y la direccién deseadas de la velocidad de
recorrido, y
0 —1
Rn/2 =
1 0

es una rotacién de 90 grados en el plano X — Y.

Para el disefio de los coeficientes que determinan la combina-
cién lineal de los vectores tangente y normal, el coeficiente L,
se propone como una funcién de pertenencia al conjunto difuso
de puntos cercanos al contorno, de modo que y, = 1 sobre
el contorno, y i; = 0 en puntos infinitamente lejanos a este.
Por otra parte, el coeficiente U, se disefia con la finalidad de
producir la convergencia exponencial hacia el contorno. Por lo
tanto, considere

He(8) =1 —tanh® (Bg) (23)
ta(g) = —Kg. (24)
donde k > 0 es la rapidez de la convergencia exponencial hacia

el contorno y 3 > 0 es la aglomeracién de los puntos en el
conjunto difuso CERCA del contorno.

La convergencia al contorno, una vez que el robot se encuentra
inmerso en el campo de velocidad, se demuestra en el siguiente
teorema.

Teorema 1. Considere un robot mévil inmerso en el campo de
velocidad definido en (20), es decir, X, =V, y las definiciones
en (21)-(24). Entonces, el robot tiende exponencialmente al
contorno g(X,) = 0 y lo recorre con una velocidad que se
aproxima a a(t,X,).

Prueba Dado que X, = V,, se tiene que
g = VgTXr
= vglv,
= VgT(a(taXr)“tT +,LL,1N)

Vg

T

= UnVg 3
Vsl

Por lo tanto g = g(ty)exp(—x(t —t7)), donde #; es el instante

desde el cual el robot se encuentra inmerso en el campo de
velocidad.

Note que como g — 0 exponencialmente, i, — 0y y; — 1, por
lo tanto X, — a(7,X,)T, es decir, el robot recorre el contorno
tangencialmente con una velocidad o(z,X ). a

El resultado anterior demuestra que el disefio del campo de
velocidad cumple con el objetivo de control. No obstante, el
control se ejerce en el espacio de las ruedas y no directamente
en el espacio de trabajo del robot, por tal motivo, es necesario
mapear el campo de velocidad al espacio de las velocidades
angulares de las ruedas. De esta manera, considere

V., = (BC)"'V,
como el campo de velocidad en el espacio de las ruedas.

(25)

3.3 Diserio del controlador dindmico

En este punto, el objetivo es disefiar un controlador robusto
y libre de modelo T, de manera que w = V,, después de
un tiempo finito. Asi, inspirdndose en el control tipo vector
unitario (Gutman, 1979, Utkin et al., 2009), considere el control

libre de modelo
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Sw

T=—kig— (26)
(18wl
donde k > 0 es la ganancia de retroalimentacion, y
S,=w—-V, 27

es la variable deslizante que depende del error de contorno.

La estabilidad del sistema (18) en lazo cerrado con el controla-
dor (26) se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 2. Considere el sistema (18) en lazo cerrado con (26).
Entonces, para una ganancia suficientemente grande k > 0, se
tiene que S,,(f) = 0 para todo t > #7, con #¢ finito. Por lo tanto,
el robot recorre el contorno deseado.

Prueba. El sistema (18) en lazo cerrado con (26) satisface la
siguiente ecuacion diferencial

Sw

Mw+Cow=—k +d
(1Sl
o de manera equivalente
. S
M8, +CyS,y = —k—— —Y,,

(S

con .
Y,=m,V,+C,V, —d.

Ahora considere la funcién candidata de Lyapunov

1
Lw = ESVT\;MWSW7

cuya derivada a lo largo de la dindmica del sistema en lazo
cerrado es
L, = S™M,$,, +S"M,S,
ST (M8, +C,S.)
—k||Su ]| 5, Y
=18l (k= 11¥. )
Por lo tanto, para k > sup ||Y,|| se tiene que S, # 0 implica que
L,, <0,y de este modo S,, — 0 cuando ¢ — oo,

IAI

Ahora, para demostrar el régimen de convergencia S,, — 0 en
tiempo finito, considere lo siguiente. Note que

1
L, = 5ngwsw <ecr||Sul?

por la continuidad de la forma bilineal L,,, o de manera equiva-
lente,

1 1.
— (18wl < ——L/%,
(&)

NG

en consecuencia se tiene que
; 1/2
Lw S _}/Lw

una constante positiva. Por lo tanto, integran-

cony= 7k—su;ﬂ\leH

do la desigualdad anterior resulta que
2 2
L0 -1 w) < 2e-10)
: - ) 210/ (10)
para 1o el tiempo inicial. Asi, es claro que t > fy + “fo
implica que L,(¢t) = 0. En consecuencia w = V,, para todo

172
t>tp,conty <to+ % De este modo g — 0 cuando t — oo

de manera exponencial, en otras palabras, el robot recorre el
contorno deseado. O

Observacion 1. Aunque el controlador en (26) garantiza la
inmersion del sistema en el campo de velocidad, este es dis-
continuo, lo que de cierto modo pone en riesgo la vida util de
los elementos del sistema. Mas atn, debido a tiempos limitados

de muestreo, ruido y retraso en las mediciones, y la frecuencia
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limitada de conmutacién de los actuadores, la convergencia
exacta y en tiempo finito no es mas que un ideal. Por lo que
es preferible considerar alternativamente el controlador suave

Sy
[Swl|+ 6
donde § < 1 se elije lo suficientemente pequefio como para
garantizar que el error de velocidad §,, permanece en una

vecindad de radio € > 0 del origen, con € arbitrariamente
pequeiio (Mufloz-Vazquez et al., 2018).

T=—k (28)

4. SIMULACIONES

El simulador se programo en Simulink en Matlab, considerando
el integrador de Euler con un paso de integracion de 1ms. Los
parametros del vehiculo son r = 0.15m, L = 0.4m, m; = 10Kg,
my = 0Kg, J. = 0.1Kgm?, y J,, = 0Kgm?. Se incluyen ademds
pares de resistencia a la rodadura d = —1.5sgn(w).

La tarea es seguir la circunferencia codificada por la variedad
g = (x, —x0)>+ (y- —¥0)?> —R* =0, con xg = 5m, yo = Om, y
R =2m, y con una velocidad & = —2m/s. El campo se disefia
conf3=0.1yk=2.

Se muestran también resultados numéricos basados en el esque-
ma usual de seguimiento de trayectorias, con fines de compara-
cion, donde la trayectoria se codifica mediante las ecuaciones
paramétricas x,, (t) = xo +Rcos(t) y y,,(t) = yo — Rsin(t). De
este modo, la velocida}d angular deseada de las ruedas se define
como w; = (Bc)il (er —2(X, _er))’ conX,y = [xrd yrd]T,
y en consecuencia S,, = w — wy.

4 Contorno deseado 'j M?Z,é/

==== Trayectoria recorrida /////
il

—>Campo de velocidad /////

P W7~

c === > N~

=

a7 o

e 7/AN C/.:L:

Y, e

2 A NN Loseeaxy

o, “}\\\\\*\v\\\\\\\

SIS 4 /ARANNNNENSNNNNNN

0 2 4 6 8

Figura 2. Contorno deseado, trayectoria recorrida y campo de
velocidad.

Contorno deseado
==== Trayectoria recorrida

Figura 3. Contorno deseado y trayectoria recorrida.
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El controlador dindmico se disefia como en (28), usando una
aproximacion suave, conk =5y 6 =0.1.

En la figura 2 se muestra la trayectoria que sigue el robot
movil cuando el controlador T induce el campo de velocidad.
Se observa en la misma figura 2, que el robot preserva una
interaccidn pasiva con respecto del contorno. Por otra parte, los
resultados mediante el enfoque usual, basado en seguimiento de
trayectorias parametrizadas en tiempo, mostrados en la figura 3,
revelan que el vehiculo cruza el contorno, esto debido al efecto
de disminucién radial. Por lo observado en las figuras 2 y 3,
es posible concluir que, cuando el seguimiento del contorno
es de gran interés, el control basado en campos de velocidad
constituye una opcién mds viable.

En la figura 4 se muestra que el mévil sigue el contorno con la
rapidez deseada o = —2m/s, asimismo, el error de contorno
g converge exponencialmente y sin sobre-tiro. Es claro que
las sefiales de control T permanecen continuas, y aun asi, el
controlador es capaz de forzar el acotamiento de §,,. Por el
contrario, en la figura 5 se observa que el error de contorno

4
K2
L3
£
B2
R
81
[
=0
0 10 20 30
Tiempo [s]
(a) tvs ||X,H
§20
—15
o
£
s 10
=
8 5
()
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oo 0 10 20 30
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@40
ie]
©
—30
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g 20
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g 10
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£ 0 10 20 30
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©) tvs ||Swll
— 5
= o
—_— -— =T,
= -L -
o
(&)
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o
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& o 10 20 30
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dtvst

Figura 4. Control basado en campo de velocidad.
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presenta sobre-tiro, con un transitorio agresivo en las sefiales
de control 7, y en el comportamiento de S,, y HX ,H

5. CONCLUSIONES

Se propuso un nuevo disefio de control para el seguimiento
robusto de contornos, considerando el caso de un robot mévil
no holénomo. Primeramente, se disefié un campo de velocidad,
de modo que, cuando el robot se encuentra en el campo, con-
verge exponencialmente al contorno deseado, y una vez sobre
el contorno, lo recorre con una velocidad y direccién deseados.
Posteriormente, se disefid un controlador dinamico libre de
modelo, el cual garantiza que el robot converge al campo de
velocidad en tiempo finito. Los resultados basados en simu-
lacion demuestran la confiabilidad del método propuesto, asi
como su superioridad con respecto de controladores convencio-
nales basados en seguimiento de trayectorias parametrizadas en
tiempo, esto debido a que el campo de velocidad garantiza una
interaccidn pasiva con respecto del contorno, ademds de un alto
grado de coordinacidn entre los grados de libertad del sistema.

4
@3
k=
T2
ke
81
(]
~ 0
0 10 20 30
Tiempo [s]
(a) tvs HX,”
=20
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o
£
510
€
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ie]
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S 0
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% 1 —_T
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Figura 5. Control basado en seguimiento de trayectorias.
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Considerando la discusion anterior, es posible concluir que en 2, pp. 15-23, 1999.
el caso de seguimiento de contornos espaciales, tareas comunes

en robots mdviles, es mas adecuado considerar esquemas de

control basados en campos de velocidad, pues estos no depen-

den explicitamente de la variable temporal, y en consecuencia,

la accidn del sistema depende solamente de su configuracién

actual y no del tiempo.
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