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Resumen.- En el presente trabajo se aborda el estudio de circuitos eléctricos cuyo compor-
tamiento se puede representar de manera matemética como un sistema lineal cuya salida es
retroalimentada por una no linealidad estatica,en donde se abordan dos principales probleméti-
cas, la primera es obtener una metodologia con la cual sea posible sistematizar la representacién
matematica de los circuitos eléctricos bajo el formalismo Hamiltoniano, la segunda, dada la
falta de mediciones en las redes eléctricas en este trabajo se plantea el diseno de un observador
para sistemas cuyo comportamiento pueda ser representado por un sistema no lineal con una
retroalimentacion estatica de los estados no medidos.

Keywords: Circuitos eléctricos, criterio del circulo, estructura de Lure, sistemas no lineales.

1. INTRODUCCION

El estudio de sitemas de potencia se ha convertido en el
tema principal de investigaciéon para la teoria de control
en los tltimos afios, esto es debido a los fénomenos no
lineales presentes de manera natural en estos sistemas
gracias a la inclusion de cargas con comportamiento no
lineal y la inclusién de nuevas unidades de generacién
de energia, esto vuelve complicado el analisis tradicional
de las redes eléctricas, conviertiendo a los sistemas de
potencia en objetos de estudio atin mas complejos.
Existen metodologias que permiten realizar el andlisis y
la caracterizacion de los sistemas de potencia, como en
Milano (2010) que presenta el estudio de sistemas de
potencia desde un enfoque clasico de la teoria sistemas
eléctricos, la desventaja de todas estas metodologias de
analisis radica en que es necesario conocer todo el estado
del sistema para que la caracterizaciéon del mismo sea
confiable.

Para solucionar este problema se ha trabajado bajo el
enfoque del estudio de sistemas dindmicos, en Avila-
Becerril et al. (2015) se plantea una metodologia para
sistematizar el modelado de los sistemas de potencia sin
importar el namero de generadores, lineas de transmisién
y cargas que este contenga, en Hill (1989) y Morison et al.
(2006) se aborda la necesidad de realizar el modelado de
las cargas como fenémenos dindmicos no lineales, asi como
el efecto en la estabilidad del sistema, esta problemédtica
sigue abierta sobre todo en el estudio del efecto de cargas
como las de potencia constante.

Si se considera que, en primera instancia, un circuito
eléctrico puede ser modelado de la siguiente forma
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& = [J — R|Px + Bu + ¢(z)

donde se considera que los elementos que conforman la
red eléctrica son lineales y en los puertos de carga se en-
cuentran conectadas cargas cuya relacién de constitucion
es no lineal, es posible obtener propiedades de la estruc-
tura en la que el sistema esta representado, con base en
dicha estructura y teniendo en mente la problemética de
observacion en circuitos eléctricos en el presente trabajo
se plantea una solucién general para las redes tipicas de
circuitos eléctricos.

En la segunda seccién se aborda de manera general la
metodologia de modelado empleada para caracterizar los
circuitos eléctricos, en la tercera secciéon se aborda el
diseno del observador para sistemas no lineales con re-
troalimentacién estatica de la salida, en la seccién cuatro
se muestran los resultados obtenidos del analisis de dos
casos de estudio y finalmente se muestran las conclusiones
y las referencias base para la realizacién de este trabajo.

2. PRELIMINARES

2.1 Notacion

= ¢ FEncadenamientos de flujo magnético.

= b Ntmero de bordes en el grafo.

= (' Capacitor.

= vp Fuentes de voltaje.

» H Matriz fundamental de loopse R(?—1)x(b—n+1),

= Hi; Submatriz fundamental de loops que relaciona
fuentes con inductores.

= H;r Submatriz fundamental de loops que relaciona
fuentes con resistores de co-darbol.
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= Hj5 Submatriz fundamental de loops que relaciona
fuentes con resistencias controladas.

= Heo Submatriz fundamental de loops que relaciona
capacitores con resistencias controladas.

» Hep Submatriz fundamental de loops que relaciona
capacitores con inductores.

= Hgopg Submatriz fundamental de loops que relaciona
capacitores con resistores de co-arbol.

= Hps Submatriz fundamental de loops que relaciona
resistores de arbol con controlados.

» Hpp Submatriz fundamental de loops que relaciona
resistores de arbol con inductores.

= Hppr Submatriz fundamental de loops que relaciona
resistores de arbol y co-arbol.

= H, Funcién energia.

= {r. Vector de corrientes de las resistencias de co-
arbol.

= ip, Vector de corrientes de las resistencias del arbol.

= i1 Vector de corrientes de fuentes de alimentacién
eléctrica.

= i, Vector de corrientes de co-arbol € Rb—7+1,

= ic Vector de corrientes del capacitor.

» i;, Corriente del inductor.

= i, Vector de corrientes de arbole R*~1.

= | Numero de loopsets en una gréfica.

= m Numero de cargas no lineales en un circuito
eléctrico.

= . Numero de nodos en el grafo.

= n; Namero de fuentes de alimentacion eléctrica.

= no Numero de capacitores.

= n3 Namero de resistores de arbol.

= n4 Numero de resistencias de co-arbol.

= n5 Numero de inductores.

= ng Numero de resistencias controladas por corriente.

= ¢ Carga del capacitor.

= r Numero de cutsets asociados a la grafica.

= rc Resistencia de pérdidas en el capacitor.

= R, Matriz de resistencias de co-arbol.

= R; Resistencia de la carga.

= R; Resistencia de pérdidas en el inductor.

= R; Matriz de resistencias de arbol.

= vg_ Vector de los voltajes de las resistencias del co-
arbol.

= vp, Vector de los voltajes de las resistencias de arbol.

= v; Vector de voltajes de las fuentes de alimentacion
eléctrica.

= v Vector de los voltajes en los capacitores.

» v, Vector de voltajes de co-arbol € RP—"F1,

= vy, Vector de los voltajes de los inductores.

= v, Vector de voltajes de drbol € R* 1,

2.2 Modelado de redes eléctricas

Una metodologia sitemética para realizar el modelado de
sistemas fisicos consiste en emplear conceptos de teoria de
grafos para caracterizar las restricciones naturales de cada
sistema, para abordar esta teoria de manera exhaustiva en
R. Balakrishnan (2012),Wellstead (2000) y Avila-Becerril
et al. (2015) se encuentran las bases para entender el
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enfoque bajo el cual se obtuvo el modelado de redes
eléctricas en el presente trabajo.

Las restricciones de interconexién impuestas por las leyes
de Kirchhoff se expresan en términos de cutsests y loopsets
bésicos con el objetivo de encontrar un drbol y un co-arbol
de modo que las corrientes y los voltajes se representen
de la siguiente forma

ic Ve
con iy € RV 4, € R~ las corrientes y los voltajes
del arbol, mientras que i, € Rl=(»=1 ¢, ¢ Rb—(n—1)
representan las corrientes y los voltajes del co-arbol, mien-

tras que las restricciones de continuidad y compatibilidad
se representan como

(L 1]

C

] ~0 (1)
[~ D] [ 1] <0 )

donde a la matriz H € R("=1D*b=("=1) e Jlamada matriz
fundamental de loops. De las restricciones fisicas dadas
por las ecuaciones (1) y (2) se puede observar que la
matriz H relaciona en sus renglones los elementos del co-
arbol incidentes en los cutsets bésicos y las columnas a
los elementos del arbol que inciden en los loopsets bésicos.

Observacion 1. (Elementos del drbol). Todos los elemen-
tos que sean controlados por voltaje seran parte del arbol
de la grafica, esto es, las fuentes de voltaje, capacitores y
algunas resistencias controladas por voltaje

i1 U1
1 = ?C ;v = | v (3)
Rt VRt

Observacion 2. (Elementos del co-arbol). Todos los ele-
mentos que sean controlados por corriente seran parte del
co-arbol de la grafica, esto es, las fuentes de corriente, in-
ductores y algunas resistencias controladas por corriente.

jo = [R} ve = [R] (4)

donde v1,7; € R™ | vo,ic € R™, vg,,tr, € R™, tal que
ny+ne+n3=n-—1,yvgr,, iR, € R™, vy, i, € R"s.
Para obtener el modelo de la red eléctrica en este tra-
bajo se define una funcién de energia almacenada, H, :
R™2*™5 — R, representada de la siguiente forma

Ha(g,¢) = V(g) +V(¢) (5)

donde g representa la carga del capacitor y ¢ los encade-
namientos de flujo dentro del inductor. Adicionalmente
H,(q,¢) > 0 y conocida. De igual forma es posible
recuperar las variables de puerto a través de la funcién
energia como se muestra a continuacion
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0H.(q,9)

4g=1ic, vc = dq = VqI{a (6)
; . OH, (i,
¢:UL7 1L = a((;d)) = V¢Ha (7)

mientras que los elementos que disipan energia se encuen-
tran definidos con la siguiente relacién de constitucién,
donde ¢, son funciones biyectivas.

IRt = _<Pt(URt)7 VR, = —@c(iRc) (8)

Ademas de considerar la funcién de energia es necesario
establecer la estructura de la matriz fundamental de
loops. Dicha estructura se muestra a continuacién

Hcr Her Heo
Hrr Hrrp Hpo

Higr Hir Hio

donde cada submatriz posee las dimensiones adecuadas
de acuerdo a la relaciéon entre los elementos del arbol
y los elementos del co-arbol, donde dichas submatrices
corresponden a un circuito formado por fuentes de vol-
taje, lineas de transmisién inductivas y cargas resistivas
controladas por corriente.

Existe una relacién entre las variables de flujo y esfuerzo
del circuito eléctrico y las variables de estado del sistema
mismo. Dichas relaciones se encuentran dadas por las
siguientes expresiones

go = HLyin, ¢ =—Hepve (10)

De aqui el comportamiento dindmico del sistema se repre-

senta segun las siguientes ecuaciones diferenciales dadas
en forma matricial

g1 [ 0 —Hep][VyH,
o= \HE, 0 ||ved,

0 —HCR VRt 0
+{Hz;L o L] Lt
VRt
Z.Rc

El modelo dindmico anterior se puede representar de la
siguiente forma

(11)

con

il (th)} ) (12)

(Pc (URC)

& =JV,Hy(x) + F(z,e1,ipe, vre) + GE;
donde

(13)

xzm; Vi Ha(z) = [%Z}; Es[”&“] (14)

y la representacion matricial queda expresada como
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F(x,e1,9Re; VRE) =

[0 chR [

2.8 Propiedades Estructurales de la Red

HRRch HRrV4Ha)
{re1 + Hppvre + HEpVoHa)

Los circuitos eléctricos poseen propiedades de intercone-
xién caracterizadas en las siguientes proposiciones

Proposicion 3. Las pérdidas de los inductores se modelan
como resistencias conectadas en serie, estas resistencias
son controladas por voltaje, por lo tanto pertenecen al
arbol del grafo asociado al circuito, es decir Ry, por lo
tanto

Hpp =1, e R™*™; Hpp =0, € R"*™ (15)

Proposicion 4. Las pérdidas de los capacitores son mo-
deladas como resistencias conectadas en paralelo con los
mismos, estas resistencias son controladas por corriente,
por lo tanto estos elementos pertenecen al co-arbol del
grafo asociado al circuito, es decir

Hegp =13 ER”ZXHQ; Higr =09 € RM X"z (16)
Proposicion 5. Las cargas se modelan como resistencias
controladas por corriente con relaciéon de constitucién no
lineal en paralelo con los capacitores, dadas sus carac-
teristicas, estas resistencias aparecen en el co-arbol del
grafo, por lo tanto

Heo =14 € Rn2><n6; Hpo =03 € R *"6

HriV4H,)

(17)

ademés ;' (—Hgrprige — ¢ :[0,00) X RP —

RP
2.4 Modelo general de la red

El modelo de los circuitos eléctricos en funcién del voltaje
v la corriente se encuentra dado de la siguiente forma

im = Q '[J = Rlzpm + Q'Gu (18)
donde z, = V,H, € R2t>Xl O = diag{C,L} €

R™*"s5 - Bajo las proposiciones 3,4 y 5 la expresion
matricial del modelo anterior se representa como

‘./VC _ 071 0 —R;l _HCL VC —071
[iL =% ) [HEL T ]+ o Jert
———

A By

(19)
0
L-*HT | "
B
El problema a resolver es plantear una metodologia que
permita recuperar los estados asociados a las cargas que

no son posibles medir, en Arcak and Kokotovic (1999) se
muestra una metodologia de disenio de observadores para
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sistemas que contengan una retroalimentacién no lineal
estatica de los estados no medibles.

3. DISENO DEL OBSERVADOR

Considere el sistema representado por (19) expresado de
la siguiente forma

& = Ax + B1p(Hx) + Bovg
Ym = Cx

donde y,, es la salida medida del sistema, para poder
realizar el disefio de un observador para (20) se debe de
garantizar que el par (A4, C') debe ser observable, es decir,
que el rango de la matriz de observabilidad sea completo,
de ser asi se considera el observador propuesto en Arcak
and Kokotovic (1999)

&= Ai+ B1o(Hi+ K (y—C2))+ Byvgp + L(y—Ci) (22)

donde las matrices K € R™*P y [, € R™*P incluyen al
modelo un término de correccién que debe ser disenado
para garantizar las propiedades del observador.

Si el error se define como & = x — & entonces la dindmica
del error queda definida de la siguiente forma

&= (A—LC)i+ Bi{p(H7) —p(HE+K(y—C2))} (23)

si se considera v = p(Hx) y 0 = p(HE + K(y — C)) y se
plantea el siguiente sistema auxiliar

o(t, z) = p(v) — p(0)
z=v—0=(H-KC)Z

entonces se tiene el siguiente sistema dinamico

(24)

&= (A-LC)Z + B1o(t, 2)
z (25)

(5 — KC)z

se puede observar que (24) poseé una estructura que
en teorfa de sistemas se conoce como Fstructura de
Lure. El objetivo es que £ — x cuando ¢t — oo. Para
demostrar que el objetivo se cumple es necesario analizar
las caracteristicas de estabilidad de la dinamica del error,
se propone la siguiente funcién de Lyapunov

VvV =3"Pz (26)

cuya derivada temporal a lo largo del campo vectorial a
lo largo de la dindmica del error

V = i[(A—LC)'P+P(A—LC)|Z42iPB1(t, z) (27)

para poder caracterizar (27) se deben establecer propieda-
des de (24), uno de los criterios usados para caracterizar
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sistemas tipo Lure es el criterio del circulo, éste dice los
siguiente

Teorema 6. (Criterio del circulo). Considere un sistema
como (24), con A— LC Hurwitz, (A— LC, By) controlable
y (A=LC,($H— KC)) observable y donde ¢(¢, z)[¢(t, z) —
Bz] < 0 Vt > 0. Entonces la funcién de transferencia
asociada al sistema es estrictamente real positiva si y solo
si existen las matrices P = PT > 0 y L ademds de una
constante € > 0 tal que

P(A-LC)+(A-LC)'P=—~LLT —¢cP (28)
PB; = (- KO)T (29)
entonces la derivada toma la siguiente forma
V = —eil Pi — [LZ — V2¢(t, 2))? (30)
< —ei"P# (31)

se puede probar que V es negativa definida si y solo si
existen las matrices P, W y la constante ¢, de ser asi, se
demuestra que & — x de manera asintética.

Para ejemplificar la metodologia se abordardn dos casos,
el primero corresponde a un circuito eléctrico de segundo
orden y el segundo se extiende a una red tipo malla. La
salida medida corresponde a las corrientes de las cargas,
por lo tanto se busca reconstruir el voltaje de las mismas
para poder caracterizar la no linealidad.

4. IMPLEMENTACION Y SIMULACION
4.1 Circuito con una carga

En este caso el circuito evaluado es el que se muestra
en la Figura 1, consta de un inductor en serie con una
resistencia, un capacitor y sus pérdidas conectadas en
paralelo y una carga con relacién de constitucién no lineal.

R L

A/\/N—0000

VE - R

o(Ve)

Figura 1. Circuito con una carga no lineal.

El modelo para dicho circuito es el siguiente

i = [f‘éc éR] [i;] + m ve + [_Oé] p(r1)  (32)

L

L L

donde se considera que sélo es posible medir la corriente
del inductor, es decir, la salida medida es ¥,, = x2; bajo
esta consideracion a continuacion se presentan los resulta-
dos obtendidos de la implementacién del observador para
este caso. Los pardmetros empleados son
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o Voltaje de la carga no lineal

Voltaje[V]

[~ Volae de a carga
|— Voltaje observado de Ia caroal

o 0.005 001 0015 002 0.025

Tiempols]

0,03 0,035 0.04 0.045

. Voltaje del Capacitor

Corriente en el inductor

Corriente[A]

005

[~ Gorenta del ndustor
|—Coriente de observada del inductor]

0.005 001 0015 002 0.025

Tiempols]

0.04 0.045

. Corriente del inductor

Comportamiento de la carga no lineal

[—Carga no ineal

Corriente[A]

005

|— Carga no fineal observada|

008 007

0,05
Tiempols]

Figura 4. Comportamiento de la carga no lineal

En las figuras 2,3 se muestran tanto los estados observados
como los reales, en 4 se muestra el comportamiento no
lineal de la carga para finalmente en 5 se muestra el error
de observacién de ambos estados.

Cuadro 1. Parametros del circuito de la Figura

1
Capacitor C 220[pF)
Inductor L 50[mH)|
Pérdidas Inductor R 20[Q]
Pérdidas Capacitor R¢ 120[€2]
Carga no lineal (V) V3
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510

Error de observacién del voltale

Volajelv]

L
004

L L L L L L
o oot 3 003 005 3 007 008 008 01

Error de observacion de la corriente

GorrentelA]

L L L
004 3

L L L L L
00 003 005 007 008 00 01
Tiempols]

Figura 5. Error de observacién
4.2 Red tipica malla

En este caso el circuito a evaluar corresponde a un circuito
con topologia malla tal y como se muestra en la Figura 6.

‘/L(l\:l(gé- " ‘/']-"fpu
R:lhg
N Ry Lg
T v
gV R
22
Rl:l \V-b N\I[\E
— Lo
5 z

Figura 6. Topologia malla

Para evaluar el observador en esta topologia se consideran
dos fuentes de alimentacién, cinco lineas de transmisién
y dos cargas no lineales, el modelo matematico queda
expresado de la forma (19). Para el circuito propuesto
x € R7, y las matrices caracteristicas de la topologia son
las siguientes

-10 10
10 0 -1
HY, =10 0 HI = |1 -1
0 -1 10
0 —1 01

para la implementacion del observador se considera que es
posible medir todas las corrientes del sistema, por lo tanto
al igual que en el primer caso es necesario reconstruir
los voltajes en los capacitores. Los parametros empleados
para evaluar la red tipo malla son los siguientes

La no linealidad que representa el comportamiento de las
cargas Z1 v Zo es la misma que para el caso anterior.

En las figuras 7, 8 y 9 se muestran los voltajes de las
cargas observados asi como el comportamiento no lineal
que posee la carga.
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Voltaje en a carga

03l — Voltaje enla carga
— Voltaje observado en la cargal

I L I L I L I L I ]
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
sl

vvvvvv

Figura 7. Voltaje en la primera carga

Voltje en a carga

0.4r-

— Voltaje en la segunda carga
— Voltaje observado en la segunda carga

I I I I I I I I I |
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tiompofs]

Figura 8. Voltaje en la segunda carga

Carga1
4

ok
8
b

L L L L L L L L L I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

I I I I I I I I I |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tempo

Figura 9. Comportamiento de la carga no lineal

5. CONCLUSIONES

Dentro del presente trabajo se desarrollo el diseno de
un observador aplicado a circuitos eléctricos empleando

Cuadro 2. Pardmetros para la red malla

Capacitor 1 Cy 220[puF
Capacitor 2 C2 500[pF
Pérdidas Capacitor 1 R¢o1 100[Q?]
Pérdidas Capacitor 2 Rca 100[©?]
Inductor L11 25[mH
Inductor Li2 10lmH
Inductor Lo 50(mH
Inductor Loo 10[mH]|
Inductor L 35[mH]
Pérdidas Inductor Rj1 15[Q2
Pérdidas Inductor Ri2 20[2
Pérdidas Inductor Ro; 10[9]
Pérdidas Inductor Rao 12[Q2
Pérdidas Inductor R 25[Q
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herramientas matematicas que caracterizan propiedades
de interconexién que se presentan de manera natural en
estos sistemas.

Si bien, el enfoque general del trabajo es estudiar circuitos
eléctricos es posible extender la teoria presentada en este
trabajo a los sistemas de potencia SA9 (1994). De manera
concreta en este trabajo.

= Se empleo una metodologia de modelado sistematica
que permite rescatar propiedades de interconexién
en los sistemas.

= Se diseno de manera general un observador con
base en Arcak and Kokotovic (1999) para sistemas
eléctricos con estructura de Lure.

= Se obtuvo de manera particular la implementacion
de dicho observador para dos ejemplos de redes de
ciruitos eléctricos, una red radial de una malla, y una
red malla

Como trabajo futuro y debido a que los sistemas eléctri-
cos de potencia satisfacen las propiedades expuestas en
este trabajo queda el aplicar la metodologia a una red
general de prueba, asi como considerar un tipo de cargas
diferentes como las cargas de potencia constante.
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