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Resumen. En este trabajo se presenta la implementacién electrénica del sistema dindmico
discreto conocido como casa de campana (tent map). En el disefio del circuito electrénico han
sido considerados componentes pasivos y activos, logrando obtener resultados experimentales
del mapeo casa de campana en correspondencia con los resultados de la simulaciones numéricas
del mismo. Al igual que el caso tedrico, el circuito electrénico del mapeo casa de campana
presenta puntos fijos, peridédicos, doblamiento de periodo, caos e intermitencia. El diseno del
circuito electrénico es simple, utiliza componentes comerciales y puede ser construido por

estudiantes a nivel licenciatura.
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1. INTRODUCCION

Los mapeos discretos son generados por ecuaciones en
diferencias o mapeos iterativos. En particular, los ma-
peos unidimensionales (1D) monoparamétricos son las
expresiones matematicas que modelan la evolucién de un
sistema a partir de iterar una variable. En algunas oca-
siones estos mapeos exhiben un comportamiento cadtico.
Debido a que sélo se usa un parametro en el mapeo, se
prefieren los mapeos 1D para el estudio y la aplicacién
del caos, haciendo relativamente simple el calculo y la
implementaciéon del sistema electrénico.

Los sistemas cadticos se pueden clasificar en el dominio del
tiempo (continuo o discreto) y el nimero de dimensiones
del espacio (uno, dos, tres o mds). A diferencia de los
sistemas dindmicos continuos, donde la evolucién del
sistema se describe usando ecuaciones diferenciales, los
sistemas en tiempo discreto no son funciones de tiempo
continuo y las soluciones del sistema se pueden calcular
con el uso de la iteracién, haciendo que los requerimientos
de computo sean significativamente menores.

Tipicamente, un mapeo en una dimensién estd dado por

Tn1 = [ 2n), (1)
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donde =z, es el estado del sistema en la iteraciéon n,
ZTp4+1 es el estado del sistema en la iteracion n + 1y p
es un parametro que puede variar de mapeo a mapeo
y, en algunos casos el valor en el que se origina el
comportamiento cadtico.

Los mapeos 1D discretos se usan en diferentes campos,
tales como la biologia, la ecologia, la medicina, Zeller
et al. (1995), quimica, Simoyi et al. (1982), Usychenko
(2011). Ademas, estos mapeos se han utilizado en sistemas
de procesamiento de informaciéon como redes neuronales
artificiales, Song et al. (2007), comunicacién encriptada,
donde se explota la alta sensibilidad a la condicién ini-
cial para encriptar datos, Martinez-Nonthe et al. (2012),
compuertas légicas electrénicas, Murali et al. (2005) y
generacién de ndmeros aleatorios, Cristina et al. (2012),
Nejati et al. (2008).

El mapeo casa de campana (TM, por sus siglas en inglés
de Tent Map) es un modelo muy simple para estudiar
una gran variedad de fenémenos no lineales y se ha apli-
cado en distintas areas como la biofisica, metereologia,
hidrodindmica, ingenieria quimica, éptica, criptologia y
comunicaciones. En general, cualquier mapeo puede ser
designado electrénicamente, e.g., en Blakely et al. (2007)
y Suneel (2006) se muestra la implementacion fisica del
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Figura 1. Grafica de la funcién del mapeo casa de cam-
pana.

mapeo logistico. Estos circuitos utilizan multiplicadores
analdégicos con una normalizacion de la senal en un fac-
tor de 10. La normalizacién es necesaria debido a las
restricciones fisicas en el multiplicador analdgico, siendo
necesario agregar otra etapa de amplificacion o atenua-
cién, haciendo que el circuito requiera mas componentes.
En general, una gran cantidad de componentes activos
dificulta la extrapolacién directa de estos disenos a altas
frecuencias; ademds, se genera mas ruido eléctrico en la
senal, llegando a tener resultados diferentes entre la teoria
y la practica. A manera de sobreponerse al problema oca-
sionado por el ruido eléctrico, se han propuesto circuitos
integrados utilizando tecnologia CMOS para generar ma-
peos, Tanaka et al. (2000). Desafortunadamente, a estos
circuitos integrados no se les puede variar el parametro
de bifurcacién y no se encuentran disponibles comercial-
mente, lo que motiva a realizar uno que sea accesible
para cualquier alumno o entusiasta en estudiar sistemas
dindmicos.

En el presente trabajo se presenta la implementacién
electrénica del TM. Los resultados del modelo matemati-
co corresponden con los resultados del sistema fisico. El
pardmetro de bifurcacién, u, se puede variar para exa-
minar el diagrama de bifurcacién y las series de tiempo
con dindmica cadtica, haciendo al circuito implementado
ideal para fines didéacticos, e.g., ilustrar puntos fijos o
periédicos, doblamiento de periodo, caos e intermitencia,
entre otros.

El resto del articulo estd organizado de la siguiente
manera. En la Seccién 2, se presentan el diseno del
circuito electrénico para implementar el TM. La Seccién
3 presenta los resultados experimentales. Finalmente, las
conclusiones se dan en la Seccion 4.

2. METODOS Y MATERIALES

El TM es una funcién compuesta por dos lineas rectas
contenidas en el intervalo [0,1] y con pendiente p. El
TM tiene la forma de una casa de campana como se
puede apreciar en la Fig. 1. A pesar de su simplicidad,
el TM exhibe un comportamiento complejo que incluye
periodicidad y caos. La funcién del TM esta dada por
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Figura 2. Diagrama a bloques para realizar un mapeo.
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Figura 3. Diagrama de flujo para implementar f(z,,).
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donde z,, € [0,1] v u € [1,2] representa la pendien-
te/gradiente de las lineas.

2.1 Diseno del circuito TM

El TM se puede dividir principalmente en dos circuitos,
uno encargado de realizar f(z,) y otro para realizar
las iteraciones, i.e., almacenar el valor actual (z,) de
la funcién para ser iterado y obtener el valor siguiente
(zn41) y asi sucesivamente. De acuerdo con la Ec. (2), la
funcién estéa compuesta por dos pendientes, una positiva
(x, < 0.5) y otra negativa (z,, > 0.5). E1 TM se puede
realizar tomando como punto de partida el diagrama a
bloques que se muestra en la Fig. 2.

La funcién f(z,) se puede llevar a cabo utilizando como
base el diagrama a bloques que se muestra en la Fig. 3. Co-
mo se puede apreciar en la Fig. 3, la funcién esta dividida
en dos partes, una para la pendiente positiva (x,, < 0.5)
y otra para la negativa (x,, > 0.5). Dependiendo del valor
de x, se selecciona la senal de salida, z,+1. Dado que
se trabaja con voltajes, considere el siguiente cambio de
variable x, = Vet v g1 = Viarl

En la ausencia de ruido, el TM puede permanecer en
alguno de sus puntos fijos; sin embargo, en los compo-
nentes analdgicos siempre existe ruido, e.g., el ruido palo-
mitas (del inglés popcorn noise), que genera una pequefla
dindmica en el circuito.
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Figura 4. Implementacién electrénica de la funciéon f(z,,).

En la Fig. 4 se muestra el diagrama esquematico del
circuito propuesto para implementar f(x,). El circuito
estd conformado por dos amplificadores operacionales
(AO), uno configurado como amplificador no inversor
(U1A) y el otro como amplificador sumador no inver-
sor (Ul1B), cada AO efectiia la operacién que realizan
los términos uVen: v p(1 — Vepe), respectivamente. La
variacion del pardmetro de bifurcacién, p, se hace con
las resistencias variables R, y Rs. La resistencia Rg se
conecta en serie con R5 para evitar valores de p por debajo
de 1. La seleccién de la senal de salida (Vsq;) se realiza con
un comparador de ventana (U2A y U2B) y un interrup-
tor analégico (U3). El comparador de ventana compara
el valor de V,,; con 0.5 V, dependiendo del valor que
presenta, manda un nivel logico al interruptor analégico
para seleccionar el paso de la senal con pendiente positiva
0 negativa.

Asumiendo el comportamiento ideal de todos los compo-
nentes y haciendo Rs = R4 = R, el circuito de la Fig. 4
puede ser modelado por

%‘/entv si V:ent < 05a
V;al = 1 (3)
@(1 - ‘/;nt)y Si %nt 2 O5a

donde V.,+ v Viar son el voltaje de entrada y salida del
TM, respectivamente.

Las iteraciones de f(x,) se realizan utilizando un cir-
cuito de muestreo y retencién (M/R). Este circuito se
utiliza como una memoria analdgica, la senal de Vi, es
muestreada en un instante dado y su valor se retiene un
determinado tiempo para obtener V.. En la Fig. 5 se
muestra el circuito para implementar las iteraciones del
TM. El bloque (a) de la Fig. 5 se utiliza para poner el
valor de condicién inicial del TM, después de la primera
iteraciéon se cambia la posicién del interruptor para que
se realicen las iteraciones definidas por el usuario.

El circuito se implementa en una tablilla para prototipos
usando componentes comerciales. En la Tabla 1 se mues-
tra la lista de materiales usados en el circuito disenado. El
valor de las resistencias puede ser distinto al propuesto,
por fines practicos se seleccionan los valores mostrados;
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Figura 5. Circuito para realizar las iteraciones.

sin embargo, se puede seleccionar cualquier valor que
satisfaga la Ec. (2).

Tabla 1. Lista de materiales.

Descripcién Etiqueta Valor
Amplificador operacional U1 TLO082
Comparador diferencial U2 LM319
Resistencia R1,R2,R3,R4,R5,R6 15 kQ
Resistencia R7,R8 4.7 k)
Resistencia variable R2,R5 20 k2
Interruptor analégico U3 ADG608B
Muestreo y retencién U4,U5 LF398

3. VALIDACION EXPERIMENTAL

La validacién experimental del comportamiento de f(z,,)
se realiza utilizando el generador de funciones Tektronix
modelo AFG3152C y el osciloscopio Tektronix modelo
TDS3034C. En el generador de funciones se genera un
continuo de valores en el voltaje de entrada y a su vez se
verifica que el circuito no presente anomalias por cambios
continuos en la senal de entrada. En V,,; se conecta el
generador de funciones con una onda triangular de 1 V,,, y
una frecuencia de 50 Hz. El canal 1 (Chl) del osciloscopio
se conecta en V., y el canal 2 (Ch2) en Viq. En la
Fig. 6 se muestran las seniales de interés, V.,; (abajo)
vy Vour (arriba), obtenidas para un valor de p = 1. La
amplitud de V4 es de 500 mV, recordar que la amplitud
méxima que toma f(x,) estd dada por u/2. El valor de
1 se puede ajustar para distintos valores sin problema
alguno, por simplicidad se selecciona p=1. Como se puede
apreciar en la Fig. 6, el circuito implementado emula
el comportamiento de la Ec. (2) para los valores en los
que estd definida la entrada, Ve,: € [0,1]. A pesar de
la reactancia parasita, el ancho de banda finito de los
componentes y otras perturbaciones experimentales, el
circuito electrénico diseniado presenta un comportamiento
cercano al dado por el modelo matemético de la Ec. (2).

La serie temporal de un mapeo cadtico muestra la evolu-
ciéon de la senal de salida en un nimero dado de iteraciones
n. El valor del parametro de bifurcacion establece el
comportamiento del TM. La salida puede ser estable, pe-
riédica o cadtica. Las iteraciones para obtener el diagrama
de bifurcacién del TM se realizan activando y desacti-
vando los circuitos de M/R. El tiempo para activar cada
circuito de M /R lo define cada disefiador, en la aplicacién
presentada se selecciona un ancho de pulso de 1 ms y
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Figura 6. Resultados experimentales de la implementa-
cién de f(x,), Chl es Vi, y Ch2 es Vg
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Figura 7. Series de tiempo del TM para p = 2.

un periodo de 5 ms (200 Hz). Las senales de activacién
estan desfasadas 180° y se generan con el generador de
funciones. Los tiempos pueden variar dependiendo de la
aplicacién. En la Fig. 7 se muestra la serie de tiempo para
4 = 2 y una condicién inicial del z7=0.65 V. Como se
puede apreciar en la Fig. 7, la serie de tiempo toma valores
entre 0 y 1 V, rango en el que estd definida la funcion.
El valor del pardmetro de bifurcacién se puede fijar a
determinados valores ajustando el valor de Ry = R5.

Con la finalidad de explorar el rango dindmico del circuito
propuesto para implementar el TM, se experimenta con
diferentes valores de p, variando el valor de Ry = Rj
desde cero hasta 20 k€). Los datos muestreados de Vi
para distintos valores de i se despliegan en el osciloscopio
y a su vez se almacenan en una memoria USB externa
en un formato de valores separados por comas (CSV). El
nimero de puntos almacenado para cada valor de u es del
10000. Posteriormente, estos datos se procesan en Matlab
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Figura 8. Diagrama de bifurcaciéon del TM.

y se genera el diagrama de bifurcacién utilizando los datos
experimentales. E1 TM se iteré 100 veces, las primeras 10
muestras se eliminaron para suprimir cualquier respuesta
transitoria y mantener el comportamiento a largo plazo.
En la Fig. 8 se muestra el diagrama de bifurcacién
obtenido de manera experimental. Los puntos fijos, las
oscilaciones periddicas, doblamiento de periodo y caos se
pueden apreciar en la Fig. 8, por lo que el circuito exhibe
toda la gama de comportamientos del TM. De hecho, los
resultados experimentales de la dinamica del circuito son
similares a los valores tedricos.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se presento la implementacién electrénica
del TM. El comportamiento experimental del circuito fue
comparado con el comportamiento numérico dado por la
Ec. (2). El circuito disefiado usa componentes analégicos
comerciales, Unicamente contiene amplificadores opera-
cionales, capacitores y resistencias, siendo mas aplicable
desde un punto de vista de la ingenieria. Debido a su
simplicidad, el circuito puede ser facilmente construido en
cualquier laboratorio por estudiantes de nivel licenciatura
y puede ser utilizado con fines didacticos para estudiar
sistemas dindmicos discretos. Ademds, el circuito ofrece
una versién equitativa del caos, accesible para un expe-
rimentador o un entusiasta, al tiempo que proporciona
informacién a un ingeniero o un teorico.
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