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Resumen. La supervisión del buen desempeño de un sistema industrial esta frecuentemente
asociado a la disponibilidad de modelos del comportamiento dinámico de estos sistemas. En
algunos casos la complejidad de los procesos hace dif́ıcil poder disponer de modelos que puedan
ser manejables. En este trabajo se propone un conjunto de herramientas provenientes de la
topoloǵıa para la localización de fallas en sistemas dinámicos de bajo orden. En particular se
asocian ciertos invariantes topológicos con variaciones de parámetros (fuera de ĺımites), las
cuales pueden ser consideradas como fallas. El uso de las herramientas es mostrado con el
sistema de Parris, aunque hay evidencia de aplicaciones con otros sistemas. Las ventajas y
trabajos futuros del esquema propuesto son discutidas.

Keywords: Dynamic systems, Parametric variation, Invariants, Faults, Fault detection, Fault
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1. INTRODUCCIÓN

El incremento de los estándares industriales de seguridad
y confiabilidad en los procesos industriales hace que sea
necesario el establecimiento de procedimientos que apo-
yen el cuplimiento de estos. Las herramientas del control
automático y diagnóstico de fallas pueden servir para
estos propósitos. Existe una amplia literatura referente
al diagnóstico de fallas en sistemas dinámicos, ver por
ejemplo los libros Chen and Patton (1999), Isermann
(2006), Ding (2013), Ding (2014).

El creciente conjunto de requerimientos antes menciona-
dos va de la mano con el incremento de la complejidad
de los sistemas industriales. En general se hace dif́ıcil, en
algunas situaciones, el disponer de modelos manejables,
en forma de ecuaciones diferenciales (o en diferencias), de
los sistemas bajo estudio. Con esto los métodos basados
en modelos pudieran no ser una opción viable. Existen
muchos procedimientos que permiten diagnosticar siste-
mas (principalmente estáticos) utilizando el concepto de
Análisis de Componente Principal (PCA por sus siglas en
inglés) y sus variantes Chiang et al. (2001). Un conjunto
de herramientas asociadas con aplicaciones para sistemas
dinámicos es resumida en Ding (2014). Sin embargo, las
técnicas hacen uso indirecto del modelo (bajo supuestos
de linealidad).

La teoŕıa de nudos es la rama de la topoloǵıa que estudia
el comportamiento de estructuras tridimensionales sin
intersecciones y sus invariantes, Adams (1994).

Un nudo es una trayectoria sin intersecciones en un
especio tridimensional. Uno de los principales objetivos
de la teoŕıa de nudos es distinguir si dos trayectorias que
a simple vista lucen diferentes, representan en realidad al
mismo nudo, Adams (1994).

La teoŕıa de nudos inició su desarrollo formal alrededor del
siglo XVIII, ver por ejemplo el problema de los puentes de
Köningsberg en Euler (1736). Posteriormente la teoŕıa del
ether, la cual propońıa que toda la materia era resultado
de los distintos embebimientos del ether, propició un
crecimiento en el estudio de los nudos y a su vez se
generaron las primeras tablas de nudos, de las cuales, la
tabla de nudos de Tait aún es utilizada como referencia.

Desafortunadamente para la teoŕıa de nudos aplicada a la
f́ısica, la comprobación de la ausencia del ether frenó la
investigación en el área de nudos, Michelson and Morley
(1887).

Fue hasta finales de la decada de los 70’s y principios de
los 80’s que la teoŕıa de nudos volvió a tener relevancia
en el área de las ciencias aplicadas al desarrollarse el
polinomio de Jones, el cual marcó un hito en la teoŕıa de
nudos, al proponer un invariante topológico de utilidad
para estas ramas.
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Posterior al polinomio de Jones, se ha presentado una
nueva explosión en la investigación de la teoŕıa de nudos,
al desarrollarse nuevos y mejores invariantes, permitiendo
una aplicación de esta teoŕıa y sus metodoloǵıas a distin-
tas disciplinas aplicadas, tales como la f́ısica, Kauffman
(1991), la qúımica, C. A. Hunter (2001) y la bioloǵıa,
Olavarrieta et al. (2002), Oleg and Fritz (2005).

En este trabajo se propone el uso de herramientas pro-
venientes de la topoloǵıa de baja dimensión para extraer
indicadores (invariantes) de la operación del sistema. Den-
tro de las diferentes opciones disponibles se consideran
los invariantes que han mostrado tener sensibilidad a
ciertas variaciones de parametros. Una ventaja es que
no se presupone (ni utiliza) un modelo matemático para
la determinación de los invariantes. Los invariantes se
obtienen del análisis de las trayectorias (mediciones) del
sistema. Esto implica que el análisis debe de ser realizado
fuera de ĺınea. La propuesta es mostrada mediante el
sistema de Parris (1977) aśı como una aplicación, por
último se discute el trabajo futuro.

2. PRELIMINARES

En esta sección se introducen los conceptos que forman
la base de la propuesta de este trabajo. Se comienza
introduciendo la topoloǵıa de baja dimensión e invariantes
topológicos aśı como de los conceptos de detección y
aislamiento de fallas.

2.1 Topoloǵıa de baja dimensión, teoŕıa de nudos.

La topoloǵıa es la rama de las matemáticas dedicada al es-
tudio de aquellas propiedades de los cuerpos geométricos
que permanecen inalteradas por transformaciones conti-
nuas, Stewart (1988). Es una disciplina que estudia las
propiedades de los espacios topológicos y las funciones
continuas.

La mayoŕıa de los sistemas dinámicos de tercer orden
admite una representación en un espacio de estados tri-
dimensional, Perko (2001). Una herramienta que puede
utilizarse para estudiar el comportamiento de estos siste-
mas es la topoloǵıa de baja dimensión, mediante la teoŕıa
de nudos. La teoŕıa de nudos es una rama de la topoloǵıa
que estudia los embebimientos tridimensionales.

Un embebimiento anudado es entonces una propiedad que
no cambia bajo deformaciones continuas, sin embargo, un
cambio suficientemente fuerte, puede modificar la estruc-
tura topolgica de la trayectoria, e.g. una ciruǵıa. Esta
anudación de la trayectoria podŕıa ayudar a comprender y
distinguir entre otras cosas, la complejidad de un sistema,
aśı como el comportamiento del mismo.

2.2 Herramienta topológica

Un invariante en teoŕıa de nudos, es una propiedad
topológica que se mantiene ante variaciones suaves de
las trayectorias tridimensionales anudadas. Un cambio

importante del sistema, se puede registrar como una
alteración en el invariante.

Un nudo es una trayectoria tridimensional (Γ) que no
posee intersecciones en su recorrido y cuyo inicio y fin
coinciden, como se muestra en 1 la figura 1.

Figura 1. Representación planar de un nudo.

Los nudos pueden ser deformados de manera suave por
medio de los movimientos de Reidemeister, los cuales se
indican en la figura 2.

R1 R2 R3

Figura 2. Movimientos bsicos de Reidemeister.

Estos movimientos son isomorfismos que modifican la geo-
metŕıa local de la trayectoria pero mantienen la topoloǵıa
del objeto.

La estructura topológica de la trayectoria puede ser
indicada por medio de un invariante, al cual también
le podemos llamar “firma topológica”. Existen diversos
invariantes topológicos, e.g. los polinomios de Alexander
(1928), Jones (1985), Kauffman (1987) y el H.O.M.F.L.Y.
Freyd et al. (1985) por citar algunos.

En este trabajo utilizaremos el Polinomio de Alexander
el cual se define como:
Definición 2.1. El polinomio de Alexander de un enlace
o nudo orientado L, es el determinante det(xM−x−1MT )
donde M es cualquier matriz válida de superficie de
Seifert para L. Es un polinómio de Laurent en Z

[

x±1
]

con coeficientes enteros y potencias positivas y negativas.
Véase Cromwell (2004).

El invariante topológico de la curva Γ se forma a partir
de la información de los cruces que posee la trayectoria
del sistema, Adams (1994).

2.3 Detección y aislamiento de fallas

La redundancia de información se utiliza para determinar
si una falla se presenta en un sistema. Una forma de
redundancia se logra mediante el duplicado y triplicado
1 Tomado del sitio “The knotPlot Site”
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de elementos de medición, actuadores y en algunos casos
de componentes de un sistema. La redundancia también
puede ser anaĺıtica, cuando la información sobre las
señales que se miden es obtenida mediante el uso de
modelos.

Generalmente los modelos de un sistema se utiliza para es-
timar el valor de la salida. La diferencia entre la medición
de la salida y la estimación sirve para construir una señal
que dependa idealmente solo de la falla (en caso de que
esta este presente), esta señal es denominada residuo, que
es cercana a cero en caso de que no haya fallas presentes
en el sistema. Ver figura 3.

sistema

modelo

Σ

−

r(t)
u(t)

y(t)

y(t)^ 

Figura 3. Esquema general para la detección de fallas

Diferentes métodos dependen de los diferentes tipos de
modelos que se pueden obtener. En ocasiones, en lugar de
utilizar el modelo directamente se utiliza un observador
(modelo más factor de corrección del error de estimación).
En este caso se cuenta con un grado de libertad adicional
en la selección de la ganancia del observador que puede
servir para determinar el radio de convergencia del error
de estimación a cero en ausencia de fallas. La ganancia
del observador puede ser utilizada para discriminar entre
fallas, para enfatizar el efecto de algunas sobre otras en
el residuo, como puede ser apreciado en Frank (1990);
Alcorta Garcia and Frank (1999)

La forma en la que la ganancia es selecionada puede
permitir en muchos casos no solo lograr la detección,
sino también el aislamiento de fallas. Quedando solo un
paso más para lograr el diagnóstico de fallas: mediante la
identificación de la falla.

Una situación diferente se presenta cuando no se dispone
inicialmente de modelos. En estos casos existe en la
literatura una amplia gama de propuestas, como puede
ser apreciado en Ding (2014). En general los esquemas
libres de modelo operan en dos pasos: con datos entrada-
salida sin fallas se estima un modelo o bien un generador
de residuos. Una vez que se dispone de este generador de
residuos (o modelo) se utiliza en una segunda fase para
realizar la detección y/o aislamiento de las fallas. Cabe
mencionar que que estas técnicas presuponen un modelo
en forma de ecuación en diferencias o bien diferencial.

Note que aun y cuando estos últimos métodos destacan
que no necesitan de un modelo del sistema (al menos
inicialmente), finalmente terminan infiriendo el modelo
e implementandolo. Esto último resulta, sin embargo
transparente para el usuario.

3. CASOS DE ESTUDIO

En esta sección se presentan el sistema de Parris (1977), el
cual nos permite mostrar un ejemplo básico de operación
del método de análisis topológico y el ejemplo práctico de
aplicación a la asociación con cardiopat́ıas.

3.1 Ejemplo anaĺıtico: descripción del sistema de Parris

El sistema descrito en Parris (1977) es un sistema dinámi-
co tridimensional que, dependiendo de las condiciones
iniciales y el valor de los coeficientes m y n, posee tra-
yectorias anudadas.

ẋ1 = −mx2 + nx1x3

ẋ2 = mx1 + nx2x3

ẋ3 = (
n

2
)(1 + x2

3
− x2

1
− x2

2
)

(1)

donde m y n ∈ N .

Los nudos generados a partir del sistema 1 son tóricos, lo
que significa que existen sobre una superficie toroidal.

Las condiciones iniciales para el caso básico de estudio
son: x1(0) = −2,5, x2(0) = 2,5, x3(0) = 0,78, y el valor
de m = 2 y n = 3, lo cual nos da la trayectoria Γ =
el nudo trébol. La gráfica de las señales x1, x2 y x3 Vs.
tiempo t se muestran en la figura 4.

Figura 4. Señales Vs. tiempo.

La gráfica anudada del sistema (1) en R3 y R2 se muestra
en la figura 5, donde se muestran tres distintas vistas de
la misma trayectoria, haciendose evidente el nudo trébol
en la vista superior (c).

Para detectar si el embebimiento del sistema presenta
anudación, se analizan las 3 series de tiempo por medio
de un algoritmo de detección de cruces descrito en Dı́az
Romero (2007). El periodo en el cual se analiza el sistema
es señalada en la figura 6.

A partir del periodo citado se obtienen los puntos de cruce
del nudo K:
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Figura 5. Representación tridimensional del sistema.

Punto de 

intersección

Figura 6. Periodo de análisis del sistema.

K =

-0.4700 -0.1700 -0.8600 0.0567
0.3800 -0.3200 0.8600 0.1612
0.0900 0.4900 -0.8600 0.2663

-0.4700 -0.1700 0.8700 0.3711
0.3800 -0.3200 -0.8600 0.4758
0.0900 0.4900 0.8600 0.5802

Los puntos anteriores se representan en la figura 7

Punto de cruce

Figura 7. Puntos de cruce del sistema.

Posteriormente se utiliza una aplicación de análisis to-
pológico tal como Regina Burton et al. (1999–2017) o

Kebap 2 , lo cual arroja el invariante esperado para un
nudo trébol: t2 − t+ 1.

3.2 Consideraciones

La principal consideración a tomar en cuenta es que
el comportamiento del sistema debe de ser ćıclico. El
método falla cuando la trayectoria del sistema presenta
intersecciones, sin embargo, este caso no se presenta en
el sistema 1, debido a que vive en una superficie toroidal.
Siempre y cuando los coeficientes m y n sean números
enteros, el sistema de Parris genera un nudo toroidal
propio.

En los casos en los cuales el inicio y el final del periodo
no coinciden de manera perfecta, el nudo queda abierto,
sin embargo es posible generar una “cerradura” para el
nudo, de manera que se pueda llevar a cabo el análisis
topológico del mismo.

Para el propósito del análisis de fallas, se propone que
el cambio en los valores de los parámetros, cambiaŕıa el
comportamiento del sistema, lo cual seŕıa detectable por
medio del cambio de invariante del sistema.

3.3 Ejemplo práctico: diagnóstico de cardiopat́ıas

En el sistema de salud, la prevalencia de enfermedades
del corazón se caracteriza como una pandemia a nivel
mundial. La identificación de cardiopat́ıas presenta un
rezago en su implementación.

El análisis de señales del corazón permite detectar ano-
maĺıas en su desempeño, por lo que el uso del electro-
cardiográma es suficientemente difundido en cĺınicas a
nivel global. Un filtrado previo de electrocardiogramas
representaŕıa un alivio a la carga de los especialistas,
pudiendo centrar sus esfuerzos en aquellos casos que pre-
sentan alguna anomaĺıa.

El método de análisis de señales por medio de teoŕıa de
nudos se aplicó a este problema, vease Rivas-Cisneros
et al. (2014). Para llevar a cabo el estudio, se utilizó
la base de datos de Physionet, Goldberger et al. (2000
(June 13). El resultado del análisis para diversas señales
relacionadas a cardiopat́ıas detectó variaciones en el com-
portamiento normal del corazón. La figura 8 muestra una
representación tridimensional de la información contenida
en un electrocardiograma, la lectura corresponde a un
paciente sano, el invariante asociado es el más sencillo,
en la tabla de nudos es llamado el “no nudo”, es decir
Γ = 1. Por otro lado, la figura 9 muestra el embebimiento
tridimensional de un electrocadiograma para un paciente
enfermo, el invariante del nudo en este caso es Γ = t4 −

5t3 + 7t2 − 5t+ 1.

2 En este caso se utilizó el paquete KEBAP, Software-Praktikums

II group y Uni Hannover.
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Figura 8. Representación tridimensional de un electrocar-
diograma, paciente sano.

Figura 9. Representación tridimensional de un electrocar-
diograma, paciente con cadiopat́ıa.

4. CONCLUSION

En este trabajo se presentó una herramienta que enrique-
ce el estudio de sistemas en los cuales se pueden presen-
tar fallas. Estas herramientas, tomadas de la topoloǵıa,
permiten asociar cambios en parámetros (es decir fallas
en el sistema) a invariantes topológicos. Un cambio en la
dinámica del sistema provoca un cambio en la estructura
del invariante topológico. El enfoque propuesto es aplica-
ble a sistemas de los cuales se puedan extraer trayectorias
tridimensionales. El enfoque propuesto no pretende sus-
tituir a las herramientas existentes en el diagnóstico de
fallas sino que, mas bien, complementar la ya existentes
y proporcionar alternativas para cuando no se dispone de
modelos o cuando los modelos son de tal complejidad que
los procedimientos conocidos no aplican.

4.1 Trabajos futuros

Se esta trabajando en la aplicacion de estos conceptos a
sistemas industriales.
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