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Resumen. La supervision del buen desempeno de un sistema industrial esta frecuentemente
asociado a la disponibilidad de modelos del comportamiento dindmico de estos sistemas. En
algunos casos la complejidad de los procesos hace dificil poder disponer de modelos que puedan
ser manejables. En este trabajo se propone un conjunto de herramientas provenientes de la
topologia para la localizacién de fallas en sistemas dindmicos de bajo orden. En particular se
asocian ciertos invariantes topoldgicos con variaciones de pardmetros (fuera de limites), las
cuales pueden ser consideradas como fallas. El uso de las herramientas es mostrado con el
sistema de Parris, aunque hay evidencia de aplicaciones con otros sistemas. Las ventajas y
trabajos futuros del esquema propuesto son discutidas.

Keywords: Dynamic systems, Parametric variation, Invariants, Faults, Fault detection, Fault
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1. INTRODUCCION

El incremento de los estandares industriales de seguridad
y confiabilidad en los procesos industriales hace que sea
necesario el establecimiento de procedimientos que apo-
yen el cuplimiento de estos. Las herramientas del control
automatico y diagnostico de fallas pueden servir para
estos propoésitos. Existe una amplia literatura referente
al diagnodstico de fallas en sistemas dinamicos, ver por
ejemplo los libros Chen and Patton (1999), Isermann
(2006), Ding (2013), Ding (2014).

El creciente conjunto de requerimientos antes menciona-
dos va de la mano con el incremento de la complejidad
de los sistemas industriales. En general se hace dificil, en
algunas situaciones, el disponer de modelos manejables,
en forma de ecuaciones diferenciales (o en diferencias), de
los sistemas bajo estudio. Con esto los métodos basados
en modelos pudieran no ser una opcién viable. Existen
muchos procedimientos que permiten diagnosticar siste-
mas (principalmente estéticos) utilizando el concepto de
Anélisis de Componente Principal (PCA por sus siglas en
inglés) y sus variantes Chiang et al. (2001). Un conjunto
de herramientas asociadas con aplicaciones para sistemas
dindmicos es resumida en Ding (2014). Sin embargo, las
técnicas hacen uso indirecto del modelo (bajo supuestos
de linealidad).
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La teoria de nudos es la rama de la topologia que estudia
el comportamiento de estructuras tridimensionales sin
intersecciones y sus invariantes, Adams (1994).

Un nudo es una trayectoria sin intersecciones en un
especio tridimensional. Uno de los principales objetivos
de la teoria de nudos es distinguir si dos trayectorias que
a simple vista lucen diferentes, representan en realidad al
mismo nudo, Adams (1994).

La teorfa de nudos inici6 su desarrollo formal alrededor del
siglo XVIII, ver por ejemplo el problema de los puentes de
Kéningsberg en Euler (1736). Posteriormente la teorfa del
ether, la cual proponia que toda la materia era resultado
de los distintos embebimientos del ether, propicié un
crecimiento en el estudio de los nudos y a su vez se
generaron las primeras tablas de nudos, de las cuales, la
tabla de nudos de Tait aun es utilizada como referencia.

Desafortunadamente para la teoria de nudos aplicada a la
fisica, la comprobacién de la ausencia del ether frené la
investigacién en el area de nudos, Michelson and Morley
(1887).

Fue hasta finales de la decada de los 70’s y principios de
los 80’s que la teoria de nudos volvié a tener relevancia
en el drea de las ciencias aplicadas al desarrollarse el
polinomio de Jones, el cual marcé un hito en la teoria de
nudos, al proponer un invariante topoldgico de utilidad
para estas ramas.
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Posterior al polinomio de Jones, se ha presentado una
nueva explosion en la investigacion de la teoria de nudos,
al desarrollarse nuevos y mejores invariantes, permitiendo
una aplicacién de esta teoria y sus metodologias a distin-
tas disciplinas aplicadas, tales como la fisica, Kauffman
(1991), la quimica, C. A. Hunter (2001) y la biologfa,
Olavarrieta et al. (2002), Oleg and Fritz (2005).

En este trabajo se propone el uso de herramientas pro-
venientes de la topologia de baja dimensién para extraer
indicadores (invariantes) de la operacién del sistema. Den-
tro de las diferentes opciones disponibles se consideran
los invariantes que han mostrado tener sensibilidad a
ciertas variaciones de parametros. Una ventaja es que
no se presupone (ni utiliza) un modelo matemético para
la determinacién de los invariantes. Los invariantes se
obtienen del anélisis de las trayectorias (mediciones) del
sistema. Esto implica que el andlisis debe de ser realizado
fuera de linea. La propuesta es mostrada mediante el
sistema de Parris (1977) as{ como una aplicacién, por
ultimo se discute el trabajo futuro.

2. PRELIMINARES

En esta seccién se introducen los conceptos que forman
la base de la propuesta de este trabajo. Se comienza
introduciendo la topologia de baja dimensién e invariantes
topoldgicos asi como de los conceptos de deteccién y
aislamiento de fallas.

2.1 Topologia de baja dimension, teoria de nudos.

La topologia es la rama de las matematicas dedicada al es-
tudio de aquellas propiedades de los cuerpos geométricos
que permanecen inalteradas por transformaciones conti-
nuas, Stewart (1988). Es una disciplina que estudia las
propiedades de los espacios topoldgicos y las funciones
continuas.

La mayoria de los sistemas dindmicos de tercer orden
admite una representacién en un espacio de estados tri-
dimensional, Perko (2001). Una herramienta que puede
utilizarse para estudiar el comportamiento de estos siste-
mas es la topologia de baja dimensién, mediante la teoria
de nudos. La teoria de nudos es una rama de la topologia
que estudia los embebimientos tridimensionales.

Un embebimiento anudado es entonces una propiedad que
no cambia bajo deformaciones continuas, sin embargo, un
cambio suficientemente fuerte, puede modificar la estruc-
tura topolgica de la trayectoria, e.g. una cirugia. Esta
anudacion de la trayectoria podria ayudar a comprender y
distinguir entre otras cosas, la complejidad de un sistema,
asi como el comportamiento del mismo.

2.2 Herramienta topoldgica
Un invariante en teoria de nudos, es una propiedad

topoldgica que se mantiene ante variaciones suaves de
las trayectorias tridimensionales anudadas. Un cambio
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importante del sistema, se puede registrar como una
alteracion en el invariante.

Un nudo es una trayectoria tridimensional (I') que no
posee intersecciones en su recorrido y cuyo inicio y fin
coinciden, como se muestra en ! la figura 1.
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N

Figura 1. Representacién planar de un nudo.

Los nudos pueden ser deformados de manera suave por
medio de los movimientos de Reidemeister, los cuales se
indican en la figura 2.
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Figura 2. Movimientos bsicos de Reidemeister.

Estos movimientos son isomorfismos que modifican la geo-
metria local de la trayectoria pero mantienen la topologia
del objeto.

La estructura topoldgica de la trayectoria puede ser
indicada por medio de un invariante, al cual también
le podemos llamar “firma topolégica”’. Existen diversos
invariantes topoldgicos, e.g. los polinomios de Alexander
(1928), Jones (1985), Kauffman (1987) y el HLO.M.F.L.Y.
Freyd et al. (1985) por citar algunos.

En este trabajo utilizaremos el Polinomio de Alexander
el cual se define como:

Definicién 2.1. El polinomio de Alexander de un enlace
o nudo orientado L, es el determinante det(xM—z~*MT)
donde M es cualquier matriz vdlida de superficie de
Seifert para L. Es un polindmio de Laurent en Z [a:il]
con coeficientes enteros y potencias positivas y negativas.
Véase Cromwell (2004).

El invariante topolégico de la curva I' se forma a partir
de la informacién de los cruces que posee la trayectoria
del sistema, Adams (1994).

2.8 Deteccion y aislamiento de fallas
La redundancia de informacion se utiliza para determinar

si una falla se presenta en un sistema. Una forma de
redundancia se logra mediante el duplicado y triplicado

1 Tomado del sitio “The knotPlot Site”
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de elementos de medicién, actuadores y en algunos casos
de componentes de un sistema. La redundancia también
puede ser analitica, cuando la informacién sobre las
senales que se miden es obtenida mediante el uso de
modelos.

Generalmente los modelos de un sistema se utiliza para es-
timar el valor de la salida. La diferencia entre la medicién
de la salida y la estimacién sirve para construir una senal
que dependa idealmente solo de la falla (en caso de que
esta este presente), esta sefial es denominada residuo, que
es cercana a cero en caso de que no haya fallas presentes
en el sistema. Ver figura 3.

y(t)
(t)

sistema

u(t)

(0

Figura 3. Esquema general para la deteccién de fallas

modelo

Diferentes métodos dependen de los diferentes tipos de
modelos que se pueden obtener. En ocasiones, en lugar de
utilizar el modelo directamente se utiliza un observador
(modelo més factor de correccién del error de estimacion).
En este caso se cuenta con un grado de libertad adicional
en la seleccién de la ganancia del observador que puede
servir para determinar el radio de convergencia del error
de estimacién a cero en ausencia de fallas. La ganancia
del observador puede ser utilizada para discriminar entre
fallas, para enfatizar el efecto de algunas sobre otras en
el residuo, como puede ser apreciado en Frank (1990);
Alcorta Garcia and Frank (1999)

La forma en la que la ganancia es selecionada puede
permitir en muchos casos no solo lograr la deteccidén,
sino también el aislamiento de fallas. Quedando solo un
paso mas para lograr el diagnostico de fallas: mediante la
identificacion de la falla.

Una situacién diferente se presenta cuando no se dispone
inicialmente de modelos. En estos casos existe en la
literatura una amplia gama de propuestas, como puede
ser apreciado en Ding (2014). En general los esquemas
libres de modelo operan en dos pasos: con datos entrada-
salida sin fallas se estima un modelo o bien un generador
de residuos. Una vez que se dispone de este generador de
residuos (o modelo) se utiliza en una segunda fase para
realizar la deteccién y/o aislamiento de las fallas. Cabe
mencionar que que estas técnicas presuponen un modelo
en forma de ecuacién en diferencias o bien diferencial.

Note que aun y cuando estos tltimos métodos destacan
que no necesitan de un modelo del sistema (al menos
inicialmente), finalmente terminan infiriendo el modelo
e implementandolo. Esto ultimo resulta, sin embargo
transparente para el usuario.
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3. CASOS DE ESTUDIO

En esta seccidn se presentan el sistema de Parris (1977), el
cual nos permite mostrar un ejemplo bésico de operacién
del método de andlisis topoldgico y el ejemplo practico de
aplicacién a la asociacién con cardiopatias.

3.1 Ejemplo analitico: descripcion del sistema de Parris

El sistema descrito en Parris (1977) es un sistema dindmi-
co tridimensional que, dependiendo de las condiciones
iniciales y el valor de los coeficientes m y n, posee tra-
yectorias anudadas.

1 = —mxy + Nr1x3

To = Mx1 + NToTs3 (1)
: n 2 2 2

T3 = (2)(1+173 Ty — x3)

donde my n € N.

Los nudos generados a partir del sistema 1 son toricos, lo
que significa que existen sobre una superficie toroidal.

Las condiciones iniciales para el caso bésico de estudio
son: 1(0) = —2,5, 22(0) = 2,5, x5(0) = 0,78, y el valor
de m = 2y n = 3, lo cual nos da la trayectoria I' =
el nudo trébol. La grafica de las senales x1, 2 y x3 Vs.
tiempo ¢ se muestran en la figura 4.

4
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Figura 4. Senales Vs. tiempo.

La gréfica anudada del sistema (1) en R® y R? se muestra
en la figura 5, donde se muestran tres distintas vistas de
la misma trayectoria, haciendose evidente el nudo trébol
en la vista superior (c).

Para detectar si el embebimiento del sistema presenta
anudacién, se analizan las 3 series de tiempo por medio
de un algoritmo de deteccién de cruces descrito en Diaz
Romero (2007). El periodo en el cual se analiza el sistema
es sefialada en la figura 6.

A partir del periodo citado se obtienen los puntos de cruce
del nudo K:
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Figura 5. Representacién tridimensional del sistema.
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Figura 6. Periodo de andlisis del sistema.

K =
-0.4700 -0.1700 -0.8600 0.0567
0.3800 -0.3200 0.8600 0.1612
0.0900 0.4900 -0.8600 0.2663
-0.4700 -0.1700 0.8700 0.3711
0.3800 -0.3200 -0.8600 0.4758
0.0900 0.4900 0.8600 0.5802

Los puntos anteriores se representan en la figura 7

3

2

0

s

S AN

Punto de cruce

Figura 7. Puntos de cruce del sistema.

1

Posteriormente se utiliza una aplicacién de analisis to-
poldgico tal como Regina Burton et al. (1999-2017) o
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Kebap?2, lo cual arroja el invariante esperado para un
nudo trébol: t2 — ¢ + 1.

3.2 Consideraciones

La principal consideracién a tomar en cuenta es que
el comportamiento del sistema debe de ser ciclico. El
método falla cuando la trayectoria del sistema presenta
intersecciones, sin embargo, este caso no se presenta en
el sistema 1, debido a que vive en una superficie toroidal.
Siempre y cuando los coeficientes m y n sean numeros
enteros, el sistema de Parris genera un nudo toroidal
propio.

En los casos en los cuales el inicio y el final del periodo
no coinciden de manera perfecta, el nudo queda abierto,
sin embargo es posible generar una “cerradura” para el
nudo, de manera que se pueda llevar a cabo el andlisis
topolégico del mismo.

Para el proposito del andlisis de fallas, se propone que
el cambio en los valores de los parametros, cambiaria el
comportamiento del sistema, lo cual seria detectable por
medio del cambio de invariante del sistema.

3.8 Ejemplo prdctico: diagndstico de cardiopatias

En el sistema de salud, la prevalencia de enfermedades
del corazén se caracteriza como una pandemia a nivel
mundial. La identificacion de cardiopatias presenta un
rezago en su implementacion.

El anélisis de senales del corazon permite detectar ano-
malias en su desempeno, por lo que el uso del electro-
cardiograma es suficientemente difundido en clinicas a
nivel global. Un filtrado previo de electrocardiogramas
representaria un alivio a la carga de los especialistas,
pudiendo centrar sus esfuerzos en aquellos casos que pre-
sentan alguna anomalia.

El método de andlisis de senales por medio de teoria de
nudos se aplicé a este problema, vease Rivas-Cisneros
et al. (2014). Para llevar a cabo el estudio, se utilizé
la base de datos de Physionet, Goldberger et al. (2000
(June 13). El resultado del andlisis para diversas senales
relacionadas a cardiopatias detectd variaciones en el com-
portamiento normal del corazén. La figura 8 muestra una
representacién tridimensional de la informacién contenida
en un electrocardiograma, la lectura corresponde a un
paciente sano, el invariante asociado es el mas sencillo,
en la tabla de nudos es llamado el “no nudo”, es decir
I' = 1. Por otro lado, la figura 9 muestra el embebimiento
tridimensional de un electrocadiograma para un paciente
enfermo, el invariante del nudo en este caso es I' = t* —
53 + Tt2 — 5t + 1.

2 En este caso se utilizé el paquete KEBAP, Software-Praktikums
IT group y Uni Hannover.
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Figura 8. Representacién tridimensional de un electrocar-
diograma, paciente sano.

Figura 9. Representacién tridimensional de un electrocar-
diograma, paciente con cadiopatia.

4. CONCLUSION

En este trabajo se presenté una herramienta que enrique-
ce el estudio de sistemas en los cuales se pueden presen-
tar fallas. Estas herramientas, tomadas de la topologia,
permiten asociar cambios en pardmetros (es decir fallas
en el sistema) a invariantes topolégicos. Un cambio en la
dindmica del sistema provoca un cambio en la estructura
del invariante topoldgico. El enfoque propuesto es aplica-
ble a sistemas de los cuales se puedan extraer trayectorias
tridimensionales. El enfoque propuesto no pretende sus-
tituir a las herramientas existentes en el diagndstico de
fallas sino que, mas bien, complementar la ya existentes
y proporcionar alternativas para cuando no se dispone de
modelos o cuando los modelos son de tal complejidad que
los procedimientos conocidos no aplican.

4.1 Trabajos futuros

Se esta trabajando en la aplicacion de estos conceptos a
sistemas industriales.
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