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Resumen: Este art́ıculo propone una estrategia de control no lineal para resolver el problema
de seguimiento de trayectoria en un cuatrirotor con una carga suspendida. El acoplamiento,
a través de un término cuadrático, entre el ángulo de la carga y la dinámica lateral de la
carga transportada por el cuatrirotor impide la aplicación de resultados de estabilidad para
sistemas en cascada por lo que se recurre al estudio de la aproximación local de la dinámica
en lazo cerrado. Se concluye estabilidad local asintótica bajo restricciones estándar sobre las
trayectorias deseadas. Los resultados teóricos se validan por medio de simulaciones numéricas.
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1. INTRODUCCIÓN

Actualmente existe un creciente interés en transporte de
cargas utilizando veh́ıculos aéreos no tripulados (VANT),
tanto de ala fija como rotativa. Entre los veh́ıculos de
ala rotativa, destacan los multirotores. En la literatura se
han reportado diversos enfoques para sujetar la carga al
veh́ıculo de transporte, dependiendo de la tarea a realizar.
Por ejemplo, en (Mellinger et al., 2011) una garra sostiene
la carga manteniéndola pegada al cuerpo del veh́ıculo;
el tipo de sujeción produce dificultades al aumentar la
inercia rotacional del veh́ıculo, limitando las maniobras de
vuelo. Una segunda opción para transportar una carga, es
suspenderla por medio de cables de uno o varios veh́ıculos.
El problema de seguimiento de trayectoria o regulación
para un veh́ıculo multirotor con carga suspendida se ha
resuelto en la literatura utilizando diferentes enfoques de
control. Por ejemplo, en (Guerrero-Sánchez et al., 2017) se
considera un modelo dinámico con estructura Hamiltonia-
na con puertos y se propone una ley de control basada en
la técnica IDA-PBC, limitado a resolver regulación de la
carga. En (Sreenath et al., 2013) utilizan la propiedad de
planitud del sistema h́ıbrido para desarrollar un contro-
lador no lineal, se paga el precio de imponer restricciones
fuertes para la estabilidad del controlador. (Palunko et al.,
2012) utilizan un enfoque de programación dinámica para
generar trayectorias ágiles libres de oscilación sobre la
carga, lo que resuelve el problema para ciertas trayec-
torias. Por otra parte (Pizetta et al., 2015) presentan
una solución con un controlador por linealización exacta
sin prueba de estabilidad del controlador propuesto. Otra
técnica de control no lineal utilizada para resolver este
problema es por modos deslizantes, presentada por (Kui
et al., 2017). Otros problemas resueltos en este tipo de

sistemas es para el despegue autónomo del veh́ıculo para
la etapa de levantamiento de la carga, como se ve puede
ver en (Cruz and Fierro, 2014).(Klausen et al., 2015) pro-
ponen una estrategia de control basada en backstepping
de un modelo perturbado que elimina singularidades del
modelo. Recientemente, (Zúñiga et al., 2018) proponen
una estrategia no lineal que intenta atenuar las oscilacio-
nes de la carga y extienden el resultado al caso de dos
veh́ıculos transportando la carga.
En este trabajo se propone una nueva estrategia de con-
trol no lineal para resolver el problema de seguimiento
de trayectoria sobre la carga transportada por un veh́ıcu-
lo cuatrirotor, basado en un modelo que aprovecha las
caracteŕısticas entre las fuerzas que interactúan sobre el
cuatrirotor y la carga suspendida a través de un cable.
La dinámica está descrita en el plano XeZe y la estruc-
tura que se obtiene permite proponer la estrategia de
control. Se recurre al estudio de la aproximación local
de la dinámica en lazo cerrado para concluir estabilidad
local asintótica bajo restricciones estándar sobre las tra-
yectorias deseadas, debido al acoplamiento de un termino
cuadrático presenten entre el ángulo de la carga y la
dinámica lateral de la carga transportada por el cua-
trirotor. Este art́ıculo se organiza de la siguiente forma.
La primera sección presenta el modelo matemático, en el
plano, de un veh́ıculo cuatrirotor transportando una carga
suspendida; el modelo se obtiene a partir de la segunda
ley de Newton. En la segunda Sección se desarrolla la
estrategia de control no lineal, con la cual se resuelve el
problema de seguimiento de trayectorias, y se presenta
el análisis de estabilidad de la dinámica en lazo cerrado.
La cuarta Sección contiene los resultados de simulación
numérica. Finalmente, se presentan conclusiones sobre
este trabajo.
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Figura 1. Cuatrirotor con carga en el plano XeZe

2. MODELO DINÁMICO DE UN CUATRIROTOR
CON CARGA SUSPENDIDA

Esta sección describe el modelo del cuatrirotor con carga
suspendida. El modelo se obtiene a partir de la segunda
Ley de Newton. El modelo final se escribe en una forma
particular que explota las caracteŕısticas de la fuerza de
interacción entre el cuatrirotor y la carga suspendida.
El modelo dinámico se obtiene bajo las suposiciones
siguientes:

1) El cuerpo del veh́ıculo es ŕıgido e indeformable.
2) El cable no tiene masa y no se elonga.
3) El cable se conecta directamente en el centro de masa

del cuatrirotor.
4) La masa colgante es puntual y los efectos aero-

dinámicos sobre ella son despreciables.

Considere un veh́ıculo con una carga suspendida como el
que se observa en la Figura 1. Nótese que las posiciones
del cuatrirotor y de la masa se relacionan a través de la
expresión:

rQ = rp − lp, (1)

dónde rQ = [ xQ 0 zQ ]
⊤
es la posición del centro de masa

del veh́ıculo y rp = [ xp 0 zp ]
⊤

es la posición de la masa
suspendida, con respecto al marco inercialXeZe. Además,
l es la longitud del cable y p es un vector unitario en la
dirección de un vector que apunta del centro de masa del
veh́ıculo a la masa suspendida. Por lo tanto, se tiene que:

p =

[

sin θp
0

cos θp

]

. (2)

La segunda Ley de Newton para el cuatrirotor y la carga
suspendida produce las ecuaciones siguientes

mQr̈Q =−TTReb3 +mQge
e
3 + T12, (3)

mpr̈p =mpge
e
3 + T21, (4)

Dónde TT = f1 + f2 es el empuje total generado por
los rotores, con f1 y f2 el empuje de cada rotor. Tij

(con i 6= j) son las fuerzas de tensión presentes en el
cable que une a ambos cuerpos. Los vectores eb3 y ee3 son
vectores unitarios que apuntan sobre el eje z del marco
de referencia del cuerpo y del marco de referencia de la
tierra, respectivamente. R es la matriz de rotación que
describe la orientación del marco de referencia del cuerpo
XbZb relativo al marco de referencia de la tierra XeZe.
La matriz R tiene la forma siguiente

R =

[

cos(θQ) 0 sin(θQ)
0 1 0

− sin(θQ) 0 cos(θQ)

]

. (5)

Las ecuaciones (3) y (4) se reducen a partir de la igualdad
T12 = −T21, obteniéndose

mQr̈Q +mpr̈p − (mQ +mp)ge3 = −TTRe3. (6)

La ecuación (1) permite expresar a (6) en función de r̈p,
como sigue,

(mQ +mp)(r̈p − ge3) = −TTRe3 +mQlp̈. (7)

La dinámica rotacional del cuatrirotor se describe me-
diante la ecuación de Euler. Al suponer el uso de una
unión de tipo pasador ideal (Hughes, 2012), que permite
la rotación del cable sin fricción, los momentos externos
aplicados al veh́ıculo se reducen a los generados por el em-
puje en los motores, permitiendo el desacoplamiento entre
la dinámica rotacional del cuatrirotor y la del péndulo
formado por el cable y la carga, de esta forma se tiene
que

IΩ̇Q +ΩQ × IΩQ = M b, (8)

donde I es la matriz de inercia del cuatrirotor, ΩQ =

[ p q r ]
⊤

es la velocidad angular del veh́ıculo y M b =

[ d(f3 − f4) d(f1 − f2) κ(f1 − f2 + f3 − f4) ]
⊤

siendo f3
y f4 los empujes de los rotores en el plano YbZb, κ
una constante que relaciona al empuje producido con
el momento de reacción y d la longitud de los brazos
del cuatrirotor. La dinámica rotacional del cuatrirotor
restringida al plano XeZe se simplifica como:

Iyy θ̈Q = d(f1 − f2) = M b
y . (9)

en donde Iyy es el momento de inercia rotacional sobre el
eje Yb, M

b
y es el momento producido por los motores en

el plano
La dinámica de rotación del ángulo del péndulo θp se
obtiene a partir de considerar que los productos cruz entre
los vectores lp y T12, T21, al ser paralelos, es igual a cero,
esto es,

lp× T12 = 0, (10)

lp× T21 = 0. (11)

Al sustituir (4) en (10) y considerando la ecuación (7),
después de cálculos simples, se obtiene

mQlp× p̈ = TTp×Re3. (12)

Finalmente,

mQlθ̈p = TT sin(θQ − θp). (13)

Al ser p un vector unitario, se tiene que las identidades
siguientes se satisfacen
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p · p̈ = −ṗ · ṗ,

p̈ = −p(ṗ · ṗ)− p× (p× p̈).
(14)

Al combinar las identidades en (14) con (12) se obtienen
las dinámicas

(mQ +mp)(r̈p − ge3) = −(p · TTRe3 +mQlṗ · ṗ)p (15)

3. ESTRATEGIA DE CONTROL

Las ecuaciones (9), (13) y (15) describen el modelo
dinámico de un cuatrirotor con carga suspendida. Estas
ecuaciones pueden reescribirse como:

ẍp = −
1

m
(TT c(θQ−θp) +mQlθ̇

2
p)sθp ,

z̈p = −
1

m
(TT c(θQ−θp) +mQlθ̇

2
p)cθp + g,

θ̈p =
TT

mQl
s(θQ−θp),

θ̈Q =
1

Iyy
M b

y .

(16)

En donde m = mQ + mp, c(θQ−θp) = cos(θQ − θp),
s(θQ−θp) = sin(θQ − θp), sθp = sin θp, cθp = cos θp.
El problema de control se establece como sigue. Considere
a las trayectorias deseadas xpd

y zpd
para la posición

de la masa suspendida. Se plantea entonces diseñar una
estrategia de control para las entradas TT y M b

y de tal
manera que la posición de la masa suspendida siga a las
trayectorias deseadas.
Este problema puede solucionarse, para ciertas trayecto-
rias, utilizando un control lineal. La linealización de (16)
alrededor del punto de equilibrio en xp = zp = θp = θQ =
0, TT = (mQ +mp)g, M

y
b = 0 está dada por

A =































0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −g 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −
mg

mQl
0

mg

mQl
0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0































, B =



































0 0

0 0

0 0

−
1

m
0

0 0

0 0

0 0

0
1

Iyy



































Al considerar que se pueden medir las posiciones, se tiene

C =

[

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

]

Debido a que el par (A,B) es controlable y el par (A,C)
es observable, es trivial la construcción de un control por
ADRC (Active Disturbance Rejection Control), como el
propuesto en (Wang et al., 2016).
Es fácil observar que tomando como salida la posición
de la masa suspendida se tiene que el grado relativo del
sistema es r = (2, 2) y la matriz de desacoplamiento
asociada es singular. Existen varios caminos para solu-
cionar el problema. Uno de ellos es usar una extensión

dinámica para tener rango completo en la matriz de
desacoplamiento (Isidori, 1995). Otro camino es utilizar el
método propuesto en (Rodriguez et al., 2004) para evitar
la extensión dinámica. En este trabajo se utiliza el método
propuesto en (Rodriguez et al., 2004).
Considere los errores de seguimiento X1 y Z1 definidos
como:

X1 = xp − xpd
(t)

Z1 = zp − zpd
(t)

Entonces, la derivada con respecto al tiempo de los errores
de seguimiento denotados por X2 y Z2 están dados por

X2 = Ẋ1 = ẋp − ẋpd
(t)

Z2 = Ż1 = żp − żpd
(t)

Es fácil ver que,

Ẋ2 =−
1

m
(TT c(θQ−θp) +mQlθ̇

2
p)sθp − ẍpd

(17)

Ż2 =−
1

m
(TT c(θQ−θp) +mQlθ̇

2
p)cθp + g − z̈pd

(18)

Se diseña el control de la dinámica vertical en coordenadas
del error de seguimiento basado en la ecuación (18). Se
define a TT como:

TT =
1

c(θQ−θp)

(

−mQlθ̇
2
p +

mQ +mp

cθp
γz

)

(19)

donde γz = vz(Z1, Z2, t)+g− z̈pd
y vz es la nueva entrada

de control. La dinámica en lazo cerrado resultante es:

Ż1 = Z2

Ż2 = −vz(Z1, Z2, t)

Ẋ1 = X2

Ẋ2 = −tθpγz − ẍpd

θ̈p = t(θQ−θp)(−θ̇2p +
m

mQl

γz

cθp
)

θ̈Q =
1

Iyy
M b

y

(20)

con tθp = tan θp y t(θQ−θp) = tan(θQ − θp).
Notar que ahora el grado relativo de X1 es igual a 6 por
lo que puede continuarse con la metodoloǵıa propuesta
en (Rodriguez et al., 2004). Sin embargo, es importante
observar que el sistema en (20) tiene una estructura
triangular superior. A partir de θp se puede controlar
la dinámica de X1 y X2 mientras que por medio de θQ
se puede controlar el comportamiento deseado para θp.
Finalmente,M b

y controla el comportamiento deseado para
θQ. Por lo tanto, el control para X1 se realiza siguiendo
la técnica de backstepping (Khalil, 2002).
Considerando a θp como un control virtual para la dinámi-
ca de X1 y X2 se define

θdp = arctan

(

vx + ẍpd

γz

)

(21)

con vx una nueva entrada de control. Nótese que el
término γz en la ecuación (21) debe ser diferente de cero.
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Es posible cumplir esta condición, si los términos z̈pd
y vz

se diseñan de tal manera que

g >| vz(Z1, Z2, t) | + | z̈pd
| (22)

Ya que la trayectoria deseada se define por diseño, se
puede escoger a | z̈pd

| de tal manera que esté acotada
como se requiera. El término vz se diseña como un
control acotado siguiendo a Kaliora and Astolfi (2004).
Se propone a vz de la forma

vz =
ǫz

2

[

tanh

(

2kz1
ǫz

Z1

)

+
1

2
tanh

(

4kz2
ǫz

Z2

)]

(23)

donde kz1 , kz2 son constantes reales positivas , con una
adecuada selección de ǫz, se puede satisfacer la restricción
de (22) para una cota superior de | z̈pd

|.
El término vx se define y acota de manera similar a (23).

vx =
ǫx

2

[

tanh

(

2kx1

ǫx
X1

)

+
1

2
tanh

(

4kx2

ǫx
X2

)]

(24)

Ahora, definiendo las variables del error Θp1
y Θp2

como
sigue,

Θp1
= θp − θdp(t)

Θp2
= Θ̇p1

= θ̇p − θ̇dp(t)

de las definiciones anteriores se sigue que

Θ̇p2
= t(θQ−θp)(−θ̇2p +

m

mQl

γz

cθp
)− θ̈dp (25)

Tomando como entrada de control virtual a θQ, se tiene
que

θdQ = θp + arctan

(

vp + θ̈pd

−θ̇2p +
m

mQl
γz

cos(θp)

)

(26)

con vp = −kp1
Θp1

−kp2
Θp2

, kp1
, kp2

son constantes reales
positivas seleccionadas para hacer converger a cero a Θp1

y Θp2
. Finalmente, se definen los errores ΘQ1

y ΘQ2
como

ΘQ1
= θQ − θdQ(t) (27)

ΘQ2
= Θ̇Q1

= θ̇Q − θ̇dQ(t) (28)

y se obtiene

Θ̇Q2
=

1

Iyy
Mb − θ̈dQ (29)

Finalmente, se determina la entrada de control Mb como

Mb = Iyy(θ̈
d
Q + vQ) (30)

con vQ = −kQ1
ΘQ1

− kQ2
ΘQ2

, kQ1
, kQ2

son constantes
reales positivas.

Observación 1. En los controles vz, vx, vp, vQ es posible
adicionar una acción integral para aumentar la robus-
tez del sistema hacia las incertidumbres paramétricas y
dinámicas no modeladas en una implementación.

El sistema completo en lazo cerrado resulta,

Ż1 = Z2

Ż2 = −
ǫ

2
tanh

(

2kz2Z2

ǫ

)

−
ǫ

4
tanh

(

4kz1Z1

ǫ

)

Ẋ1 = X2

Ẋ2 = −vx − [t(Θp1
+θpd )

− tθpd ](g − z̈pd
+ vz)

Θ̇p1
= Θp2

Θ̇p2
= vp + [t(ΘQ1

+θQd
−Θp1

−θpd )
− t(ΘQd

−Θp1
−θpd )

]·
[

−(Θp2
+ θ̇pd

)2 +
a [g − z̈pd

+ vz]

c(Θp1
+θpd )

]

Θ̇Q1
= ΘQ2

Θ̇Q2
= −kQ1

ΘQ1
− kQ2

ΘQ2

(31)

con

t(Θp1
+θpd )

= tan(Θp1
+ θpd

)
t(ΘQ1

+θQd
−Θp1

−θpd )
= tan(ΘQ1

+ θQd
−Θp1

− θpd
)

Observación 2. Notar que el término de interconexión en
la dinámica del error del ángulo de la carga contiene
un término cuadrático. Este término cuadrático impide
la aplicación de resultados de estabilidad para sistemas
en cascada. Es importante mencionar que pagando el
precio de tener un controlador con mayor complejidad, el
método propuesto en (Rodriguez et al., 2004) si permite
desacoplar a la dinámica vertical de la dinámica lateral.

Proposición. Asuma que todos los estados del sistema
(31) son medibles. Asuma que los parámetros f́ısicos
del sistema (31) se conocen. Entonces, existen ganancias
kx1

, kx2
, kz1 , kz2 , kp1

, kp2
, kQ1

, kQ2
tales que el origen es un

punto de equilibrio localmente asintóticamente estable en
el conjunto

D = {X ∈ R×R×R×R× (−
π

2
,
π

2
)×R× (−

π

2
,
π

2
)×R}

con X = {xp, ẋp, zp, żp, θp, θ̇p, θQ, θ̇Q}.

Prueba. El sistema en lazo cerrado (31) tiene un punto
de equilibrio aislado en e∗ = [0 0 0 0 0 0 0 0]T , con
e = [Z1 Z2 X1 X2 Θp1

Θp2
ΘQ1

ΘQ2
]T . Ahora, una

aproximación lineal del sistema (31) alrededor del punto
de equilibrio deseado es obtenida mediante la serie de
Taylor,

∆ė = A(t)∆e (32)

en donde ∆e = e − e∗ y e∗ es el error de equilibrio. La
matriz A(t) es variante en el tiempo porque la trayectoria
deseada vaŕıa en el tiempo.
La matriz A(t) se puede descomponer en dos matrices
como sigue,

A(t) = A1 +A2(t) (33)

donde A2(t) contiene los términos que vaŕıan en el tiempo,
mientras que A1 contiene los términos de las ganancias,
que no evolucionan en el tiempo. Estas son:
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A1 =

























0 1 0 0 0 0 0 0

−kz1 −kz2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 −ǫxkx1
−ǫxkx2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −kp1 −kp2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 −kQ1
−kQ2

























(34)

A2 =





























0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 f1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 f2 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0





























(35)

f1 =
(z̈pd

− g)
2
+ ẍpd

2

z̈pd
− g

f2 = f
(

ẍpd
, z̈pd

, x(3)
pd

, z(3)pd
, x(4)

pd
, z(4)pd

, t
)

del teorema en (Rugh, 1996), suponga que la ecuación
de estado lineal ẋ = A(t)x(t) es uniformemente exponen-
cialmente estable, y existe una constante finita tal que
||A(t)|| ≤ α para todo t. Entonces existe una constante
positiva β tal que la ecuación lineal del estado

ż(t) = [A(t) + F (t)]z(t) (36)

es uniformemente exponencialmente estable si ||F (t)|| ≤
β, para toda t. Entonces, la matriz A2(t) necesita ser
uniformemente estable. La matriz A2 es continuamente
diferenciable y ||A2(t)|| es calculada como (Lewis et al.,
1993).

||A2(t)|| =
√

λmax(A2(t)TA2(t)) (37)

Los valores propios de A2(t)
TA2(t), se calculan a partir

de su polinomio caracteŕıstico, esto es:

det(λI −A2(t)
TA2(t)) = λ8 − (f2

1 + f2
2 )λ

7 + f2
2 f

2
1λ

6

= λ6(f2
2 − λ)(f2

1 − λ)
(38)

Por lo que se tienen seis valores propios acotados iguales
a cero, y dos restantes dependen de los estados deseados
para la posición en xp, zp y de sus derivadas.
La cota de la matriz se identifica en las simulaciones
numéricas, por la complejidad de los términos de f2(t).

4. SIMULACIÓN NUMÉRICA

Se muestra el resultado de la simulación numérica del con-
trol propuesto en la sección 3. Los parámetros utilizados
para realizar la simulación numérica se muestran en la
tabla (1). El seguimiento de trayectoria se realiza para
una trayectoria parabólica de la forma xp = a sin( 2πt

P
),

zp = −x2
p. Con a = 2 y p = 10. Para unas condiciones

iniciales xp = −1 m, zp = −2 m. Teniendo los parámetros
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Figura 2. Seguimiento de la posición xp, zp

del controlador en la tabla (2). La figura (2) muestra el
seguimiento de la trayectoria planeada para las posiciones
xp, zp y en la figura (3) se observan primero los errores
de seguimiento de los ángulos θQ y θp, además están los
valores propios identificados en el análisis de estabilidad,
lo que se obtiene de este resultado numérico es que la
cota sobre ||A2|| tiene una valor de 26.61 para este caso
de estudio. En la figura (4), se pueden observar las mag-
nitudes tanto del empuje de los motores TT , como de los
momentos sobre el cuatrirotor My

b , los cuales permanecen
dentro de valores aceptables, a pesar de comenzar en una
condición inicial suficientemente separada del valor de
equilibrio. Finalmente, la figura (5) muestra claramente
el movimiento sobre el plano XeZe.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentó un controlador basado en
el modelo del sistema cuatrirotor con carga suspendida
para el plano XeZe, que logra resolver el problema de se-
guimiento de trayectorias planificadas directamente para
la carga transportada por el cuatrirotor. La trayectoria
parabólica presentada permite ver el cumplimiento de la
tarea de seguimiento de esta estrategia de control con
condiciones iniciales diferentes de las de equilibrio. La
estructura que toma el sistema en lazo cerrado deja ver

Tabla 1. Parámetros del sistema

Constante Valor Unidad

mQ 1 Kg
mp 0.255 Kg
Iyy 0.177 N ·m
l 0.5 m
g 9.81 m/s2

Tabla 2. Parámetros del controlador

Constante Valor Constante Valor

kx1
7.0 kp1 8.5

kx2
7.5 kp2 9.5

kz1 7.5 kQ1
11

kz2 8.5 kQ2
12

ǫz 8.5 ǫx 6.5
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Figura 3. Seguimiento de la posición θp, θQ
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Figura 4. Empuje TT y Momento Mb de control
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Figura 5. Trayectoria parabólica en el plano

que es necesario que la dinámica de orientación del cua-
trirotor y del péndulo, a través de la sintonización deban
ser más rápidas para converger a los estados deseados y
las perturbaciones endógenas se cancelen.
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