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Resumen: La solucion al problema de estabilizacion orbital de sistemas subactuados alrededor
del punto de equilibrio inestable es una tarea complicada e interesante. En este articulo, se
resolverd el problema de control de movimiento del carro-péndulo invertido. El movimiento
periddico sera alrededor del punto de equilibrio superior que es inestable en lazo abierto. Se
utilizara la metodologia de dos relevadores para resolver el problema complementado con la
técnica de funcién descriptiva para sintonizar las ganancias del controlador tal que se obtenga
la frecuencia y amplitud deseada. Los resultados experimentales demuestran que el control de
dos relevadores resuelve el problema de estabilizacién orbital alrededor del punto de interés.
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1. INTRODUCCION

El problema de estabilizaciéon orbital, para sistemas
mecanicos no lineales, es un problema interesante a re-
solver cuando se trata de sistemas subactuados forza-
dos a operar alrededor de su punto de equilibrio que
es inestable en lazo abierto. Entre los retos de esta-
bilizaciéon orbital se pueden encontrar robots bipedos,
robots caminantes (Plestan et al., 2003), robots con cua-
tro patas (Provancher et al., 2011) y robots en forma de
viboras (Kelasidi et al., 2016; Mohammadi et al., 2016).

El desfasamiento y seguimiento preciso de una trayectoria
explican entre otros el porqué la estabilizacién orbital re-
sulta ser atractiva con respecto a la planeacién de trayec-
torias (Pchelkin et al., 2017) en robots industriales pero
principalmente en sistemas mecanicos subactuados. El
método de restricciones virtuales holonémicas (Shiriaev
et al., 2006; Wang et al., 2018) es una reconocida estrate-
gia para la planeacién de movimientos y la estabilizacién
orbital de sistemas subactuados. Algunas aplicaciones re-
cientes de esa metodologia se pueden encontrar por ejem-
plo en Griffin y Grizzle (2017) y Wang et al. (2019). Por
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otro lado, Berkemeier y Fearing (1999) propusieron un
algoritmo de control para derivar un conjunto exacto de
trayectorias de las ecuaciones de movimiento no lineal que
involucran movimiento periddico inverso y su aplicacién
en un robot subactuado de dos grados de libertad.

En este articulo se hard uso de un método alternativo
para inducir auto-oscilaciones en sistemas subactuados
llamado controlador de dos relevadores (Aguilar et al.,
2015). Esta idea se basa en la teorfa de estructura variable
combinada con la funcién descriptiva, lugar geométrico de
un sistema relevado perturbado (Boiko, 2009), o mapas
de Poincaré para sintonizar la frecuencia y la amplitud a
través de dos ganancias. La importancia de esta idea es
la simplicidad en su implementacién, sin embargo, en la
literatura solo se han reportado aplicaciones en el péndulo
de Furuta (Aguilar et al., 2015, Chap. 7) y en la rueda
inercial (Aguilar et al., 2017; Galvdn et al., 2018).

En este articulo se presenta la sintesis, andlisis y resul-
tados experimentales para la estabilizacion orbital de un
carro-péndulo cuyo principal problema reside en el despla-
zamiento horizontal restringido. El carro-péndulo consiste
de una barra montada sobre un carro de tal manera que la
barra pueda balancearse libremente en el plano vertical.
Se debe senalar que en el sistema del carro-péndulo hay
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un actuador que produce el movimiento horizontal del
carro que a su vez induce el movimiento en la barra. Dado
que estamos interesados en el movimiento peridédico de
la barra en la posicién vertical superior, se incorpora un
controlador lineal por asignaciéon de polos para dar un
cierto grado de robustez al sistema sobre el intervalo de
tiempo antes de que el movimiento peridédico inicie.

Notacion. El simbolo I,, denota la matriz identidad de
orden n. El simbolo R define el conjunto de los ntiimeros
reales y R" define el espacio Euclidiano de dimension n.
Una matriz A de n X m con elementos definidos en R sera
donotada por A € R®*™,

2. MODELO DINAMICO Y OBJETIVO DE
CONTROL

El modelo dindmico de un carro péndulo, tomado de IN-
TECO (2017), es el siguiente

_ . arky
T = X3, 3 _fl(x)—’_ b_cosz(xZ)uv
k1 cos(xs)

(1)

T2 = Ty, T4 = f2($) + mua
con
[gsin(z2) — k3xy] cos(xe) — ai[xd sin(xs) + ko]
fl (.’II) = 2 )
b — cos?(x3)
aglgsin(as) — kswg] — (27 sin(x2) + kews] cos(z)
fQ(I.) - 2 )
b — cos?(x2)
(2)
donde
J, 1
a; = la as = —, = i?
ml l ml2
(3)
o _fe—p2 _
kl — 2 — ) k3 N
ml ml ml

Aqui, z = [z1 2o 23 24]7 son los estados, z1(t) € R es la
posicion del carro, x5 (t) € R es el dngulo entre la vertical y
el péndulo, z3(t) € Ry 24(t) € R representan la velocidad
del carro y del péndulo, respectivamente; y ¢ € R>q es
el tiempo. Noétese que puede ocurrir una singularidad
cuando b = cos?(x3), sin embargo, el parametro positivo
b es por lo general més grande que uno, entonces las
funciones fi(x) y fa(z) y las funciones de entrada en (1)
son continuamente diferenciables.

El pardmetro g = 9.81 m/s? es la constante gravitacional,
la masa total del péndulo y del carro esta denotada por m,
[ es la distancia del eje de rotacién del péndulo al centro
de masa del sistema, J, es el momento de inercia del
péndulo con respecto a su eje en el carro. Los coeficientes
de friccién viscosa del carro y del péndulo se denotan
respectivamente como f, y f.. Finalmente, p; y pa son
las constantes de fuerza de control.
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2.1 Objetivo de Control

Sea z(t) = h(z) € R la salida donde las oscilaciones deben
ocurrir donde hj(x) es una funcién continua. La idea es
sintetizar la ley de control u(¢) tal que la salida z(t) exhiba
una solucién periddica, esto es,

2(t) = 2(t + 1), (4)

donde T'=1/Q es el periodo y 2 es la frecuencia deseada.

3. METODOLOGIA DE DOS RELEVADORES

Cénsiderese el siguiente sistema lineal auténomo libre de
perturbaciones

& = Az + Bu (5)
z=Cz (6)
y=Chz (7)

donde z(t) € R™ son las variables de estado, y(t) € R™
es la salida medible, @(t) € R es la entrada de control
que forza a la variable escalar z(t) € R a ser periédica, y
A, B, C7 y C5 son matrices de dimensiones apropiadas.
Por simplicidad, asimase que los estados z(t) € R™ estdn
disponibles para retroalimentacién, es decir, Cy = I,, y el
par (A, B) es controlable.

Consideraremos la solucién al problema de generacién de
auto-oscilaciones en la salida z(t) € R, y por lo tanto
se asume que no existe una senal de referencia externa a
seguir. Ademads, se hacen las siguientes suposiciones sobre
(5)—(7) a lo largo del articulo.

Suposicion 1. La matriz A € R"*™ es Hurwitz y no tiene
polos en el eje imaginario.

Suposicion 2. El sistema (5)-(6) tiene grado relativo
mayor que uno con respecto a la salida z(t).

La suposicién 1 implica que el movimiento periédico en la
salida (6) y (7) son solo generadas por la entrada conmu-
tada u(t). La suposicién 2 se refiere a que el controlador
de dos relevadores tiene dos parametros independientes
c1 € Ry cy € R, tal que los cambios en esos parametros
resultan en cambios en la respectiva frecuencia €2 y en la
amplitud a, de las auto-oscilaciones auto-excitadas.

Proposicion 1. La entrada de control con dos relevadores

(8)

se propone con el fin de excitar un movimiento periédico
en la salida (6). Los pardmetros escalares c¢; y co se
disenan tal que la salida periddica z(t) tenga una frecuen-
cia 2 y una amplitud a, deseada.

u(t) = —cy sign(z) — ea sign(2)

Demostracién. La prueba de estabilidad orbital para
sistemas lineales invariantes en el tiempo se encuentra

en (Aguilar et al., 2015, Cap. 2). |
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x,<0

Fig. 1. Representacion esquematica del carro-péndulo.

3.1 Diseno de Ganancias por Funcién Descriptiva

Las ganancias ¢; y ¢y de (8) son pardametros escalares
disenados tal que la salida z(t) sea periddica con frecuen-
cia 1 y amplitud a, deseada. Las férmulas para encon-
trar dichas ganancias se basan en el método de funcién
descriptiva, tomadas de (Aguilar et al., 2015), son

% (Are) | sa
. TG ( ”5)_1 RO
_%Mﬁ)‘ (\/1 + 52) en otra parte,
C2:€'C1, (]‘0)

donde W (jw) = C;1(jwl — A)~1B es la correspondiente
funcién de transferencia de (5) y (6), 7 = v/—1 es la
unidad imaginaria, & viene dado por la relacién

__ Im{W(G)}
T TR .
y los cuadrantes Q1, ..., Q4 estdn definidos como
Q1 ={weR:Re{W(jw)} > 0,Im{W (jw)} > 0}
Q2 ={weR:Re{W(jw)} <0,Im{W(jw)} > 0} (12)
@3 = {w e R:Re{W(jw)} <0,Im{W(jw)} <0}
Qi={weR:Re{W(jw)} > 0,Im{W (jw)} < 0}.

Noétese que existe una similitud entre el controlador (8)
y el controlador Twisting (Levant, 2003) que es un con-
trolador por modos deslizantes de segundo orden. La
diferencia radica principalmente en que este ultimo se
utiliza para robustecer el sistema en lazo cerrado ante per-
turbaciones acopladas y ademads la ganancia c; debe ser
estrictamente mayor que ¢, para garantizar estabilidad en
tiempo finito. Bajo la metodologia presentada aqui y bajo
el supuesto que ¢y > cs, entonces la salida presentaria una
frecuencia muy alta y una amplitud baja que se le conoce
normalmente como fenémeno de chattering.

En la siguiente seccion se presentard el procedimiento
para poder aplicar la metodologia de dos relevadores en
el carro-péndulo.
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4. GENERACI()N DE AUTO-OSCILACIONES EN EL
PENDULO INVERTIDO

En esta seccién, mostraremos como usar la metodologia
de la seccién anterior en el carro-péndulo invertido para
satisfacer (4).

Primero, representemos el sistema (1)—(3) en la siguiente
forma generalizada

&= f(zx)+g@)u, y=Cox, (13)
donde
0
I3 0
Ty arky
@ =1r@| 99 =5 " co2(my) (14)
fa(x) k1 cos(x2)

b — cos?(x2)

En virtud de que estamos interesados en la oscilacién del
péndulo, la variable virtual z(t) se define como

z(t) = za(t).

Notese que la suposicién 2 se cumple dado que el grado
relativo de z(¢) con respecto a la entrada u(t) es dos.

(15)

4.1 Linealizacion

El primer paso para la sintesis del controlador de dos
relevadores es transformar el modelo de la planta (1)—(3)
en la forma lineal (5). El modelo lineal local del péndulo
invertido se obtiene a través del Jacobiano evaluado en el
origen, que corresponde a la posicién superior del péndulo,
donde las matrices A, B y C son las siguientes

M 0 1 0
5 0 0 0 1
A= f(z) = o g _a1k2 B k3 . (16)
or |, b—1 b—1 b-1
0 a9 ) _02k3
L b—-1 b—1 b-1
0 7
0
a1k1
B =g(0) = 17
90) == 1" (17)
k1
b—1-
Ci=[0100], Co=1I,. (18)

Bajo los pardmetros dados en la Tabla 1, el par (A, B)
es controlable, sin embargo la matriz A no es Hurwitz.

Entonces proponemos la siguiente entrada de control
u=—-Kx+a (19)

donde la matriz de ganancias K debe seleccionarse de
tal manera que A — BK satisfaga la suposicién 1. En
consecuencia, la funcién de transferencia para calcular
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Tabla 1. Parametros de la planta

Parametro  Valor Unidades
l 0.011 m
m 0.872 Kg
fr 6.65 x 10 ® Ns/rad
fe 0.5 Ns/m
Jp 0.00292 Kgm?
p1 9.4 N
D2 -0.548 Ns/m

Fig. 2. Carro-péndulo usado en los experimentos.

las ganancias (9)—(10) del controlador de dos relevadores
viene dado por

W(jw) = Cy(jwl, — A+ BK) 'B. (20)
En aplicaciones reales, es dificil colocar y mantener el
péndulo en su posiciéon vertical hacia arriba antes de
que las oscilaciones ocurran. Por lo tanto necesitamos
garantizar que el punto de equilibrio, que es inestable en
lazo abierto, sea asintoticamente estable en lazo cerrado
(13)—(19) cuando @ = 0 al menos en un intervalo de
tiempo inicial.

5. RESULTADOS NUMERICOS Y
EXPERIMENTALES

Se realizaron los experimentos en el carro péndulo fabri-
cado por Inteco® (véase Fig. 2). La plataforma consiste
de una barra montada sobre un carro de tal manera que la
barra pueda balancearse libremente en el plano vertical.
El carro se manipula a través de un motor de corriente
directa. El carro-péndulo utiliza dos sensores de posicién
de 4096 pulsos por revolucién para detectar la posicién
y el angulo. La longitud del riel es de dos metros. El
controlador se implementa usando Matlab/Simulink® que
corre en una computadora personal con procesador Core
i7 de séptima generacion. El periodo de muestreo se fija
en 0.01s. Los valores de las constantes de los parametros
fisicos (3) usados en el modelo se presentan en la Tabla 1.

5.1 Resultados Numéricos

Con el fin de ilustrar y corroborar los resultados presen-
tados a lo largo del articulo se presentan verificaciones
numéricas bajo condiciones ideales, es decir, sin pertur-
baciones ni ruido en las mediciones, parametros perfecta-
mente conocidos y sin restricciones en el par aplicado.

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

94

Las condiciones iniciales son z1(0) = 0.0l m, z2(0)
Orad, z3(0) = Om/s y x4(0) = Orad/s. La matriz de
ganancias

K =[-0.7737 4.3189 —1.0231 0.8097]

(21)

se disené para fijar los polos de lazo cerrado de la planta
en s1 = —2, 89 =—-3,83=—-5ysy=—T1.

La Figura 3 muestra los resultados numéricos del sistema
de lazo cerrado (13)—(15), (19) manipulado por el control
de dos relevadores

= —cy sign(za) — cosign(zy), (22)
donde ¢; = ¢g = —1 fueron seleccionados de manera ar-
bitraria. La Figura 3(a) muestra el movimiento periédico
del péndulo con una amplitud de 0.7rad y una frecuencia
w = b.6rad/s. La Figura 3(b) muestra el movimiento
del carro donde se resalta que los limites del riel no se
exceden. La Figura 3(c) ilustra la sefial de control (19).
En la Figura 4(a), Fig. 4(b) y Fig. 4(c) se muestra otro
conjunto de resultados numéricos bajoc; =1y co = —0.2
donde se obtiene una frecuencia de w = 3.14rad/s y una
amplitud a, = 0.6rad. Obsérvese que el carro tampoco
sobrepasa los limites senalados.

Para fines de comparacion, establecemos a, = 0.7y Q =
5.6rad/s como amplitud y frecuencia deseada, respecti-
vamente. La correspondiente funcién de transferencia del
modelo de la planta con el controlador estabilizante es

31.883s2
5441753 + 10152 + 247s + 210’

W(jw) = = jw,

(23)
donde Re{W (i)} = 0.3053 y j Im{W ()} = —50.2479.
En la figura 5 se muestra el diagrama de Nyquist. En-
tonces, aplicando las férmulas (9)—(10), se obtienen ¢y
—1.08 y ¢ —0.8810. Para una frecuencia deseada
1 = 3.14rad/s y amplitud deseada a,, = 0.6 rad se obtiene
que Re{W (i)} = 0.4036 y jIm{W ()} = j0.4036, y
después de aplicar nuevamente las férmulas (9)—(10) se
llega a que c¢; = 0.9463 y co = —0.3423.

Noétese que existe una discrepancia numérica entre el valor
real y el valor calculado de las ganancias. Esto se debe
a las imprecisiones del método de funcién descriptiva
debido a las truncaciones impuestas en los coeficientes
de Fourier a la primer arménica de la senal periddica. El
método de diseno de Poincaré resulta ser mas preciso pero
més complejo en su calculo y se deja para trabajo futuro.

5.2 Resultados Ezxperimentales

Se realizaron dos experimentos.

Ezperimento 1. La Figura 6(a) muestra los resultados
experimentales del movimiento periédico del péndulo, con
c¢1 = cg = —0.15 obteniéndose una amplitud de 0.1rad y
una frecuencia w = 7.4rad/s. La Figura 6(b) muestra
el movimiento del carro donde se resalta que los limites
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Fig. 3. Simulaciones numéricas bajo ¢; =1y co = 1. (a)
Posicién angular del péndulo, (b) posicién lineal del
carro y (c) entrada de control.

del riel no se exceden. La Figura 6(c) ilustra la senal de
control (19).

Ezperimento 2. En la Figura 7(a), Fig. 7(b) y Fig. 7(c)
se muestra otro conjunto de resultados numéricos bajo
c1 = 0.20 y ¢co = 0.20 donde se obtiene una frecuencia de
w = 7.2rad/s y una amplitud a, = 0.25rad. Obsérvese
que el carro tampoco sobrepasa sus limites.

6. CONCLUSIONES

En este articulo, se ha presentando la solucién al problema
de estabilizacion orbital para un carro péndulo invertido
usando la metodologia de dos relevadores. De manera
similar a Aguilar et al. (2015), se genera el movimiento
perioédico del péndulo en la posicién vertical y alrededor
del punto de equilibrio que es inestable para el sistema
no forzado. Los estudios numéricos y experimentales
permitieron corroborar el rendimiento del sistema de lazo
cerrado. La metodologia permite extender los resultados
a una clase de sistemas subactuados de grado relativo
uno. Sin embargo, muchas aplicaciones del mundo real
son sistemas con un grado de subactuacién mayor que
uno, lo cual es un tema interesante para futuros trabajos.
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