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Abstract:
Este art́ıculo presenta una aplicación del diseño de control robusto conocido como método de
la función impĺıcita de Lyapunov para estabilización en tiempo finito. El diseño es aplicado a
un proceso de manufactura aditiva conocida como Laser cladding. El modelo considerado para
el proceso está basado en un balance de masa y enerǵıa. Dicho modelo es altamente no lineal,
de múltiple entrada - múltiple salida (MEMS) y presenta perturbaciones tanto aditivas como
multiplicativas. Se presentan resultados de simulación que ratifican que el objetivo de control
es logrado satisfactoriamente.

Keywords: Control robusto, control MEMS, función de Lyapunov impĺıcita, depósito de
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1. INTRODUCCIÓN

La investigación de los sistemas de control discontinuos ha
atráıdo gran interés, debido a su robustez y facilidad de
implementación, ver por ejemplo Bartolini et al. (2003).
El control por modos deslizantes es uno de los primeros
controladores robustos. Una de sus caracteŕısticas más
atractivas es su insensibilidad a perturbaciones en el canal
de control (acopladas) (Draženović, 1969; Utkin et al.,
2009).

El control de sistemas no lineales con incertidumbres
paramétricas tanto aditivas como multiplicativas es un
gran reto en el ámbito de control. Cuando este tipo de
problemas se presenta y además el sistema es de múltiple
entrada - múltiple salida (MEMS) se tiene un reto todav́ıa
mayor (S. V. Bayda, 1985; Bartolini et al., 2004; Bartolini
and Punta, 2015). En el presente trabajo se ataca un
problema práctico con las caracteŕısticas arriba descritas
usando un diseño basado en los resultados presentados en
Polyakov et al. (2016).

En Polyakov et al. (2013) y Polyakov et al. (2016), se
presenta una propuesta de diseño de control basada en
el método de la función impĺıcita de Lyapunov. Los
controladores obtenidos son en śı controladores por modos
deslizantes de alto orden. Una gran ventaja es que las
condiciones para obtener los parámetros del control están
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dadas como condiciones algebraicas mediante un sistema
de desigualdades matriciales lineales.

Un ejemplo práctico de un sistema no lineal MEMS
con perturbaciones tanto aditivas como multiplicativas se
presenta en la tecnoloǵıa de manufactura aditiva (MA).
Esta tecnoloǵıa permite la fabricación de objetos 3D capa
por capa, a partir de un modelo CAD (computer-aided
design, por sus siglas en inglés). El presente estudio se
enfoca en el proceso conocido como laser cladding (LC,
por sus siglas en inglés), una tecnoloǵıa dentro de la
categoŕıa de depósito directo de enerǵıa (DED, por sus
siglas en inglés) convencionalmente usada para metales
(Everton et al., 2016). Durante el proceso de LC, un
material de aporte en forma de polvo o alambre es fundido
mientras está siendo depositado (Francois et al., 2017)
usando una fuente láser como fuente de calor y creando
una región sobre el sustrato conocida como “piscina
fundida”.

En esta técnica, es bien conocido que las caracteŕısticas
finales de la parte manufacturada están directamente
relacionadas a las caracteŕısticas de la piscina fundida,
tan bien como a la historia térmica de las capas solid-
ificadas durante la construcción Bennett et al. (2016).
Entre las caracteŕısticas están las estructurales, mecánicas
y dimensionales, las cuales son ı́ntimamente relacionadas
al proceso de fabricación (Guo et al., 2016; Muvvala et al.,
2017). Entre las variables más cŕıticas del proceso, se
resaltan las siguientes: i) los parámetros del LC (por
ejemplo, potencia, velocidad y flujo de polvo), ii) las
propiedades del polvo y el sustrato (por ejemplo, calor
especifico, calor latente, absorción y emisividad) y iii)
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propiedades ambientales (por ejemplo, temperatura am-
biente, humedad y presión).

Varios estudios se han enfocado en el desarrollo de leyes de
control, los cuales toman la potencia del láser, la velocidad
o el flujo de polvo como las variables de entrada, para
obtener la geometŕıa deseada (Hofman et al., 2012; Ding
et al., 2016; Devesse et al., 2016), aśı como la temperatura
(Bi et al., 2007; Martinez et al., 2016) y su tasa de
enfriamiento (Farshidianfar et al., 2016).

Debido a la alta sensibilidad de LC a las perturbaciones,
Zeinali and Khajepour (2010b) propusieron o sugirieron la
implementación de controladores robustos. En ese trabajo
se diseñó un control de altura del cordón usando modos
deslizantes con un estimador de incertidumbre en tiempo
real. Como resultado, se obtuvo un seguimiento adecuado
de la trayectoria deseada sin chattering. En Zeinali and
Khajepour (2010a) se propone un control de altura por
modos deslizantes con un modelo dinámico inverso difuso
adaptativo.

Otros autores se han enfocado en el control de temperatura
de la piscina fundida. Esto debido a que determina indi-
rectamente el proceso de solidificación y por lo tanto, las
propiedades microestructurales y mecánicas del material
(Shamsaei et al., 2015). Entre los trabajos propuestos se
destacan los de Salehi and Brandt (2006) y Devesse et al.
(2014). Devesse et al. (2014) diseñó un esquema combi-
nado de control con retroalimentación de estados y un
controlador PI para regular la temperatura de la piscina
fundida a través de la potencia del láser. La desventaja
de esta solución es la necesidad de ajustar las ganancias
de control cuando se cambia la referencia deseada.

Considerando los estudios antes mencionados, es claro que
hacen falta propuestas de control que contemplen tanto
altura como temperatura de los cordones en el proceso LC
para garantizar la calidad geométrica y metalúrgica de las
piezas. Para ello, es necesario un modelo que considere
el comportamiento dinámico tanto de altura como de
temperatura de un cordón. Adicionalmente, debido a
la alta incertidumbre de este proceso, la robustez del
controlador juega un papel clave, y deben considerarse
incertidumbres en el diseño para lograr la calidad de
piezas buscada.

En este trabajo, se usa un modelo de múltiple entrada
y múltiple salida (dos entradas y dos salidas) reportado
por Wang et al. (2017) para el diseño de un controlador
robusto de altura y temperatura.

El control propuesto en este trabajo está basado en los
resultados reportados en Polyakov et al. (2016). El diseño
obtiene un control multivariable por modos deslizantes
cuya construcción está basada en el método de la función
impĺıcita de Lyapunov (FIL). Las ventajas de robustez del
control por modos deslizantes clásico son conservadas.

Este trabajo esta organizado como sigue. En la sección 2
se describe el modelo y sus consideraciones. En la sección
3 se tienen algunos preliminares tales como la función de

Fig. 1. Descripción del modelo f́ısico: a) Esquema de láser
cladding, y b) vista longitudinal y c) vistas de la
sección transversal de la piscina fundida

Lyapunov impĺıcita. En la sección 4 se tiene el diseño del
controlador. En la sección 5 se presentan los resultados
de la simulación. Finalmente, en la sección 6 se concluye.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El objetivo de control es el de regulación de altura y
temperatura de cordón depositado en un proceso LC.
En este estudio se utiliza el modelo dinámico MEMS del
proceso propuesto por Wang et al. (2017) (Fig. 1a). Este
modelo considera un balance de masa y enerǵıa en un
dominio homogéneo y tiene como entradas la potencia y
velocidad del láser. El modelo es descrito a continuación.

Se asume que la forma de la piscina fundida es una semi
elipsoide (Fig. 1 b y c), con el mismo ancho (ω) y largo
(l), y una relación de aspecto fijo r = ω/h, donde h es la
altura del cordón, teniendo el sustrato como referencia.

El balance de conservación de masa está expresado como:

ḣ = − 1

2r
v +

1

h2

(

2βη

π2r2ρCl (Tm − T0)

)

Q̃ (1)

Donde v es la velocidad del proceso, ρ es la densidad del
material de alimentación (definido como invariante en el
tiempo para el modelo), Q es la potencia del láser, Qc

denota la potencia critica del láser para fundir el polvo
metálico y Q̃ = Q−Qc. β es un coeficiente lineal obtenido
de datos experimentales.

De la misma forma, la ecuación de conservación de enerǵıa
se expresa como:

Ṫ =
1

V (t)Clρ

{

[−ρA(t)Cs(Tm − T0) + ρA(t)e(t)]v+

[− βηe(t)

πcl(Tm − T0)
+ η]Q̃+ [ηQc −Asαs(T − Tm)

−AGαG(T − T0)−AGεσ(T
4 − T0

4)]
}

(2)

Donde e(t) = Cs(Tm−T0)+L+Cl(T −Tm) es la enerǵıa
interna especifica de la piscina fundida, As = (πωl)/4 y

AG = π/ 3
√
2(ωlh)2/3 son el área de la interfaz al sustrato

y a la superficie libre, respectivamente. También, V (t) =
(πωlh)/6 y A (t) = (πωh)/4 corresponde al volumen y
área de la sección transversal de la mitad de la elipsoide de
la piscina fundida (representada por la región azul clara
en las Figs. 1b y 1c), respectivamente. Los parámetros
restantes y sus valores son mencionados en la Tabla 1.
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Table 1. Parámetros del modelo

Parámetro (unidad) Śımbolo Valor

Densidad (kg/m3) ρ 8145
Calor especifico (material sólido)

(J/kg K)
Cs 652

Calor especifico (material fundido)
(J/kg K)

Cl 778

Temperatura de fundición (K) Tm 1570
Temperatura ambiente (K) T0 292
Calor latente especifico de

solidificación (J/kg)
L 2.5× 105

Coeficiente de convección Ψ

(W/(m2K))
αs 1.23× 106

Coeficiente de transferencia de calor † αG 75
Relación de aspecto (ancho-altura)† 1/r 0.2039
Potencia critica del láser Ψ(W) Qc 132.63

Coeficiente lineal Ψ β 0.3322
Emisividad ǫ 0.53

Constante de Stefan-Boltzmann
(W/(m2K4))

σ 5.67×10−8

Eficiencia de transferencia del láser η 0.4

† Parámetros obtenidos experimentalmente por Wang et al.
(2017)
Ψ Obtenidos usando el método de ajuste de elemento finito y
mı́nimos cuadrados

3. PRELIMINARES

3.1 Función de Lyapunov Impĺıcita

Considere el siguiente sistema en la forma controlable por
bloques (Loukianov, 1998)

ṡ = Ã+ B̃ũ+ d̃(t, s) (3)

donde

Ã =











0 A12 0 · · · 0
0 0 A23 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 Ak−1 k

0 · · · · · · 0 0











, (4)

B̃ = (0 0 · · · 0 Ink
)T ∈ R

n×nk (5)

El siguiente teorema presenta el método de función
impĺıcita de Lyapunov para análisis de estabilidad en
tiempo finito (Korobov, 1980; Adamy and Flemming,
2004)

Teorema 1 : Existe una función continua Q: R+×R
n → R

que satisface las siguientes condiciones:

• C1) Q es continuamente diferenciable en R+×R
n{0};

• C2) Para algún x ∈ R
n{0} existe V ∈ R+ tal que

Q(V, x) = 0;
• C3) Sea Ω = {(V, x) ∈ R+ × R

n: Q(V, x) = 0} y
lim

x→0
(V,x)∈Ω

V = 0+, lim
V→0+

(V,x)∈Ω

||x|| = 0, lim
||x||→∞
(V,x)∈Ω

V = +∞;

• C4) La desigualdad ∂Q(V,x)
∂V < 0 permanece para

todo V ∈ R+ y x ∈ R
n{0};

• C5) Existen c ∈ R+ y µ ∈ (0, 1] tal que

supt∈R+,y∈F (t,x)
∂Q(V,x)

∂x y ≤ cV 1−µ ∂Q(V,x)
∂V , (V, x) ∈

Ω

Aśı, el origen del sistema (12) es globalmente estable en
tiempo finito con un tiempo estimado de convergencia:

T (x0) ≤ V µ
o

cµ donde V0 ∈ R+ : Q(V0, x0) = 0

Basándose en el Teorema 1, es posible definir impĺıcitamente
una función de Lyapunov que asegure estabilidad en
tiempo finito. Usando el teorema de funciones impĺıcitas
se tiene que ∂V

∂x = −[∂Q∂V ]−1 ∂Q
∂x , por lo que usando las

condiciones C4) y C5) se obtiene V̇ (x) ≤ −cV 1−µ de
donde se concluye estabilidad en tiempo finito.

3.2 Control robusto en tiempo finito

En Polyakov et al. (2016), se propone un diseño de control
robusto basado en el método de FIL. En dicho art́ıculo
se presentan resultados tanto como para estabilidad en
tiempo finito como para estabilidad en tiempo fijo (donde
una cota que es independiente de las condiciones iniciales
es impuesta al tiempo de convergencia). En el presente
trabajo utilizaremos el diseño propuesto para estabilidad
en tiempo finito por lo que el resultado correspondiente
se presenta a continuación

Teorema 2 (Polyakov et al., 2016): Sean µ ∈ (0, 1),
X ∈ R

n×n y Y ∈ R
nk×n tales que satisfacen el siguiente

sistema de desigualdades matriciales:

ÃX +XÃT + B̃Y + Y T B̃T +HµX +XHµ +R ≤ 0,

XHµ +HµX > 0, X > 0,
(6)

Entonces, existe una función V : Rn → R+ impĺıcitamente
definida por la ecuación Q(V, s) = 0 con Q dada por la
Ec. (7) para P = X−1.

Q(V, s) = sTDr(V
−1)PDr(V

−1)s− 1, (7)

Donde s = (s1, ..., sk)
T , si ∈ R

ni , V ∈ R+, Dr(λ) es la
llamada matriz de dilatación.

Entonces, para cualquier perturbación continua d̃ que
satisfaga la desigualdad:

d̃TDr(V
−1)R−1Dr(V )−1d̃ ≤

βV −2µsTDr(V
−1)(HµP + PHµ)

con V ∈ R+ : Q(V, s) = 0 y β ∈ (0, 1)

(8)

el sistema en lazo cerrado es globalmente estable en
tiempo finito y un tiempo estimado de convergencia puede
obtenerse con la siguiente expresión:
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T (x0) ≤
V µ
o

cµ
(9)

donde V0 ∈ R

Proposición (Polyakov and Hetel, 2017): El teorema 2
sigue siendo válido para µ = 1 si a la desigualdad
matricial Ec. (10) se le agrega la siguiente condición
adicional:

(

X Y T

Y u2Im

)

≥ 0 (10)

Donde 0 < u0 ≤ umax = sup
r∈R+:B(r)⊂co{U}

r. Por lo tanto,

el sistema (12) en lazo cerrado es globalmente estable en
tiempo finito si Vmax = +∞ y la ley de control tiene la
forma:

ũ = V 1−µKDr(V
−1) (11)

donde K := Y X−1 y V ∈ R+.

4. DISEÑO DEL CONTROLADOR

El modelo MEMS correspondiente al proceso de LC,
descrito por las Ecs. (1) y (2) puede ser expresado como:

ẋ = B(x, t)U + f(x, t) + ω(t) (12)

donde x = [x1 x2]
T = [h T ]T representa los estados

del sistema, U = [u1 u2]
T = [v Q̃]T es la entrada de

control, ω(t) = [ω1 ω2]
T representa las incertidumbres y

Q̃ = Q−Qc. Las funciones B = [B1 B2] y f = [f1 f2]
T

son definidas como:

B1 =

[

− 1
2r

1
ClV

[Ae−ACs(Tm − To)]

]

B2 =

[

2βη
r2ρπ2Clh2(Tm−To)

1
ρClV

[− βηe
πCl(Tm−To)

+ η]

]

f1 = 0

f2 = 1
ρClV

[ηQc −Asαs(T − Tm)−AGαG(T − To)−AGǫσ(T
4 − T 4

0 )]

Por lo tanto, el objetivo es diseñar un controlador U para
el sistema de LC descrito por la Ec. (12) que asegure que
la referencia deseada xd = [xd1 xd2]

T = [hd Td]
T es

alcanzada a pesar de la presencia de perturbaciones.

Definiendo s = x − xd, B = Bn + ∆B y f = fn + ∆f ,
donde Bn y fn son términos nominales y ∆B y ∆f son
perturbaciones debido a incertidumbres y/o dinámicas no
modeladas. El sistema de la Ec. (12) es expresado como:

ṡ = BU + f + ω (13)

y definiendo la ley de control como:

U = B−1
n (−fn + ũ) (14)

Ahora, reemplazando la Ec. (14) en Ec. (13), se tiene:

ṡ = (Bn +∆B)u+ fn +∆f + ω (15)

por lo que

ṡ = Iũ+∆BB−1
n [ũ− fn] + ∆f (16)

tiene la forma del sistema Ec. (12) con A = 0, B = I (de

2× 2) y d̃ = ∆BB−1
n [ũ− fn] + ∆f + ω.

Resolviendo el sistema de desigualdades matriciales de la
Ec. (6) y Ec. (10) para µ = 1 y R = diag{500; 1 × 105}
se obtuvo:

P =

[

5.644× 10−10 0
0 5.644× 10−10

]

,

K =

[

−1.405398 −1.071× 10−14

7.514× 10−15 −1.4064254

]

(17)

Para las simulaciones el valor de la función impĺıcita de
Lyapunov fue calculado numéricamente usando el método
de bisección. El valor de R fue escogido como una aprox-
imación de las perturbaciones que pueden presentarse en
el sistema.

5. RESULTADOS

Los resultados para el sistema en lazo cerrado fueron
obtenidos para tres referencias de alturas y dos refer-
encias de temperaturas. Los valores nominales fueron
tomados de la Tabla. 1. El controlador fue probado con-
siderando las incertidumbres en el modelo presentadas en
la Tabla 2 y adicionalmente una señal de perturbación
ω = [0.001 sin(t); 5 cos(3t)];.

Table 2. Incertidumbres consideradas para la
simulación

Incertidumbre ∆ρ ∆Cs ∆Cl ∆L ∆ǫ ∆αs

Valor -100 -50 -60 1× 104 0.02 ±1.4 ×

105

Las condiciones iniciales usadas en el modelo son h0 =
350µm y para T0 = 1700K.

En la Fig. 2 se puede observar que los valores de altura
y temperatura alcanzan los valores deseados en tiempos
muy cortos. Adicionalmente, en temperatura se tienen dos
picos en 3 y 5 segundos pero son debidos al cambio de
referencia en altura.

También, en la Fig. 3 se tienen los errores correspondi-
entes a altura y temperatura. La razón por la cual el error
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Fig. 3. Señales de error

no es llevado exactamente a cero es por consideraciones
prácticas. La vecindad de convergencia está relacionada
con el valor mı́nimo permitido en el computo por bisección
de V . Los resultados mostrados consideran min(V ) = 1×
10−4 el cual permite llevar el error a un valor aceptable
en la práctica, evitando el chattering.

Asimismo, en la Fig. 4 se muestran las señales de control
de potencia y velocidad, las cuales permanecen en los
rangos prácticos reales de operación.
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Fig. 4. Señales de control (potencia y velocidad)

6. CONCLUSIÓN

Se diseño un controlador robusto usando la técnica de
función de Lyapunov impĺıcita para la tecnoloǵıa de
manufactura aditiva. El proceso considerado es sistema
MEMS no lineal con incertidumbres aditivas y multiplica-
tivas inherentes al proceso.

Para la obtención de parámetros del controlador se con-
sideraron los rangos de incertidumbres paramétricas para
proponer un estimado de la cota de las perturbaciones.
Los resultados obtenidos en simulación muestran el buen
desempeño, aśı como la viabilidad de aplicación de este
tipo de controlador en la práctica.
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