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Resumen: En este articulo se presenta una familia de controladores homogéneos no-lineales,
los cuales son capaces de proveer estabilidad en tiempo-finito para las trayectorias de un
sistema. Ademads, considerando el enfoque de Formas Generalizadas para el disenio de funciones
de Lyapunov, se realiza la prueba de estabilidad y el diseno de ganancias para dichos
controladores. Finalmente, se muestra resultados de simulacién donde se verifica la eficacia
de los controladores propuestos para lograr que la posicién de un robot-péndulo alcance y siga

una trayectoria deseada.
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1. INTRODUCTION

Uno de los principales objetivos en la teoria de control
es el diseno de leyes de control por realimentacién de
estados tales que la salida de un sistema dindmico tenga
un comportamiento deseado. Las técnicas de control lineal
(Chen, 1999; Skogestad y Postlethwaite, 2007) han sido
ampliamente desarrolladas debido a que tienen un exce-
lente desempeno y existen metodologias bien estructura-
das para el diseno de ganancias y pruebas de estabilidad.

Por otro lado, el control no lineal (Slotine y Li, 1991)
permite lidiar con una variedad de problemas mas amplia
como incertidumbre en los sistemas 6 anélisis de com-
portamiento altamente no lineales (friccién de Coulomb,
saturacion, histéresis, etc.). Sin embargo, en muchos casos
no existe una metodologia clara para el diseno de contro-
ladores no lineales y su andlisis puede llegar a ser muy
complejo.

Los controladores homogéneos (controladores descritos
por funciones homogénea) son una familia de controla-
dores no lineales que tiene caracteristicas interesantes
como tasas de convergencia no asintotica, robustez y
escalamiento de las variables. Existen en la literatura
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varios resultados acerca del diseno de controladores ho-
mogéneos (Bhat y Bernstein, 1997; Levant, 2005; Sdnchez
y Moreno, 2016; Cruz-Zavala y Moreno, 2017; Mercado-
Uribe y Moreno, 2017; Sanchez y Moreno, 2019) donde se
aprovechan las propiedades homogéneas de los algoritmos
para el diseno y anilisis.

En (Sdnchez y Moreno, 2016; Sanchez y Moreno, 2019)
se presenta el enfoque de formas generalizadas (FG) para
el diseno de funciones de Lyapunov (FL) para sistemas
homogéneos. Esta metodologia consiste en seleccionar
polinomios r-homogéneos generalizados (conocidos como
FG) como funciones candidatas de Lyapunov (FCL), y se
describe un procedimiento sistematico para probar que la
FCL es definida positiva y su derivada a lo largo de las
trayectorias del sistema es definida negativa. Esto tltimo
se analiza mediante métodos clasicos de polinomios como
el teorema de Pdlya (Pdlya, 1928) o la solucién de un
problema de suma de cuadrados (SOS) (Parrilo, 2000).

En el presente escrito, se propone un familia de con-
troladores homogéneos no lineales capaces de proveer
convergencia en tiempo-finito para las trayectorias de un
sistema. Utilizando la metodologia de FG para el diseno
de FL presentado en (Sédnchez y Moreno, 2016), se realiza
la prueba de estabilidad y selecciéon de ganancias de los
controladores de orden n < 4. Finalmente, se muestra
un ejemplo de simulacion de la implementacién de los
controladores propuestos para seguimiento de trayectorias
de los estados de un Robot-péndulo.
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El resto del articulo tiene la siguiente estructura. En la
Seccién 2 se presenta algunas definiciones y resultados
interesantes relacionados con este trabajo. Los resultados
principales de este articulo se presentan en la Seccién 3.
En la Seccién 4 se muestra un ejemplo de simulacién
de los controladores propuestos en un Robot-péndulo.
Finalmente, algunas conclusiones sobre este trabajo son
expuestas en la Seccion 5.

2. PRELIMINARES

El conjunto de los niimeros reales se representa por R, y
el conjunto de los reales positivos se denota como R,
ie. Ry = {z € Rlz > 0}. Ademds, N y Q denotan
los conjuntos de los numeros naturales y racionales,
respectivamente. La funcion signo se define como

1, x>0,
sign(x) = (1); T = 8,
— 43 r <,

Para una variable € R y un ndmero v € R, las
expresiones de la forma |z|7sign(z) son escritas de forma
compacta como [z]|7, e.g. [z]2 = |z|2sign(z). En el
caso que v es impar se tiene que |z|Ysign(z) = z7
e.g. [r]3sign(z) = 3 Ademas, un caso especial se tiene
cuando v = 0 tal que [x]° = sign(z).

2.1 Homogeneidad

Siguiendo los trabajo de (Zubov, 1964; Bacciotti y Rosier,
2005; Efimov et al., 2018)), para un conjunto de nimeros
reales estrictamente positivos r; (i = 1,...,n) llamados
pesos y A > 0, se define:

= el vector de pesos r = (ry,... mn)T, T'max
MAX1<j<n Tj ¥ Tmin = MiNj<j<n 753

» lamatriz de dilatacién A, (A) = diag(A\™)", tal que,
para todo z € R™ y para todo A > 0, A,(N)z =
(A, AT, )\T"xn)T;

= la norma r-homogénea de x € R™ estd dada por

1
el = (S i) para p > s
= para s > 0, la esfera y la bola definidas ba-
jo la norma homogénea estdn dadas por S,(s) =
{o €R": [[oll, = s} y By(s) = {w € R : |jal|, < s},
respectivamente.

Definicion 1. Una funciéon V : R™ — R es r-homogénea
de grado v € R si para todo A > 0 y todo x € R"”

V(A (N)z) = MV (2).

Un campo vectorial f : R® — R”™ es r-homogéneo de
grado v € R, con v > —ry,;,, si para todo A > 0 y todo
x € R” se tiene

FAr(N)z) = N AL(A) f (),
los cual es equivalente a decir que la i-ésima componente
de f es una funcién r-homogénea de grado r; + v.

Un sistema & = f(x) es r-homogéneo de grado v si y solo
si f lo es.
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2.2 FEstabilidad

Siguiendo los trabajos de (Bacciotti y Rosier, 2005; Kha-
lil, 2002; Efimov et al., 2018; Levant et al., 2016), sea 2
una vecindad abierta del origen de un sistema & = f(x).
El origen de dicho sistema es llamado

= Estable en el sentido de Lyapunov si las soluciones
X (t, o) estén definidas para todo t > 0 y para cada
€ > 0 existe § > 0 tal que para cualquier zg € € si
[|zo|| < & entonces || X (t,z0)|| < € para todo t > 0.

= Asintéticamente estable si es estable en el senti-
do de Lyapunov y, ademads, existe 6o > 0 tal que
tiiinoo [| X (¢, z0)|| = 0 para cada z¢ € Q con ||zo||4 <

do. Ademas, el origen es llamado global y asintética-
mente estable si §g puede ser arbitrariamente grande.

= Estable en tiempo-finito (global) si es estable en el
sentido de Lyapunov y convergente en tiempo-finito
desde xg € Q (zp € R™), i.e., para cualquier g € 2
existe 0 < T < +oo tal que X (¢t,29) =0, Vt > T.La
funcién T (xg) = nf{T > 0: X(t,29) =0, V¢t > T}
es llamado tiempo de asentamiento.

Para un sistema @ = f(x) que es r-homogéneo de grado v
y asintéticamente estable al origen,existe una funcién de
Lyapunov V : R® — R, , suave y r-homogénea de grado
1 > —v ,que satisface

al|z[[}} < V(z) <bl|z[[}}, Vo eR",
V(z) < —eV'i(z), VzeR,

para algunos 0 < a < by ¢ > 0 (Rosier, 1992; Zubov,
1964).

Ademsds, para sistemas r-homogéneos se tiene que su
velocidad de convergencia puede ser evaluada de forma
cualitativa con base en su grado de homogeneidad.

Teorema 1. ((Nakamura et al., 2002)) Si un sistema & =
f(z) es r-homogéneo de grado v y asintéticamente estable
al origen entonces él es

= global y en tiempo-finito estable al origen si v < 0

= global y exponencialmente estable al origen si v =0

= global y en tiempo-fijo estable con respecto a una
bola unitaria B,(1) si v > 0.

2.8 Formas generalizadas

Las FG’s fueron presentadas en (Sdnchez y Moreno,
2016; Sanchez y Moreno, 2019) como una generalizacién
de las formas clasicas, i.e., polinomios r-homogéneos de
grado p € N donde r = [1,...,1]. Por otra parte, una
funcién g : R — R es una FG si es r-homogénea
de grado p € R, con pesos r = [r1,...,7,], 7: € Rsy,
y consiste de una combinacién lineal de un numero
finito de monomios homogéneos del mismo grado. Estos
monomios son productos de términos [z;|? 6 |z;|?, donde
p,q € Rsg. Las FG’s tienen propiedades importantes,
e.g., las derivadas parciales de una FG son también FG’s;
para el mismo r, las sumas o productos de FG’s son
también FG’s. Ademads, para r € Q", una FG puede ser
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representada en cada hiper-octante del espacio de estados
por medio de una forma clasica, por lo tanto, la definicién
positiva de las FG’s puede ser estudiada por medio de
métodos clasicos para polinomios, e.g., Teorema de Pélya
(Pdlya, 1928) o suma de cuadrados (SOS, por sus siglas
en inglés) (Parrilo, 2000) (para més detalles, ver (Sénchez
y Moreno, 2016; Sanchez y Moreno, 2019)).

Las FG’s pueden ser usadas como FL para cierta clase de
sistemas cuyo campo vectorial es descrito por medio de
FG’s. La metodologia de diseno de FL por medio de FG’s
es ampliamente descrita en (Sdnchez y Moreno, 2016;
Sanchez y Moreno, 2019) y puede ser resumida en los
siguientes pasos:

= Considerando el sistema & = f(z), donde x € R™ y
las componentes f;; i =1,...,n son FG, obtener su
grado de homogeneidad v y el vector de pesos r.

= Proponer una FG V : R® — R, de grado de
homogeneidad p y vector de pesos r, como FCL dada
por:

o

i +P<aj7m)7

n
V(z)=> aila; j>n, (1)
i=1
donde P(aj,z) consiste de términos cruzados con
coeficientes a.
= Calcular la derivada de la FCL como

W(z) = =V(z) = - 252 . f(a).

Por la propiedades de las FG’s se tiene que W (x) es
también una FG.

= Aplicar un cambio de variables adecuado de z a
z para transformar las formas generalizadas V()
y W(x) en los conjunto de formas cldsicas V(z) y

= Determinar los coeficientes de V' y los pardmetros
del sistema tal que los conjuntos de formas V(z) y
W (z) sean definidos positivos. Esto se puede lograr
a través del Teorema de Pélya o métodos SOS.

= Si cada forma de los conjuntos V(z) y W(z) es
definida positiva entonces la FG V(z) también lo es y
se prueba que es una FL para el sistema considerado
en el primer punto.

En el presente trabajo, dicha tarea serd tratada por medio
de los métodos de SOS, particularmente, utilizando la
herramienta SOSTOOLS en MATLAB (ver Prajna et al.
(2002)). Este programa estd diseniado para encontrar los
coeficientes de formas cuadraticas mediante la solucién de
desigualdades matriciales.

Una de las principales ventajas del enfoque de FG para el
diseno de FL es que ofrece un procedimiento sistemético
para probar que las FCL son positivas definidas.

3. CONTROL NO LINEAL POR REALIMENTACION
DE ESTADOS HOMOGENEA

Considere el siguiente sistema dado por una cadena de
integradores de orden n:
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S.Cl = T2
(2)
T, = U,

donde z1,...,z, € R son las variables de estado y u € R
es una entrada de control.

Para lograr estabilidad en tiempo-finito del origen del
sistema (2) se propone la siguiente ley de control

u=—ki[z] 7 — .. —kp[zn]?, (3)

donde las constantes k1, ..
diseno.

.y kn € R4 son pardmetros de

El sistema en lazo cerrado (2)-(3) esta dado por

T1 = To
.’tz = I3
(4)
O 1 1 1
in = —kl (Ilj n+l — kg ’VJCQJ no— ., — kn[sz 2,
el cual es r-homogéneo de grado v = —1 con pesos rr =
[n+1,n,n—1,...,2]. Como el sistema (4) es homogéneo

de grado negativo, si su origen es asintéticamente estable
entonces, por el Teorema 1, se puede concluir convergen-
cia en tiempo-finito de sus trayectorias al origen.

Se puede observar que las ecuaciones del sistema (4)
corresponden a la familia de FG. Por lo tanto, para probar
la estabilidad del origen del sistema (4) se puede emplear
enfoque de FG para el de diseno de FL. Sin embargo, tal
metodologia tiene dos principales limitaciones. Primero,
se tiene que proponer una FCL adecuada de la forma (1)
donde no es claro como seleccionar los términos cruzados
P(aj,x)y el nimero de combinaciones podria ser infinito.
Por otro lado, el calculo de los coeficientes de la FL se rea-
liza por medio de la solucién de desigualdades matriciales
pero, para ordenes n arbitrariamente grandes, los algorit-
mos computacionales que resuelven dichas desigualdades
pierden precision debido al tamano de las matrices.

El primer problema puede ser resuelto aplicando un caso
particular de la idea de seleccién de FCL presentada en
(Mendoza-Avila et al., 2017). De la estructura del sistema
(4) se puede observar que este contiene un sistema similar
pero de orden n — 1, i.e.,

.i‘Q = I3
P (5)
in = —ko[2a]™ — ... — kn[zn]?.
Por lo tanto, una FCL V(z) (r-homogénea de grado p)
para el sistema (4) puede ser construida de la forma
V(2) = Vaoi(2) + Palay,2) + anlaa |77, (6)

donde V,,_1(z) es una FL para el sistema (5) y P,(c;, )
son algunos términos cruzados extra a elegir de forma
heuristica. A pesar que dicha idea no resuelve completa-
mente el problema de la seleccién de los términos cruzados
P(aj,x), si disminuye los grados de libertad en la cons-
truccién de una FCL para el sistema (4).
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De manera similar, la FL V,,_;(x) del sistema (5) puede
ser obtenida a partir de una FL V,,_5(z) de un sub-sistema
de orden n — 2.

Por lo tanto, empezando por construir una FL V5(x) para
un sistema de orden dos
Tp_1 = In
T = —kn_1 [zn—lj 5 - Ky, |—sz %7
de manera recursiva, se pueden obtener FL para sistemas
como (4) de orden n arbitrario.

Observacion 1. Un punto importante en la construccién
de la FCL (6) es que el grado de homogeneidad pu
debe ser igual tanto para la funcién V,,_;(x) como para
los términos cruzados P, (a;, ). Ademas, este grado de
homogeneidad debe ser apropiado para el sistema (4) de
orden n con vector de pesos 7.

Teorema 2. Sea el sistema (4) con n < 4. Existen ganan-
cias k1, ..., k, € Ry tales que las trayectorias del sistema
en lazo cerrado (4) convergen a cero globalmente y en
tiempo-finito.

La prueba de el teorema 2 se presenta en las siguientes
sub-secciones.

Observacion 2. El caso de n = 1 es trivial, i.e., el sistema
i = —k[x]2 es estable para todo k > 0.

3.1 Orden dos

Considere el sistema de orden n = 2

abl = T2
i?Q = 7]431 (‘TlJ% — ]CQ [IEQJ% <7)
Se propone la FCL
Va(z) = an|z1 P + aolas|? + agfay [Sas. (8)
Se define la funcién Wy(z) = —Va(z). Aplicando la

metodologia de FG descrita en la sub-seccién 2.3, se tiene
que tanto la Va(x) como Wa(x) son definidas positivas con
las ganancias

ky = 8.5, (9)
v los coeficientes

a; = 33.61, oo = 4.084, asg = 7.354. (10)
Por lo tanto, se prueba que la FG (8) es una FL para el
sistema (7) con las ganancias k; dadas por (9).

3.2 Orden tres

Par el caso de orden n = 3, se tiene el sistema

.fl = T2

To = I3

.1'33 = —]431 |—.231Ji — k‘g |—$2J% — k‘g [$3J%
A partir de (6) donde V,,_1(z) estd dada por (8), se
propone la FCL

(11)

9 9
Va(z) = an|a1]7 + azlasl’ + as|es|?

12
+OZ4[SU1J%Z2+045[$1J%1‘3+a6[$2J%$3. ( )

Se define la funcién Ws(z) = —Vs(x). Aplicando la me-
todologia de FG descrita en la sub-seccién 2.3, se prueba

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

que tanto V3(x) como W5(x) son definidas positivas con
las ganancias

k1 = 2.7, ko =6, ks = 8.5, (13)
v los coeficientes
a; = 130.1, e = 539.1, as = 36.07,
oy = 199.4, as = 13.63, ae = 149.6.

Por lo tanto se prueba que la FG (12) es una FL para el
sistema (11) con las ganancias k; dadas por (13).

3.8 Orden cuatro

Se el sistema de orden n = 4

xry = T2
ig = X3
j?g = T4 (14)

iy = —ky[21)5 — kolwa]® — ks[z3]® — kylza]?.

A partir de (6) donde V,,_i(x) estd dada por(12), se

propone la FCL

Vi) = aafaa| ¥ + asfas| ¥ + aslasl® + |
taszize + O[T |3 w3 + arfr | Say
+ag[za] a3 + ag [22] Tay+ ang [23] g
i [as)?[aa) 2.

Se define la funcién Wy(z) = —V,(z). Aplicando la me-

todologia de FG descrita en la sub-seccién 2.3, se verifica

que tanto Vi(x) como Wy(z) son definidas positivas con
las ganancias

kr =1, ko = 2.7,
y los coeficientes
o1 =234.7, ag =51255, a3 =1137000, a4 = 49488,
as = 713.5, ag = 232.6, a7 = 3.288, ag = 77522,
ag = 2818, a9 = 127700, «aq; = 125800.
Por lo tanto se prueba que la FG (15) es una FL para el
sistema (14) con las ganancias k; dadas por (16).

(15)

ks =6,  k;=285, (16)

4. EJEMPLO DE SIMULACION: ROBOT-PENDULO

En esta secciéon se presentan un ejemplo de la imple-
mentacién de los controladores propuestos en un sistema
Robot-péndulo. El diagrama esquemédtico del sistema se
muestra en la Figura 1b donde 6 es el promedio de la
posicién angular de las ruedas, 1 representa el angulo de
inclinaciéon con respecto al eje vertical y ¢ es el dngulo
de rotacion alrededor del eje vertical. Ademas,el sistema
tiene como entradas u, y u; que son la tensién aplicada
al motor de cada rueda.

El modelo matemaético no lineal del sistema Robot-péndu-
lo y los valores de los pardametros se presentan en el
manual de usuarios (INTECO, 2015). Cuando el Robot-
péndulo esté en posicién vertical, su dindmica es aproxi-
mada por el siguiente modelo lineal

& = Ax + Bu,

(17)

y = Cuz.

donde
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(a) Fotografia tomada del manual de usuarios (INTECO, 2015)
z M, Jy y
pY

N
YA _x;g

6(:m, Ll

(b) Diagrama esquemético.

Figura 1. Robot-péndulo.

01 0 0 0 0
0 —0.0723 —43.7248 —0.0723 0 0
L0 o 0 1 0 0
=10 —0028 437301 —0.028 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0-01124
C0 0
20002 0
0 0
B=1_08s6 0o |-
0 0
0 —1.2186

. . AT
donde x = [9, 0,0,, ¢, (;5} es el vector de estados y las

entradas u = [ujus]T estdn dadas por u; = %ur + %ul
Vv Uy = %ur — %ul donde u, y u; representan el voltaje
aplicado al motor de cada rueda.

Se puede observar que el sistema (17) estd formado
por dos sub-sistemas desacoplados. El primero de cuarto
orden, formado por los estados x1, T2, 3y x4 y la entrada
de control uq, el cual representa la dinamica de un carro-
péndulo. El segundo sub-sistema es de segundo orden
y representa la dindmica de un robot diferencial dada
por los estados =5 y g y la entrada de control us. Este
desacoplamiento se puede observar también en el esquema
de la Figura 1b.

El objetivo de control es lograr seguimiento de las trayec-
torias r; = 2sin (;—Ot — %) +2yry=gsin (;—Ot — %) +3
para los estados z1 y x5 mientras x3 permanece en cero.

Aprovechando el desacoplamiento en la dindmica del
Robot-péndulo, el objetivo de control puede ser alcanzado
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I
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Figura 2. Seguimiento de trayectorias de los estados del
Robot-péndulo.

implementando el controlador

up = —ki[21)5 — ko[20)® — k3[23)3 — ka[24]3, (18)
para el sub-sistema xy — x4, donde las variables z estan
dadas por z = Tz donde T es una transformacién
de similitud que permite representar el sistema (17) en
forma normal (ver Chen (1999)). Por otro lado, se puede
implementar la ley de control

1 1
uy = —]{)1 |—$1J3 —k‘2|—$2J2, (19)
para el sub-sistema x5 — x¢. Ambos controladores son

casos particulares de la ley de control (3) para orden n = 4
y n = 2, respectivamente.

En la Figura 2 se presentan los resultados de la simulacién
del robot péndulo en lazo cerrado con los controladores
(18) con ganancias k1 = 3.5,ks = 3.7,ks = 13,ky = 8.5
v (19) con ganancias k1 = 6, ks = 8.5. Se puede observar
que los estados x1,T2,T5 Yy xg siguen sus respectivas
referencias mientras que los estados x3 y x4 permanecen
cerca de cero. En la Figura 3 se muestran las senales
de control aplicadas al motor de cada rueda del Robot-
péndulo. Para las simulaciones se utilizo el método de
integracién Euler-odel con paso de muestro 0.1]ms].

5. CONCLUSION

En este articulo se presenté una familia de controladores
no lineales capaces de estabilizar sistemas de orden n.
Tales controladores, en lazo cerrado, generan campos vec-
toriales r-homogéneos de grado negativo lo cual permite
asegurar convergencia en tiempo-finito de las trayectorias
del sistema al origen. Para la prueba de estabilidad y
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Figura 3. Senal de control aplicada al Robot-péndulo.

seleccién de ganancias se utilizo el enfoque de FG para el
diseno de FL. Sin embargo, debido a dificultades técnicas
en el presente articulo solo se prueban los casos de orden
n < 4. Finalmente, el desempeno de los controladores
propuestos se verifica mediante ejemplos de simulacién
en un Robot-péndulo.
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