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Resumen: En este trabajo se presenta un control robusto continuo para seguimiento de
trayectoria en un cuadrotor. La estrategia propuesta hace uso de un observador por modos
deslizantes de orden superior (OMDOS) que estima el estado e identifica las perturbaciones
presentes en las dindmicas actuadas. Posteriormente los efectos de las perturbaciones son
compensados a través del control. Ademas, se presenta el andlisis de estabilidad del esquema
controlador-observador via una funcién de Lyapunov y se ilustra el desempenio del controlador
propuesto en la plataforma experimental Quanser QBall 2.
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1. INTRODUCCION

Los cuadrotores son vehiculos normalmente pequenos, con
capacidades de vuelo autéonomas y de despegue y ater-
rizaje vertical. Sus caracteristicas los hacen una solucién
efectiva para el desempeno de tareas de alto impacto so-
cial, como lo es bisqueda y rescate (Almurib et al., 2011),
entrega de paqueteria (Aghdam et al., 2016), deteccién de
minas terrestres (Colorado et al., 2017), mapeo de zonas y
reconocimiento de terrenos (Kaufman et al., 2018), entre
otras. Para la navegacion auténomo de estas actividades
diversas estrategias de control han sido propuestas, véase
por ejemplo las mencionadas en Shraim et al. (2018). Nor-
malmente estas aeronaves se desenvuelven en ambientes
no estructurados, requiriendo asi capacidades de vuelo
robustas para lidiar con las perturbaciones presentes du-
rante el vuelo. Dichas perturbaciones pueden ser rafagas
de aire, fallas en actuadores o algin tipo de dindmica no
modelada.

Objetivo. El objetivo de este trabajo es disenar un
controlador robusto para garantizar el seguimiento de
trayectoria en un cuadrotor a pesar de las perturbaciones
externas y dindmicas no consideradas.

El seguimiento robusto de trayectoria ha sido abordado
por diversos autores. Por ejemplo, en Pérez-Alcocer et al.
(2016), se implementa un esquema de control basado
en modelo con estimacion de la masa del vehiculo, sin
embargo esta metodologia no es robusta contra pertur-
baciénes externas. Una técnica de control robusto bien
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conocida que si es capaz de compensar las perturbaciones
externas es la de control por modos deslizantes (CMD).
Por ejemplo, en Madani y Benallegue (2006) se presenta
un CMD convencional, para evitar el efecto de castaneo
se utiliza una aproximacién continua de la funcién signo.
Mientras que en Derafa et al. (2012) se hace uso del
algoritmo super-twisting para generar un control robusto
y continuo para el seguimiento de trayectoria.

Una metodologia alternativa para garantizar robustez en-
contrada en la literatura es la de identificacion y rechazo
activo de perturbaciones. Por ejemplo, en Yang et al.
(2018) se hace uso de un observador de estado extendido
en conjunto con un control no lineal, donde el incon-
veniente principal de este trabajo es que el desempeno
del sistema se ve afectada por el error de la estimacién
del observardor que no desaparece. Mientras que en Qin
et al. (2017), se presenta un observador lineal de estado
extendido con un control PD; sin embargo, solo se consid-
eran perturbaciones constantes y el observador converge
de manera asintética. En este sentido, las técnicas de
observacion por modos deslizantes ofrecen convergencia
al valor exacto estimado en, teroricamente, tiempo finito.
Diversos autores han utilizado los OMDOS; por ejemplo,
en Rios et al. (2017) se presenta un control robusto basado
en un observador por modos deslizantes. Mientras que en
Dévila y Salazar (2017), se hace uso del control basado
en OMDOS para compensar perturbaciones e incertidum-
bres paramétricas. En los trabajos, de Rios et al. (2017)
y Dévila y Salazar (2017), el andlisis de estabilidad en
lazo cerrado se aborda de forma trivial. Es decir, dado
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que los observadores usados convergen en tiempo finito,
el controlador se enciende hasta que el observador ya
convergié. Sin embargo, en casos practicos esta situacién
puede provocar el indeseable efecto pico si, por ejemplo,
el controlador se inicia antes de la convergencia del ob-
servador.

Contribucidén. En este trabajo se presenta el analisis de
estabilidad del esquema controlador-observador via una
funcién de Lyapunov.

Metodologia. Primero, se disena un observador de es-
tado extendido basado en modos deslizantes de orden
superior para estimar las perturbaciones que afectan al
sistema, después se inyectan a través del controlador para
ser rechazadas.

Estructura. La Seccién 2 presenta el modelo dindmico
y le objetivo de control. La Seccién 3 presenta el diseno
del OMDOS y la Seccién 4 presenta las leyes de control.
La Seccién 5 presenta los resultados experimentales y la
métrica del valor cuadratico medio. Por ltimo la Seccién
6 presenta las conclusiones.

2. MODELO DINAMICO Y PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

La Fig. 1 representa al cuadrotor cuyo modelo dinamico,

y

Fig. 1. Diagrama de cuerpo libre del cuadrotor.

expresado en el marco de referencia inercial, en el espacio
de estados resulta como

P1 =D

pzzmilup —gu. +d,y(t), (1)
N1 ="

My =Te + Lo+ dy(1), (2)
y=[p, m]" (3)

donde se asume que el marco de referencia en el cuerpo
del cuadrotor coincide con el centro de masa del vehiculo.
Asi, p; = [z1,y1,21]7 es el vector de posiciones espa-

ciales, p, = [72,%2,22]T el vector de velocidades, n; =
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[¢1,01,11]T es el vector de posiciones angulares y 1, =
[$2, 02, 12]T el vector de velocidades angulares. Mientras
que m es la masa, g es la aceleracién de la gravedad, y
es la salida medible, v, = [0,0,1]7 es un vector auxiliar,
L, = [az0sv2, azp21ba, aidobs]” es un vector de momentos
inerciales con a1 = (I — I))/I., as = (I. — 1)/,
yoas = (Iy — L)/Io. dy(t) = [0,0,d-()]" y dy(t) =
[dy(t), dg(t),dy(t)]T representan las pertubaciones en la
dinamica traslacional y rotacional respectivamente, donde
d, es la pertubacién externa en altura; mientras que dg, dg
y dy son las perturbaciones externas en alabeo, cabeceo y
guifiada, respectivamente. Por tltimo, T, = [14, 79, Tp]”
es la entrada de control para la dinamica rotacional y
u, = R(n)F, con F, = [0,0,F,]T como la entrada
de control para la dindmica traslacional y la matriz de
rotacion

Coy Cyy S0, Cypy Sgy — Syy Cpy Soy Oy Oy + Sy Sy
R(n) = | Co, Sy, S0, 59,50, + CpCpy Soy Sy, Cypy — Cyy Sgy |
—So, Co, 5, Co,Cy,

donde S, = sin(a) y C,, = cos(e) para o = ¢1,01,1.
Ademas, F, es el empuje total en el eje z; y Ty, T9 y Ty
representan los torques en los respectivos ejes x, y y z.

Por otro lado, las entradas de control se definen en

términos del vector de fuerzas w = [u1,uz, uz, us]? ge-
nerado por las propelas, como
_ . -
>
Fz ( =1 )
Te l(usz — uq
= = 4
Fp(u) 0 I(ug — uy) ) (4)
7'1[, 4 .
kd Z(—l)zui
L =1 J

donde [ es la distancia del centro de masa a los actuadores
v kq es el coeficiente de arrastre.

De la ecuacién (4) la matriz de distribucién de fuerzas
correspondiente es

111 1
10 1 o0

B=1¢o 1 o -] (5)
kg kg —ky K

La relacién inversa entre el vector fg(u) y el empuje de
cada uno de los motores es u = B~ f 5(u).
Se consideran las siguientes suposiciones:

Suposicion 1. El cuadrotor no realizard maniobras acro-
baticas, lo que significa que ¢1(t) € (=5, 5) v 01(t) €
(-3.9)

Suposicion 2. Las perturbaciones d,(t) y d,(t), asi como
su primera derivada d,(t) y d,(t) estén acotadas. Lo
anterior significa que ||d,(t)|| < Lp v ||dy(t)|| < L, asi
como ||dp()[| < Ly y ||dy(t)]| < Ly; donde Ly, Ly, Ly y
L, son constantes conocidas.
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Suposicion 3. Las velocidades de las dindmicas rota-
cionales 7, y su primera derivada 7, estdn acotadas. Lo
que significa que |[m]| < Ly v (1ol < Ly -

Finalmente, por simplicidad se define el vector de pertur-
baciones externas d(t) = [d,(t),d,(t)]T.

Objetivo de control. El objetivo de control es garanti-
zar el seguimiento de la trayectoria a pesar de los efectos
de las perturbaciones d(t). Esto es lim;_, ||€(2)]| — O,
donde &(t) = [ép,én]T, con los errores de seguimiento
definidos como

£, =Ps— P (6)
£, =MN4— M- (7)

Siendo py = x4, Ya, 2a]" ¥ M4 = [¢a, 04, a]" los vectores
de posiciones espaciales y angulares deseados, respectiva-
mente.

Control!
Virtual

PID-PD +

Referencia
Rechazo

>

[ Lazo Externo.
@ Lazo Interno
Fig. 2. Esquema de control.

Para lograr este objetivo, primero se disena un observador
extendido via modos deslizantes de orden superior. Poste-
riormente, la estrategia de control propuesta se divide en
dos lazos como se ilustra en la Fig. 2. En el lazo externo,
un control virtual PD genera los angulos deseados ¢4 y
0, correspondientes a los giros en alabeo y cabeceo, para
desplazarse en el plano horizontal x y y correspondientes
al movimiento subactuado. Mientras que en el lazo in-
terno, un control nominal genera el empuje vertical total
(PID) y los torques correspondientes en los giros alabeo,
cabeceo y guinada (PD); es decir, fz(u). Dichas leyes de
control contienen los términos estimados provenientes del

OMDOS.
3. DISENO DE OBSERVADOR

En esta seccion se aborda el diseno del observador por
modos deslizantes de orden superior para la estimacién
de las perturbaciones d(t) y dindmicas no modeladas en

(1)-(2).

Definiendo los nuevos estados p; := d,(t) y n35 = d, (1),
se extiende la dindmica (1)-(2) con py = dy(t) y 75 =
dn (t), donde la dindmica de dichos estados es desconocida,
pero acotada bajo la Suposicion 2 y la Suposicion 3.
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Se propone un observador por modos deslizante de orden
superior de la siguiente manera

i)l =Py + Kpipy(ep1)

Py=m""u, — gv. + Py + Kpops(epn)
i)B = Kpsps(ep),

=1 + K (en)

Mo =Te + N3 + Kyppo(en)

M3 = Kysps(en),

(®)

)

donde las superficies deslizantes son e, := p; — Dy, ¥
en1 :=1; — ;. Los términos de correccién ¢, (-), @o(-) ¥
5 (+) dependientes de un vector s := [s1, 52, 53]7, son

2 2 2 T
@1(8) = |Isu|Fsen(sa) Lol Fsn(sz) Jss|Fsen(ss)| (10)

1 1 1 T
Po(s) = [|51|§Sg11(51) |s2|3sgn(sz) |33|§Sgn(53)} (11)

T
p3(s) = [sen(s1) sgn(s2) sgn(sz)] (12)
Las ganancias del observador se eligen de acuerdo con
Cruz-Zavala y Moreno (2018) como

Wl

_ —2
Kil =3.1L 57L13,

con i € {p,n}.

2y Kig Ki;;:l.ll_}i,

(13)

4. DISENO DE CONTROLADOR

Lazo de control externo. El control virtual para el lazo
externo que se encarga de generar los dngulos deseados ¢4
y 04 tiene la forma

04 =tan~! [sz_l(ngSwd + uHde)] (14)
og —tan ! [mF;1C9d(u115wd —+ UIQde):I R (15)

donde uy; y ure son el primero y segundo elemento del
vector u; expresado como

t
ur = Kpp€p + Kip / €pdr + Kapép + g + gv= — b3, (16)
0

con K,, = diag{kps, kpy, kpz}, Kip = diag{0,0,k;.} y
Ky = diag{kas, kay, ka=}, siendo kpg, kpy, kp. > 0 las
ganancias proporcionales; kqz, kqy,kq. > 0 las ganancias
derivativas, k;, > 0 la ganancia integral y p; es la senal
de perturbacién identificada proveniente del observador

(8).

Lazo de control interno. En este lazo la ley de control
que calcula el empuje total F, en el eje vertical z es

_ m
Cs,Co,

F.

t
X (kpzfm + kiz / £z dT + kdzézl +9+Zzq — é3) , (17)
0

donde Z3 es el término de rechazo proveniente del
observador en (8).
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Mientras que para generar los torques en los giros alabeo
Te, cabeceo 19 y guinada 7y, el control propuesto es

To = kpplon + kasls, + da — d3 — azbatpy  (18)
70 = kpobo, + Kaolo, + 04 — 03 — asdwps  (19)
Ty = kpp&oy + kapoy + Va — U3 — a1, (20)

donde kpe, kpo, kpy > 0, representan las ganancias de del
la parte proporcional y kg4, k4, kay > 0, representan las
ganancias de la parte derivativa. Ademas, los términos de
rechazo (133, ég y zﬁg, son las componentes del vector 7j;
provenientes del observador en (9).

Teorema 1. Considere el sistema presentado en (1)-(2)
que satisface las suposiciones 1-3. Las leyes de control
propuestas en (15)-(14) y (17)-(20) que hacen uso de los
estimados provenientes del observador presentado en (8)-
(9), con las ganancias elegidas como en (13); aseguran la
convergencia asintética a la trayectoria deseada. Es decir,
P = Py y N, — Ny a pesar de las perturbaciones d(t).

La prueba de estabilidad se remite al Apéndice.
5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En esta seccién se muestran los resultados experimen-
tales obtenidos usando la plataforma Quanser QBall 2;
tomando en cuenta los pardmetros g = 9.8 m/s?, m =
1.79 kg, | = 0.2 m, I, = I, = 0.03 kg - m?, I, = 0.04
kg-m?y kq = 0.05.

Optitrack Flex 3

UsB 2.0

MATLAB@
S|MUL|NK®

Estacion de Trabajo

Ethernet

d(t)

Fig. 3. Diagrama experimental.

Una ilustracién de la configuracién experimental de seis
camaras Optitrack Flex 3 con la plataforma experimental
@Ball 2 puede ser apreciada en la Fig. 3. El sistema de
cdmaras mide la posicién espacial del QBall 2 (z1, y1,
z1) asf como los dngulos en giro (¢1, 01, 1) y envia este
conjunto de datos de forma aldmbrica (USB) a la estacién
de trabajo.

El tiempo de experimentacién es 170 [s], con un paso
de muestreo de 1 [ms], usando el método de Euler y la
trayectoria deseada definida como x4 = 0.3sin(0.05¢t) [m],
ya = 0.3¢0s(0.05t) [m], zg = 0.96 m y g = 0 [rad].

El experimento cuenta con cuatro etapas apreciables en
la Fig. 4. Primero, en el intervalo de tiempo (0, 6.5)[s] los
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motores permanecen apagados. Después, en el intervalo de
tiempo (6.5, 36)[s], los motores se encienden y el control
nominal lleva al sistema a la trayectoria de referencia. En-
seguida, en el intervalo de tiempo (36, 96)[s], la dindmica
del sistema es perturbada en altura, alabeo, cabeceo y
guinada de la forma

0 0.001 sin(0.2t)
d,(t) = [ 0 ] d,(t) = [0.00lsin(OQt)]
0.04sin(0.2t) 0.003 sin(0.2t)

(21)

Por ltimo, en el intervalo de tiempo (96, 170)[s], atin con
el sistema perturbado se inyectan los estimados Z3, (ﬁg,
05 y @[}3 Los efectos esta accién se pueden apreciar en el
sombreado de color azul en la Fig. 4. Ademés, en la Fig.
6 se muestran las entradas de control F., 74, 79 y Ty las
cuales son sefiales continuas.

En la Fig. 5 se ilustra el movimiento del cuadrotor desde
una perspectiva isométrica. La linea negra representa
la trayectoria de referencia, la linea roja representa la
trayectoria obtenida con el control nominal y la linea
azul representa la trayectoria final utilizando el control
por identificacion y rechazo propuesto de perturbaciones.
Claramente, se obtiene un mejor desempeno con el con-
trolador por identificacién y rechazo de perturbaciones.

Dindmica rotacional
T T
|

P(t) [rad)

%
Tiempo [s]

120 140 160

Fig. 4. Evolucién temporal de los angulos del cuatrotor.

Con fines de medir objetivamente el desempeno de los
controladores, en la Tabla 1 se muestran los valores del
error cuadratico medio. Resulta evidente que el control
robusto basado en identificaciéon y rechazo de perturba-
ciones produce un seguimiento de trayectoria mas preciso.

6. CONCLUSIONES

Se disenié un control robusto y continuo para el seguimiento
de trayectoria en un cuadrotor. La metodologia de control
propuesta permite rechazar las perturbaciones externas y
dindmicas no modeladas presentes en el sistema. Ademsds,
se logré desarrollar el andlisis de estabilidad para segurar
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— Ref,
——§/Comp.
Comp.
o Inicio

O Final

0.2 0.4

0.2

-0.2

-0.2

y [m] o4 0s z [m)

Fig. 5. Seguimiento de trayectoria del cuadrotor en 3D.

Entradas de control
T —

T T T T T T

50.4: ; ‘\ 4

K 02f | | 1
0 L L L L Lol L L L L

7 (V]

0.1 I L I I L I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160

y [V]

0 20 0 60 80 100 120 140 160
Tiempo [s]

Fig. 6. Evolucién temporal de las entradas de control en
el cuadrotor.

Tabla 1. Valor cuadratico medio del error en
seguimiento de trayectoria.

para analizar la convergencia de las trayectorias del es-
tado.

Prueba. La dindmicas del error de seguimiento trasla-
cional y rotacional pueden obtenerse derivando dos veces
(6), (7) sustituyendo los controles (17)-(20). En el espacio
de estados se representan como

épo = Spl (22)
épl = £p2 (23)
épQ = _KiPEpO - KPP€p1 - deépz — ep3(t)

+m” ! [Rs(ng) — Rs(n))F, (24)
é}ﬂ = ’5772 (25)
€n2 = _Kpn£n1 - Kdn£n2 —ens(t). (26)

Sean los errores de observacién epy = py — Dy, €p3 = P3 —

D3, €2 = My — 1)y Y €y3 = 13 — T3, se puede derivar y
encontrar la dindmica de los errores de observacién como

ép1 = ep — Kpipi(ep,)

ép2 = ep3 — Kpapo(epr)

(
(

éps =d,p(t) — Kpsps(ep), (29
én=en — Ko (en) (
(

ép2=ey3 — Kppps(en)

ez =d,(t) — Kpzps(en), (32
donde se puede apreciar que las dindmicas de los errores
de observacién (27)-(32) son independientes de la de
seguimiento (22)-(26). Adem4ds, de Cruz-Zavala y Moreno
(2018) se sabe que existen ganancias Kp1, Kpa, Kps, Ky,
K2 y K3 elegidas como en (13) que garantizan que
€pl = €p2 = €p3 = €51 = €py = €3 = 0 para todo
t > ty. Por lo anterior, en lo subsecuente, el andlisis se
enfoca en la dindmica de los errores de seguimiento.

Expresando (22)-(26) de forma matricial se tiene

Error | Sin compensar | Compensado
(40s — 80s) (100s — 140s)
c. 0.3015 0.2689
1) 0.0311 0.0110
&o 0.0250 0.0116
&y 0.0699 0.0045

la convergencia asintoética de los estados a las trayectorias
deseadas bajo el esquema controlador-observador.

Cabe destacar que el cuadrotor QBall 2 es una plataforma
para uso didéctico en interiores, por lo que sus presta-
ciones en hardware son limitadas. Por ende, cuestiones
como el tiempo de muestreo de los sensores o retardos
en el transporte de datos afectan el desempeno final del
sistema.

7. APENDICE
Para probar el Teorema 1 primero se obtiene la dindmica

en lazo cerrado del esquema observador-controlador y
posteriormente se hace uso de una fucnién de Lyapunov
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€20 [ 0 1ixs Oixs Oixs Oixs €20
&1 Osx1 Osxs Isxs Osxs Osxs | [&p1
€| = | —kiz —Kpp —Kap 03x3 O3x3 | |2
& Osx1 Osxs Osxz Osxs Isxs | &
£, [03x1 Osx3 Osxz —Kpy —Kan| [0
n N——
X 4 X

0 0

03 03

— | €p3 +— RS(T’d) - R3(n> sz (33)

03 03

LEn3 03

9 R, (€,)

donde 1743 := [0,0,1]. O3x1 € R3*1 y O1x3 € RM™3 son
vectores cuyas componentes son cero. Osxs € R3*3 es
una matriz nula y I3x3 € R3*3 es una matriz identidad.
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Ademas, es de notar que ki, Kpp, Kap, Kpy, Kay > 0; por
lo tanto, la matriz A es Hurwitz.

Se propone una funcién candidata de Lyapunov para la
dindmica (33) de la forma V = xT Px, donde P = PT >
0 € R%*1% y derivando a lo largo del tiempo se tiene

V=x"Px+x"Px
=—x"Qx — 2x" PO + 2x" Pm ' R,(€,)F.. (34)
con Q = ATP + PA > 0 € R¥*15, De Cruz-Zavala y
Moreno (2018) se sabe que |[9]| < |[97(0)|. Asimismo,
€, v &, permanecen acotados (Khalil, 2015), en conse-
cuencia F, también permanece acotada como |F,| < 81 +
B2 H [E‘p §p} H , donde (1, B2 son constantes positivas. Ree-

scribiendo asf (34) como

V < Aain{ Q}HIxI® + 21 Ix Awmin { P} [9(0)

+ 2/ Amax{ Pym ™ | R, (€, - (35)
De (35) se encuentra la cota
2Amax{P}m | R, Fo| 4+ 2Xmin{P}||9(0
el > {PIm™ | R (&)l F | {2l ()H.(36)

Amin{Q}

Ademas, del del Lema 9.2 de Khalil (2015) se puede
obtener la dltima cota como

Il < 2Amax {Pym || Ru (&)l Fz| + 2Amin { P}(|9(0)]|
- )\min{Q}

)\max{P}
S wios G0

Asi, p; v m; permanecerdn tltimamente acotadas en
la regién (36)-(37) en t € [0,t7). Una vez que los
errores de observacién converjan a cero en tiempo finito,
es decir epl = epg = €p3 = 67)1 = 6772 = e,,3 =
03x1, Vt > ty; y los errores de la dindmica rotacional
converjan asintéticamente a cero, es decir R, (En) = 03x1;

la ecuacién (35) se reduce a V < —Amin{Q}||x||%. Por lo
tanto, la dindmica en lazo cerrado (33) es asintGticamente
estable; es decir, p; = p; vy 7, — ng paratodot >t;. B
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