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Resumen: En este articulo se propone una estrategia de control robusto para el seguimiento
de trayectorias utilizando Robots Méviles tipo Uniciclo (UMR) bajo la influencia de algunas
perturbaciones. La estrategia propuesta es disenada utilizando el modelo cinematico con
perturbaciones y estd basada en dos técnicas de control robusto: Control por Modos-Deslizantes
(SMC) y el Método del Elipsoide Atractivo (AEM). El control de la orientacién del robot es
diseniado por medio de un algoritmo de SMC-Continuo, mientras que el control de posicién es
disenado por el AEM utilizando funciones de Lyapunov tipo Barrera (BLF). Algunos resultados
experimentales son presentados para ilustrar el desempeno de las estrategias propuestas.
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1. INTRODUCCION

El estudio y el diseno de control para robots méviles
con ruedas (WMRs por sus siglas en inglés) han llamado
bastante la atenciéon durante las ultimas décadas. El
problema de seguimiento, coordinaciéon de movimiento y
evasién de obstaculos, para los WMRs son tres de los
campos de investigacion més extensos en robdtica y en
sistemas de control debido a sus distintas aplicaciones.
Ademés, una gran variedad de WMRs estdn sujetas
a restricciones cinematicas no-holénomas lo que hace
que no se pueda estabilizar mediante un control por
realimentacién suave y por lo tanto no puedan seguir
todas las trayectorias posibles (Brockett, 1983).

El problema de seguimiento y estabilizacion para WMRs
no-holénomos ha sido previamente tratado en la litera-
tura. En Sun et al. (2018), se disefian dos esquemas de
modelo predictivo robusto para resolver el problema de
seguimiento de WMRs. Se asume que el punto a controlar
se encuentra a una distancia perpendicular al eje de las
ruedas y el robot tiene perturbaciones que actian solo en
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la velocidad lineal, mientras que no toman en cuenta las
perturbaciones que actiian sobre la velocidad angular. En
Xin et al. (2016), se propone una estrategia de control en
tiempo finito para seguimiento de un UMR utilizando el
modelo dindmico y tomando como entradas de control los
torques de los motores. Ademds, un observador de pertur-
baciones es disenado para tratar con las incertidumbres
del sistema. Sin embargo, el punto a controlar es diferente
del punto medio del eje de las ruedas. En el mismo con-
texto, en Bessas et al. (2016) un SMC integral combinado
con un control por realimentacion no lineal variante en el
tiempo es propuesto para seguimiento de UMRs sujeto a
incertidumbres dependientes del estado. En Yoo (2016),
consideran efectos de perturbaciones en las ruedas de
robots moviles, ademds, para resolver el problema de
seguimiento, proponen un enfoque de control adaptable
con realimentacién de la salida. En Yu and Liu (2017),
se proponen dos leyes de control dindmico para realizar
el seguimiento de las trayectorias de UMRs en presencia
de una cierta clase de perturbaciones en la entrada. Vale
la pena mencionar que la mayoria de los trabajos previa-
mente mencionados no consideran perturbaciones en las
ecuaciones del modelo cinematico y la mayoria de ellos
Unicamente presentan simulaciones numéricas. En este
sentido, es necesario disenar estrategias de control robusto
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para tratar posibles perturbaciones que afectan a los
UMRs. Entre esas técnicas de control robusto, se encuen-
tra un enfoque del AEM en Poznyak et al. (2014), el cual
estd basado en teoria de Lyapunov y cuyas principales
ventajas son: su efectividad al tratar con perturbaciones
desacopladas y no desvanecientes, su alta relaciéon costo-
eficiencia computacional comparada con otros métodos
robustos como redes neuronales, y control predictivo, y
su facilidad al momento de implementarlo. Algunos de
los desarrollos més recientes de este enfoque estan rela-
cionados a aplicaciones de control por saturacién (Mera
and Salgado (2018)) y sistemas con restricciones en los
estados (Salgado et al. (2018)). En este sentido, la BLF
estd constituida en una solucién adicional para estabi-
lizar sistemas con restricciones en los estados y entradas
saturadas. Motivado por las dificultades mencionadas an-
teriormente en el diseno de control robusto para UMR,
este articulo contribuye con una estrategia de control
de seguimiento robusto para UMRs ante perturbaciones.
La estrategia propuesta estd basada en dos técnicas de
diseno de control robusto, i.e., SMC y AEM, utilizando el
modelo cinemético. El control de la orientacién del robot
es disenado por medio un algoritmo de SMC-Continuo,
mientras que el control de posicién es disenada por medio
del AEM basado en un enfoque de una BLF. La estabili-
dad de la dindmica del error de seguimiento se garantiza
por medio de la teoria de Lyapunov.

La estructura de este articulo se presenta de la siguiente
manera. En Seccién 2 se presenta el planteamiento del
problema, mientras que en la Secciéon 3 se presenta el
disenio de control de seguimiento robusto. Algunos resul-
tados experimentales son mostrados en la Seccién 4. Por
dltimo, las observaciones finales se dan en la Seccién 5.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el modelo cinematico del UMR:
& =wcos(0)(1+di(t)), (1a)
gy =wvsin(0)(1 + di(t)), (1b)

0 =w(l+da(t)), (1c)
donde z, y € R describen la posicién del punto medio del
eje de las ruedas del UMR, 6 € R representa la orientacién
del UMR, mientras que v, w € R son las velocidades
lineal y angular respectivamente; las cuales representan
las entradas de control. Los términos d; y ds representan
perturbaciones de dindmicas no modeladas, las cuales son
aditivas a las entradas, esto viene del hecho de que si
no se da un comando al UMR, este no se movera. Estas
perturbaciones pueden surgir del tiempo de asentamiento
del controlador interno, el cual convierte los comandos
de velocidad a corriente/voltaje los cuales son enviados a
los motores. Se asume que tales perturbaciones estian a-
cotadas por: —1 < dpin < d; < dpmax, para i = 1,2; donde
la restriccion dni, > —1 asegura que las perturbaciones
no causen un cambio de signo en la entrada de control v.

El objetivo de este articulo es disenar una estrategia
de control robusta con el fin de seguir una trayectoria
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deseada para el UMR a pesar de algunas perturbaciones
aditivas.

3. CONTROL DE SEGUIMIENTO ROBUSTO

Considere la siguiente representacién de (1)

o = uo + di(t), (2a)
iy = upxy + dat), (2b)
To =ui + d},(t), (20)
donde z¢ = z, x1 = y, x2 = tan(f), up := vcos(h),
up = wsec?(0), di = vcos()dy, dy = vsin(f)d; y
dz = wsec?(f)dy. Definiendo las trayectorias deseadas

como x4, yqg € C>* y acotadas. Entonces, el error de
seguimiento puede ser definido como

€0 1= To — Td, € = /0 [zo(T) — za(7)]dr,
&1 1= 21 — g, &1 = / [21(7) — ya(r)dr,

t
€9 i= Ty — T3, €9 1= / [z2(7) — 25(7)]dT,
0

donde z3 es una senal de referencia a disenar. Entonces,
la dindmica del error de seguimiento esta dado por

o= Ago+ B[UO + Czli(t) — de],

&1 = Ae + B[UQZ‘Q -i:dg(t) — yd],
g = Aeo+ B[ul + dg(t) — .’EE],
(607 eO)T € R27 &1 = (él7 el)T
€ R? y las matrices

(35 - (),

Note que, el UMR es un sistema subactuado, por lo tanto,
no es posible controlar las posiciones (x,y) y la orientacién
0 de manera independiente. Ademas, la senal de referencia
2% v las entradas de control ug y u; deben ser disenadas
correctamente de tal manera que se llegue a la posicién
deseada (z4,yq). Para ello, un control virtual vy € R es
introducido en la dindmica del error 4, i.e.,

donde gy := € R?y

€9 1= (ég, EQ)T

g0 = Aco + Blug + di(t) — iq], (3a)
€1 = Aey + Bl + g(x2, up, o) + J2(t) = Yal, (3b)
o9 = Aegg + B[Ul + Cis(t) - xE], (30)

donde la perturbaciéon w € R estd dada por w :=
ugTy — Vg. Por lo tanto, el control virtual vy puede ser
seleccionado de la siguiente manera

Vo = UOI§7 (4)
entonces, se calcula la sefial de referencia x% de (4),
Vo
5= —. 5
p— 2 )

El objetivo ahora es disenar el control virtual vy y las
entradas de control ug y u1 de tal manera que el vector del
error de seguimiento ¢ := (el eT,eI)T € R® converja a
una vecindad del origen a pesar de algunas perturbaciones

e incertidumbres acotadas.
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3.1 Control Robusto para la Orientacion del UMR

Considere el problema de diseno de control para el sub-
sistema (3c), el cual puede ser escrita como

é2 = €2,
€ = uj + (jg(t) — l‘g

Suponga que se cumple la siguiente restriccién sobre los
términos ds y &3
d -
—(d3(t) — 43
[FICORES

<< (7)

oo

Para este sistema de segundo orden, el control u; se
disena por una estrategia de SMC-Continuo, i.e., Control
No Singular Terminal por Modos-Deslizantes Continuo
(NTSMC- Continuo), Kamal et al. (2016):

s=¢é+ k1 ’—GQJ% , (83)

wl=
—
o
=3
~—

Uli’l_l,l*kg (SJ ,
—ks[s]°. (8¢)

fin =
Una posible seleccién para las ganancias k;, con i = 1, 3,
estd dado por Kamal et al. (2016) y representadas en la
Tabla 1.

Tabla 1. Ganancias del CNSTMD- Continuo

Grupo 1 2 3 4
ki 20¢"% 287C"2 7¢"% (%
ko 44c%  ascd 75cd 16¢3
ks 2.5¢ 2 2 7¢

Teorema 1. Kamal et al. (2016). Se asume que existe
(7) y el control uy es disenado de acuerdo a SMC-
Continuo, i.e. (8). Entonces, en estado estable e3 = 0,
la dindmica del error (3c) es Uniformemente Estable en
Tiempo Finito.

Note que el término de la perturbacion g puede ser escrita
como g(x2,up, Vo) 1= upx2 —Vy = uglre—x}], por lo tanto,
resulta que

llgllse < Lllezllo, Yuo € R, (9)

para alguna L > 0. Entonces, de acuerdo al Teorema
1, resulta que ex(t) = 0, para todo ¢ > Ty > 0. Esto
implica la perturbacion g(z2(t),uo(t),0(t)) = 0 cuando
eo(t) = 0, para todo t > Ty > 0.

3.2 Control Robusto para Posicion del UMR

Debido a la estructura de la senal de referencia z3 en
(5), la entrada de control ug esta restringida de no cruzar
por cero. Por tal motivo, el diseio de ug debe de ser
reformulado. Para esto, asuma que ug : R>9 — R4.. Por lo
tanto, la dindmica del error (3a) puede ser reescrita por:

g0 = Aeo + Blo(ug) + di(t) — i, (10)
donde la funcién o : R — R es definida por
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U0 max si U0 max S Uo,
o(ug) == < uo, i Uomin < U0 < Uomax,  (11)
UQ min; si Uuo S UQ min;

donde ugmax €s el valor de saturacién para la entrada
de control ug, mientras que ugmin €S un valor positivo
suficientemente pequeno para ug, €l cual es caracterizado
por el conjunto %y := {ug € Ry | uomin < %o < Uomax }-
Con el fin de estabilizar la dindmica del error (10), se
propone el siguiente control:

ug = Koeog + g (12)
donde K, € R'? es una matriz constante de diseflo.
Definamos la funcién ¢ : R — R como ¢o(ug) = o(ug) —
ug. El siguiente lema describe algunas propiedades de la
funcion ¢yq.

Lema 1. Tarbouriech et al. (2006). Si o — 8 son
elementos de %, ; entonces, la funcidn ¢o(a) satisface
la desigualdad: 6~ ¢8 (a)[po(a) + 8] < 0, para cualquier
0 eRy.

Entonces, la dindmica en lazo cerrado, con la entrada de
control (12), estd dado por

é0 = [A + BKoleo + Bldo + di]. (13)
Con el fin de analizar la estabilidad de (13), se propone
una BLF, i.e.,

- T
Vo(€p) =In (1 — 6_0TR050> , Ro=Rj >0,
donde la matriz Ry € R2?*? parametriza el elipsoide
@QE(RO?ES) = {Eo € R? ‘ EgRogo < 1} con &g 1= €9 — 86
donde & € R? es un vector constante el cual define el
centro del elipsoide. Note que el elipsoide &.(Ryp,e)) no
estd centrado en el origen pero debe contenerlo. Por lo
tanto, la derivada de Vj a lo largo de las trayectorias del
sistema (13) satisface

o\ & Wodo + 267 Ro[Akeg + B(¢o + du)]
VO(EO) = T — )
1— € R()Eo
donde ¥, := RyA + ATRO + RoBKy + KEBTRO y
Ak = A+ BKy. Asuma que la perturbacién d; satisface
la restriccién df Qqd; < 1 con Qg QY > 0 tal que

|di]|oo < df = A;;{f(@d). Por lo tanto, la derivada de
Vb se encuentra acotada superiormente por

- ~ 1
\% <
O(EO) —1- EgRogo 1-— ?gRoéo
g0\’ /Uy RyAx RoB RoB &
» £y * 0 0 0 €
®o * * 0 0 ®o
dy *x ok * —Qu dy

Por otro lado, de acuerdo al Lema 1, con o = Kyeg + 24,
B = Koeog — Goeo v Go € R'? una matriz constante de
diseno; la siguiente desigualdad

571 (@)[¢o(@) + (Ko — Go)eo] <0,
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satisface para cualquier § € Ry si a — f = &4 + Goeo
permanece en el conjunto %, . Entonces, para que &4 +
Gogo € Uy, la siguiente desigualdad

Uomin < Za + Gogo < Uo max,
debe de satisfacerse. Asuma que z4(t) € [z4,T4), para
todot > 0, y Uomin < g5 < Tq < Upmax. Entonces, se
deduce que Gy debe cumplir

Gogo € (Uomin — s U0 max — )
ﬁ(uOmin - Tda UQ max — Ed)7
esto es: Uomin — Zg < Goco < Upmax — Zd, POr lo tanto,
se puede establecer, basados en Boyd and Vandenberghe
(2004) que &4 + Goeg € &-(Ro,e})C % ., si existe Gy y
G- tal que las siguientes desigualdades

—1~T —
GIRO G1 + GlES < Ugmax — Td,
Ga2Ry Gy + Gagg < —ugmin + 24,
se cumplan. Dichas condiciones pueden ser simplificadas

seleccionando Gg = G; = —G4, entonces, es posible
reescribir las desigualdades anteriores como

GORO GO + Gosa S UQ max — Ld,

GoRy'GL — Gogl < —uugmin + 4.

Note que con las desigualdades anteriores uno esta bus-
cando el elipsoide més grande &:(Ro,e) dentro %..
Entonces, seleccionando ¢} = uRy'GY para cualquier
€ (—1,1), resulta que

GoRy'GE(1 4 p) <7, (14a)
GoR, 1GO (1-p) <u, (14b)
CON U = Ugmax — Td ¥ U := —Uomin + Z4. Con el fin

de obtener la éptima posicién del centro del elipsoide
é-(Ro,eg), 1 se puede fijar de la siguiente manera

ﬂ_
= e (=1,1).
T+u (=1.1)

/_j/ =
Entonces, las condiciones (14), se reescriben como

L u Gy L u Gy
W, = (GOT oqRo) >0, W= (G{ QQRO) >0,

con a1 := (W+u)/2u y as := (u+u)/2u. Por lo tanto, la
derivada de V; puede ser acotada superiormente por

Y1+, — & [Po — Roléo]

Vo (&) <
0(80) - 1 — &y R()Eo
_ T _
€0 €0
1 g €5
- - X 0
* 1-— &:gRoéo @0 ¢20 ’
dq dy
con U, = (7 — u)? /2(u+u) 0 < P = Py € R
Vo :=Vg+~F, Q:=RyB — I[Kg — Gg] y
\i/() RoAgk Q RyB
| *» —vRo 0 0
X = * x* =271 0
*x Kk I (07
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Por lo tanto, si X < 0 se mantiene, entonces obtenemos
[1 +u Uy — 80 [PO — Ro]Eo]
1-— 50 R0€0

Vo(&o) <
Es decir, es claro que si Fy > Ry, entonces existe
un conjunto no vacio &:(Ro,e8) \ &:(FPo,efy) = {& €
R? | &' Pyzg > 1+, 5 Roéo < 1}, donde Vpy(&p) <
—(1 + @,). Debido al hecho de que Vy(&) < 0 en el
conjunto &.(Ro,y) \ &= (Po, £5), por lo tanto, tal conjunto
es contractivo; y desde que Py > Ry y &:(Po,ef) C
é:(Ro, (), se deduce que cualquier solucién del sistema
(13) que comienza en &.(Ry,ef) \ é2(Po, () se mantiene
en &:(Ro, ef) vy converge asintGticamente a &;(Fo, €). Por
lo tanto, basado anterior, el siguiente resultado ha sido
probado.

Teorema 2. Suponga que £0(0) € &:(Ro, &) y Koeo(0) €
Ry . Sean las leyes de control (11) y (12) aplicadas a
la dindmica del error (10). Suponga que existen algunas
constantes positivas v, > 0, y las matrices Py = P >
0, Ry = RI > 0 tal que las siguientes desigualdades
matriciales

W;>0,W; >0, X0, Py > Ry, (15)
son factibles para U = Ugmax — Td, b = —UQmin + Zd,
con xd(t) € [Edvgd] tal que Ugmin < Zg <7Tg < UO max
para todo t > 0, oy := (U + u)/2U, as = (T + u)/2u,
algunas matrices Ko,Go € RY? y Qq = QF > 0 tal

que ||di]le < df = mgf(Qd) Entonces el elipsoide
é:(Po, ) es asintdticamente atractivo para (10) para

cualquier €0(0) € &:(Ro, €5)-

Observacién 1. Recordando que w(z2(t), uo(t),vo(t)) =
0 cuando ex(t) = 0, para todo t > Ty > 0, t||da]|e < dif,
es claro que, la entmda de control vy puede ser diseriada
como vy = Kie1 + 9q, con K1 € R'Y2 disefiado por
cualquier método lineal, ya que vy no estd restringido.
Sin embargo, también se puede disenar vy de acuerdo al
Teorema 2 si es necesario también considerar el control
saturado siempre y cuando el elipsoide &.(Py,e7) = {&1 €
R? | &7 Pg; <1}, con & := ¢, — ef y e € R? un vector
constante, sea asintdticamente atractivo para (3b) para
cualquier €1(0) € &:(Ry,€7).

Por lo tanto, basados en los teoremas 1 y 2, se tiene que

()—0 Vit > Ty >0,
0] < Mgy (P
ler@®)l < Ay,
para algunas matrices 0 < POT =P cR’y0< PIT =
P, € R2. La dindmica del error (3) es UE a pesar de
algunas perturbaciones acotadas con las leyes de control:
o(ug) ui(ez,€2) ,  o(vo)

- cos(0)’ - sec2(0) 2= a(up)’

Py), cuando t — o0,

in 2(p 1), cuando t — oo,

3.8 Aspectos Numéricos

Con el fin de aplicar el resultado obteniendo por el
Teorema 2 es necesario resolver las desigualdades no
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lineales matriciales (15) con respecto a las variables Py,
Ry, Ko y Go para algunos escalares positivos v y 4.
La siguiente proposicién nos muestra un esquema simple
que se puede utilizar para una seleccién practica de los
parametros de disefno.

Proposicion 1. Si el siguiente conjunto de LMIs

0, 06, (CH B
* 7'>/X2 0 0
* * =201 O
ok x —Q

01 :=AXo + X0 AT + BY + YTBT + M,
Oy :=AX,+ BY, O3 :=6B-YT — 7T,

<0, (16)

u A u Z
(ZTOthQ)ZO’ <ZT042X2)207 (17)
M ’)/XQ
<7X2 A/Xl) 207 Xl <X2; (18)

para posibles matrices simétricas definidas positivas X, €
R2%2) X, € R2X2 Y € R'%2, Z € RY*? y escalares fijas
positivas vy, 6 > 0; entonces, las desigualdades matriciales
(15) se mantienen para los mismos escalares v, 0 y para
las matrices Py = Xl_l, Ry = X2_1, Ky = YX2_1 Yy
Go=7ZX,"

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para la estrategia de control propuesta se utiliza el QBot
2 fabricado por Quanser (véase Fig. 1). El QBot 2 utiliza
una estacién de control con un software en tiempo real
QUARC®, esto nos permite crear una interfaz directa
con MATLAB® /Simulink®.

Sensores de

Acantilado

Rueda

Rueda . lzquierda
\.

Derecha

iy

" Ruedas

Bumpers

Fig. 1. Plataforma Experimental

La posicién y la orientacién del QBot 2 se miden por
medio de sensores internos del robot. En este sentido, am-
bas ruedas cuentan con encoders, los cuales son utilizados
para obtener informacién de la rotacién de las ruedas y
estimar los cambios en la posicién a través del tiempo.
Basados en esa informacion, se puede calcular el desplaza-
miento total y la orientacién del robot por medio del
modelo cinemético del UMR. Es importante recordar que
las velocidades lineal y angular actiian como las entradas
de control. Con el fin de demostrar la efectividad de la es-
trategia de control propuesta, se presenta una prueba ex-
perimental en el caso cuando gy € &.(Ry, ) \ 6=(Po, ).
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Las velocidades lineal y angular maximas del QBot 2 son
0.7[m/s] y 2.5[rad/s], respectivamente. La ganancia K =
[—0.012, —1.21], para el NTSMC-Continuo las ganancias
son ky = C%, ko = 16(:% s k3 = 7¢, con ¢ = 0.030, mientras
que Ky = [-0.1358,—0.7319]. K se puede encontrar
resolviendo el conjunto de LMIs (16)-(18) utilizando el
solucionador SeDuMi a través Yalmip. Los parametros
del control son ugmax = 0.3, Ugmin = 0.09, v = 0.40,
6 = 0.0111 y Qg4 = 50, con las perturbaciones definidas
como dy = 0.06 cos(t) + 0.01 y d2 = 0.05sin(¢) + 0.1. Las
cuales son generadas por medio de software.

La trayectoria deseada es definida como

1
LL’d(t) 2ﬂ_t,
0.2tsin(0.01t), sit € [0s, 10s),
2, si t € [10s, 32s),
ya(t) = ¢ 1.1+ cos(0.2¢), sit € [32s,40s) U [54s, 71.2s) U [86s, 90s),
1, sit € (40s,54s] U [T1s, 86s),
1.7, si t € [90s, 100s].

Este experimento se implementé utilizando el método
de integracion de Euler con un paso de muestreo hy =
0.01[s]. Las condiciones iniciales del UMR son z(0) =
—0.4, y(0) = 0y 6(0) = 0. Los resultados de seguimiento
en el plano x —y y las entradas de control necesarias para
realizar la trayectoria deseada son mostradas en la Fig.
2, mientras que el comportamiento de la orientacién del
robot es mostrado en la Fig. 3 el cual varia entre £70°.
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Fig. 2. Trayectoria en el plano del UMR, Velocidades
Lineal y Angular
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Fig. 3. Orientacion del Robot
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Los errores de seguimiento son ilustrados en la Fig. 4.
Esta claro que se presentan algunas oscilaciones alrededor
de cero debido a la presencia de perturbaciones y/o
fricciones no modeladas, errores en las mediciones de
los sensores, entre otros. Las senales de los controles
virtuales son mostrados en la Fig. 5. Podemos observar
que ug se encuentra saturado por ugmax al inicio, esto
debido al hecho de que gy € &.(Ry, &) \ &= (Po, €5), (véase
Fig. 6). Por lo tanto, la trayectoria (ep, €p) converge
a una regién alrededor del origen dado por |[leg(t)| <
\"1/2

min

(Py), cuando t — oo.
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Fig. 4. Errores de Posicion
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Fig. 5. Senales de Controles Virtuales
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se aborda el problema de seguimiento
de trayectorias para UMRs por medio de técnicas de
control robusto. Especificamente, se propone un algoritmo
de SMC-Continuo, para garantizar que el error de orien-
tacién converge a cero en tiempo finito, a pesar de algunas
perturbaciones e incertidumbres acotadas. Por otro lado,
el AEM en conjunto con un enfoque de una BLF es
utilizada para disenar el control de posicién. En este
sentido, los errores de posicién convergen asintéticamente
a una pequena vecindad del origen. Se ha demostrado que,
cuando las trayectorias inician en &% (Ro, () \ é=(Po, €5),
estas convergen asintGticamente a &.(Py,ef). Algunos
resultados experimentales han sido mostrados con el fin
de probar el desempeno de los enfoques propuestos.
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