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Abstract:
Este art́ıculo propone un observador determińıstico para fusionar la información de los
acelerómetros y de un algoritmo de localización y mapeo simultáneo monocular. La fusión
de estos sensores permite observar a la velocidad traslacional y al factor de escala de la
posición en el plano Cartesiano. La posición y la velocidad traslacional son fundamentales
para lograr que un cuatrirotor navegue sin la ayuda de sensores externos, tales como el sistema
de posicionamiento global o sistemas de cámaras infrarrojas. El observador se diseña siguiendo
la metodoloǵıa de Inmersión e Invarianza. Bajo suposiciones estándar se muestra convergencia
asintótica local de los errores de observación. Por medio de simulaciones numéricas se evalúa
el funcionamiento del observador propuesto.
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1. INTRODUCCIÓN

Las aplicaciones de los veh́ıculos aéreos se han incremen-
tado exponencialmente en los últimos años, ver Gupte
et al. (2012). Las aplicaciones recientes demandan que el
veh́ıculo aéreo tenga la capacidad para navegar de forma
autónoma en un ambiente no estructurado, ver Zhou et al.
(2017). Aunque los problemas de regulación, seguimiento
de trayectoŕıas y seguimiento de caminos han sido re-
sueltos de forma adecuada, utilizando diferentes técnicas
de control lineal o no lineal, su implementación aún se
realiza mayoritariamente en ambientes controlados. Por
ejemplo, ambientes en los que se dispone de un sistema
de posicionamiento global diferencial o de un sistema de
cámaras infrarrojas.

La principal limitación para lograr la navegación autónoma
en un veh́ıculo aéreo es la ausencia de un sensor abordo
que pueda medir la posición y la velocidad traslacional,
ver Valenti et al. (2014). La fusión de sensores surge como
una alternativa con grandes posibilidades de éxito. La lo-
calizacón y mapeo simultáneos (SLAM), revisar Durrant-
Whyte and Bailey (2006) para mayores detalles, es un
algoritmo de visión computacional ampliamente utilizado
en robótica para el posicionamiento espacial de robots o
veh́ıculos en ambientes donde está limitada la utilización
de otros sistemas de posicionamiento tales como el sis-
tema de posicionamiento global (GPS), ver Khairuddin
et al. (2015). De hecho, el algoritmo SLAM proporciona
la matriz homogénea, la cual contiene la orientación de
la cámara aśı como su posición. Debido a la baja ve-

locidad de procesamiento del algoritmo SLAM, con un
máximo de 30Hz, en veh́ıculos aéreos se prefiere obtener
la orientación a partir del Sistema de Referencia de Ori-
entación y Rumbo, el cual puede entregar la orientación
del veh́ıculo hasta a una velocidad de 1000Hz. Sin em-
bargo, la posición contenida en la matriz homogénea śı es
utilizable para el propósito de navegación autónoma. En
el caso de que el algoritmo SLAM procese imágenes de
cámaras estereoscópicas o RGB-D, la posición tiene una
escala real; sin embargo, cuando se utiliza una cámara
monocular la posición que entrega SLAM está en una es-
cala desconocida, la cual cambia cada vez que se reinicia el
algoritmo. Es importante conocer el factor de escala para
poder trasladar las mediciones de posición obtenidas por
el SLAM a la escala real, aśı como para retroalimentarlas
en controladores de posición.

En la literatura se han propuesto diferentes métodos
para calcular el factor de escala, la mayoŕıa dependientes
de sensores ópticos o sistemas de visón externos como
OptiTrack o Vicon. En el trabajo de Martinez-Carranza
et al. (2015), el factor de escala se calcula como el cociente
de una posición conocida, utilizando un sensor adicional
y la posición que entrega SLAM. El factor de escala
se calcula una sola vez ya que todos los experimentos
subsecuentes se realizan en el mismo entorno, con las
mismas condiciones iniciales, por lo que el factor de escala
se mantiene prácticamente constante. En caso de que
se quiera trabajar en diferentes entornos será necesario
recalcular el factor de escala. En los trabajos de Lv et al.
(2016) y Esrafilian and Taghirad (2016) se utiliza un
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sensor láser y ultrasónico, respectivamente, para tener
una medición de distancia real y compararla con la
distancia proporcionada por el algoritmo SLAM. Este
enfoque tiene la desventaja de que se necesita agregar un
sensor extra (láser o ultrasónico) al sistema para calcular
el factor de escala. Además, el factor de escala solamente
se calcula en el eje donde está instalado el sensor, por lo
que se asume igual en los otros dos ejes.

Con el objetivo de evitar el uso de sensores extras, en el
trabajo de Nieto-Hernandez et al. (2019) se propone un
estimador para el factor de escala, determińıstico, basado
en modelo; el cual requiere la orientación, las velocidades
y aceleraciones traslacionales, y la posición calculada por
el SLAM . El trabajo incluye simulaciones numéricas y
pruebas experimentales para validar la teoŕıa presentada.
Un detalle a considerar en el estimador propuesto en
Nieto-Hernandez et al. (2019) es que no existe un sen-
sor que mida directamente la velocidad traslacional de
un veh́ıculo aéreo. Las velocidades traslacionales pueden
obtenerse a partir de un sensor visual y un algoritmo de
flujo óptico, ver Grabe et al. (2012), o a partir de la acel-
eración, como en Martin and Salaun (2010) y Leishman
et al. (2014).

Después de una revisión sobre la información que mide un
acelerómetro en un veh́ıculo aéreo en vuelo, los trabajos
de Martin and Salaun (2010) y Leishman et al. (2014) pro-
ponen observadores de orientación y de velocidad trasla-
cional a partir de las mediciones de los acelerómetros.
En el trabajo de Martin and Salaun (2010) se propone
que los acelerómetros en el plano Cartesiano miden a la
velocidad traslacional a partir de una constante particular
que depende del aleteo de las hélices del cuatrirrotor.
En ambos trabajos se proponen observadores tipo Lu-
enberger para observar la velocidad traslacional y la ori-
entación del cuatrirotor alrededor de los ejes Cartesianos.
En el trabajo de Mahony et al. (2012) se presenta un
estimador de velocidades en el plano horizontal también
basado en el aleteo de las hélices implementando un filtro
complementario.

Este art́ıculo es una continuación del trabajo de Nieto-
Hernandez et al. (2019), proponiendo un observador de-
termińıstico basado en modelo para fusionar la infor-
mación de los acelerómetros y de un algoritmo de lo-
calización y mapeo simultáneo monocular. La fusión de
estos sensores permite observar a la velocidad trasla-
cional y al factor de escala de la posición en el plano
Cartesiano sin necesidad de agregar sensores extra al
sistema y sin depender de las condiciones iniciales del
entorno. La posición y la velocidad traslacional son fun-
damentales para lograr que un cuatrirrotor navegue sin
la ayuda de sensores externos, tales como el sistema de
posicionamiento global o sistemas de cámaras infrarro-
jas. El observador se diseña siguiendo la metodoloǵıa de
Inmersión e Invarianza (I&I) que es una técnica que per-
mite definir errores de observación no lineales ofreciendo
versatilidad en el diseño del observador. Bajo suposi-
ciones estándar se muestra convergencia asintótica local

de los errores de observación. Por medio de simulaciones
numéricas se evalúa el funcionamiento del observador
propuesto.

Este art́ıculo tiene la siguiente organización. En la Sección
2 se presenta el modelo del cuatrirotor y los modelos
de los sensores que se asumen disponibles. La Sección
3 establece el problema de observación y describe los
desarrollos necesarios para diseñar al observador aśı como
el estudio de sus propiedades de estabilidad. La Sección
4 muestra los resultados de simulación. Finalmente, la
Sección 5 presenta conclusiones sobre este trabajo.

2. MODELO DINÁMICO DEL CUATRIRROTOR

Las siguientes ecuaciones describen el comportamiento
dinámico de un cuatrirrotor, ver Corona-Sánchez and
Rodŕıguez-Cortés (2013).

mV̇ b = −mΩ̂V b +mgR⊤e3 − TT e3 − µVh

Ṙ = RΩ̂

JΩ̇ = −Ω̂JΩ+M b

(1)

con m la masa del cuatrirrotor, V b = [ u v w ]
⊤

la

velocidad traslacional en ejes cuerpo, Ω = [ p q r ]
⊤

la
velocidad angular, g la aceleracón debido a la gravedad,
TT el empuje total, µ un parámetro particular para cada
cuatrirotor introducido en Martin and Salaun (2010),

e3 = [ 0 0 1 ]
⊤
, Vh = [ u v 0 ]

⊤
, J la matriz de inercias del

cuatrirrotor, M b los momentos aplicados, Ω̂ una matriz
antisimétrica definida como

Ω̂ =

[

0 −r q
r 0 −p
−q p 0

]

y R la matriz de rotación de ejes cuerpo a ejes inerciales
representada como

R =

[

r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

]

(2)

En este trabajo se asume que se tiene acceso a los
siguientes sensores.

Acelerómetro.

La reinterpretación de la medición de un acelerómetro
abordo de un veh́ıculo aéreo que realizaron los trabajos
de Martin and Salaun (2010) y Leishman et al. (2014)
permite establecer que un aclerómetro tiene información
acerca de la velocidad traslacional del veh́ıculo en los ejes
Cartesianos.

y1 = ah = −
µ

m
V (3)
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con y1 la medición de los acelerómetros instalados en los

ejes Xb y Y b, esto es ah = [ ax ay ]
T
, y con V = [ u v ]

⊤
.

Posición escalada.

Se asume que el veh́ıculo tiene instalada una cámara
monocular a partir de la cual se obtiene la posición del
cuatrirotor por medio de un algoritmo SLAM. Por lo
tanto, se tiene acceso a

Xs =

[

kxx
kyy
kzz

]

=

[

kx 0 0
0 ky 0
0 0 kz

][

x
y
z

]

= diag(Ks)X

con Xs la medición de la posición que entrega el algo-
ritmo SLAM, kx, ky y kz los factores de escala en los
ejes XiY iZi. El operador diag(A) representa una matriz
diagonal cuyos elementos son los elementos del vector A.

Ks = [ kx ky kz ]
⊤

y X es la posición del cuatrirrotor
en la escala real. Debido a que únicamente se utilizará el
plano Cartesiano, tenemos

y2 =

[

kxx
kyy

]

=

[

kx 0
0 ky

] [

x
y

]

= diag(K)Xh (4)

con K = [ kx ky ]
⊤

y Xh = [ x y ]
⊤
.

Orientación y velocidad angular.

Se asume que el cuatrirrotor tiene instalado abordo un
sistema de referencia de orientación y rumbo (AHRS).
Por lo tanto, la orientación del cuatrirrotor representada
por la matriz de rotación y3 = R es medible, aśı como su
velocidad angular y4 = Ω.

Velocidad vertical.

El enfoque de estimación en este art́ıculo se centra
únicamente en la estimación de velocidades traslacionales
y factor de escala en el plano Cartesiano (ejes x y y).
Durante el diseño del observador resulta necesaria la
medición de la velocidad vertical w. Esto se puede realizar
midiendo la posición vertical por medio de un sensor láser,
ultrasónico o equivalente y una derivada numérica, por lo
tanto

y5 = w (5)

3. DISEÑO DEL ESTIMADOR

En esta Sección se presenta el diseño del observador para
reconstruir la velocidad traslacional V y el factor de
escala K en el plano Cartesiano a partir de las mediciones
de aceleración, posición escalada, orientación y velocidad
angular. El observador se diseña siguiendo la técnica de
Inmersión e Invarianza propuesta en Astolfi et al. (2007).

El problema de observación puede plantearse en la forma
siguiente. Asuma que se tiene acceso a las salidas yi, i =
1, · · · , 5. Diseñar un sistema dinámico de la forma

ρ̇ = α(ρ, y1, y2, y3, y4, y5)

con ρ ∈ R
4
, tal que existan dos funciones η ∈ R

2
y

ξ ∈ R
2
que dependan de la información disponible y que

asintóticamente reconstruyan a la velocidad traslacional
V y al factor de escala K, esto es

lim
t→∞

η(ρ, y1, y2, y3, y4, y5) = V

lim
t→∞

ξ(ρ, y1, y2, y3, y4, y5) = K
(6)

Estimador de velocidades.

A partir del modelo dinámico del cuatrirrotor descrito en
la ecuación (1), se tiene

V̇ b = −Ω̂V b + gR⊤e3 −
TT

m
e3 −

µ

m
Vh (7)

Se considera que las velocidades traslacionales y rota-
cionales son pequeñas, por lo tanto el término de Coriolis
se desprecia, por lo tanto

V̇ b = gR⊤e3 −
TT

m
e3 −

µ

m
Vh (8)

En forma vectorial, la ecuación (8) se expresa como sigue
[

u̇
v̇
ẇ

]

= g

[

r31
r32
r33

]

−

[

0
0

TT /m

]

−
µ

m

[

u
v
0

]

(9)

Debido a que los acelerómetros no contienen información
sobre la velocidad vertical, en los cálculos que siguen se
considera el modelo siguiente

[

u̇
v̇

]

= g

[

r31
r32

]

−
µ

m

[

u
v

]

(10)

Rv =

[

r31
r32

]

(11)

se tiene

V̇ = gRv −
µ

m
V (12)

Considerando el modelo del acelerómetro (3)

V̇ = gRv + y1 (13)

Para el diseño del estimador, se define el error de obser-
vación como

Ṽ = V − V̂ + βv(σ) (14)

donde

σ̇ = −
µ

m
V (15)

Obteniendo la dinámica del error

˙̃V = V̇ −
˙̂
V +

∂βv

∂σ
σ̇ (16)
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Sustituyendo V̇ de (13), σ̇ de (15) y V del error de
estimación (14) se tiene

˙̃V = gRv + y1 −
˙̂
V −

µ

m

∂βv

∂σ
(Ṽ + V̂ − βv) (17)

Ahora se define a
˙̂
V en términos de las señales conocidas,

como

˙̂
V = gRv + y1 −

µ

m

∂βv

∂σ
(V̂ − βv) (18)

Al sustituir (18) en (17) se obtiene

˙̃V = −
µ

m

∂βv

∂σ
Ṽ (19)

La función βv(σ) se define para garantizar que el error de
observación converja a cero, por lo tanto

βv(σ) = Γvσ (20)

donde

Γv =

[

γvx 0
0 γvy

]

(21)

es la ganancia del estimador.

De esta forma la dinámica del error de estimación queda
como

˙̃V = −
µ

m
ΓvṼ (22)

Por lo tanto

η = V̂ − βv (23)

Estimador del factor de escala

Considerando un observador de velocidades cuyo error de
observación es (14), se tiene acceso a

V − Ṽ = V̂ − βv = η (24)

El error de estimación se define como

K̃ = K − K̂ + β(y2, η) (25)

La derivada con respecto al tiempo del error de estimación
es

˙̃K = −
˙̂
K +

∂β

∂y2
ẏ2 +

∂β

∂η
η̇ (26)

η̇ = V̇ − ˙̃V y ẏ2 = diag{K}Ẋh, por lo que es necesario

definir Ẋh. Para el caso tridimensional Ẋ = RV b, sin
embargo, para el plano Cartesiano la relación correspondi-
ente se obtiene como sigue. En forma vectorial, Ẋ = RV b

se expande como
[

ẋ
ẏ
ż

]

=

[

r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

][

u
v
w

]

=

[

ur11 + vr12 + wr13
ur21 + vr22 + wr23
ur31 + vr32 + wr33

]

(27)

Las velocidades en el plano Cartesiano son
[

ẋ
ẏ

]

=

[

ur11 + vr12 + wr13
ur21 + vr22 + wr23

]

(28)

Ahora se busca una expresión en donde V aparezca
expĺıcitamente. La ecuación anterior puede reescribirse
como

[

ẋ
ẏ

]

=

[

r11 r12
r21 r22

] [

u
v

]

+ w

[

r13
r23

]

(29)

Al sustituir V y Ẋh se obtiene

Ẋh = RhV + wRk (30)

con

Rh =

[

r11 r12
r21 r22

]

(31)

Rk =

[

r13
r23

]

(32)

Es a partir de la expresión (30) que surge la necesidad
de poder medir w, como se especificó en la Sección 2,
ecuación (5).

ẏ2 = diag{K}(RhV + y5Rk) (33)

Al sustituir ẏ2 y η̇ en (26), usando K, V̇ y ˙̃V de las
ecuaciones (25), (13) y (22), respectivamente, se obtiene
la expresión siguiente

˙̃K =−
˙̂
K +

∂β

∂y
diag{K̃ + K̂ − β}(RhV + y5Rk)

+
∂β

∂η
(gRv + y1 +

µ

m
ΓvṼ ) (34)

Finalmente, al sustituir V de la ecuación (24), la dinámica
del error de estimación del factor de escala queda como
sigue

˙̃K =−
˙̂
K +

∂β

∂y
diag{K̃ + K̂ − β}(Rh(η + Ṽ ) + y5Rk)

+
∂β

∂η
(gRv + y1 +

µ

m
ΓvṼ ) (35)

A partir de la ecuación (35) se define la dinámica de los
estados del estimador en función de las señales conocidas.
En este caso, se tiene

˙̂
K =

∂β

∂y
diag{K̂ − β}(Rhη + y5Rk) +

∂β

∂η
(gRv + y1) (36)

Al sustituir
˙̂
K, la dinámica del error queda como

˙̃K =
∂β

∂y
[diag{K̃}(Rhη + y5Rk) + diag{K̃ + K̂ − β}RhṼ ]

+
∂β

∂η
(
µ

m
ΓvṼ ) (37)
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Nuevamente, la función β(y2, η) se define para garantizar
que el error de observación converja a cero. Por lo tanto

β(y2, η) = −Γkdiag{y2}(Rhη + y5Rk) (38)

donde

Γk =

[

γkx 0
0 γky

]

(39)

es la ganancia del estimador.

Haciendo la sustitución de η = V − Ṽ , y considerando Ẋh

de la ecuación (30), se tiene

˙̃K =−Γkdiag{Ẋh}diag{Ẋh}K̃

+Γk[diag{Ẋh}diag{RhṼ }+ diag{RhṼ }diag{Ẋh}

−diag{RhṼ }diag{RhṼ }]K̃

−Γk[diag{Ẋh −RhṼ }diag{K}Rh

−
µ

m
diag{y2}RhΓv]Ṽ (40)

Finalmente

ξ = K̂ − β (41)

Se establecen las siguientes Suposiciones.

Suposición 1 La siguiente identidad se mantiene

lim
t→∞

t
∫

0

diag{Ẋh(τ)}diag{Ẋh(τ)}dτ = ∞

Suposición 2 Existen las entradas de control TT y M b que
regulan la velocidad traslacional y el ángulo de guiñada a
las referencias deseadas.

La siguiente Proposición resume el resultado principal de
este trabajo.

Proposición 1 Bajo las Suposiciones 1 y 2, existen ganan-
cias Γv y Γk tales que los sistemas dinámicos (18) y (36)
son localmente un observador para la velocidad trasla-
cional en el plano Cartesiano y un estimador del factor
de escala, respectivamente. La velocidad traslacional y el
factor de escala son reconstruidos en (23) y (41).

Prueba Considere la siguiente función de Lyapunov

Vv =
1

2
Ṽ ⊤Ṽ

Su derivada con respecto al tiempo a lo largo de las
trayectorias de (22) es

V̇v = −
µ

m
Ṽ ⊤Ṽ

por lo tanto, el error de observación converge a cero
exponencialmente. Notar que si se considera que Ṽ es
igual a cero en la dinámica del error de estimación (40),
se tiene

˙̃K = −Γkdiag{Ẋh}diag{Ẋh}K̃

Por lo tanto, se puede considerar la siguiente función de
Lyapunov

Vk =
1

2
K̃⊤K̃

cuya derivada con respecto al tiempo es

V̇k = −ΓkK̃
⊤diag{Ẋh}diag{Ẋh}K̃

Al considerar la Suposición 1, se puede concluir que
el error de estimación converge asintóticamente a cero.
Para completar la prueba, se mostrará que el término de
interconección

Ψ= Γk[diag{Ẋh}diag{RhṼ }+ diag{RhṼ }diag{Ẋh}

−diag{RhṼ }diag{RhṼ }]K̃

−Γk[diag{Ẋh −RhṼ }diag{K}Rh

−
µ

m
diag{y2}RhΓv]Ṽ

satisface las condiciones de la Proposición 4.11 de Sepul-
chre et al. (1997). La Suposición 2 implica que existen

constantes positivas κi, i = 0, ...5 tales que ‖Ẋh‖ ≤ κ0,
‖Rh‖ ≤ κ1, ‖y2‖ ≤ κ2, Γk ≤ κ3, ‖K‖ ≤ κ4, Γv ≤ κ5;
como consecuencia

‖Ψ‖ ≤ κ3(2κ0κ1‖Ṽ ‖+ κ2

1
‖Ṽ ‖2)‖K̃‖

+κ3((κ0 + κ1‖Ṽ ‖)κ4κ1 +
µ

m
κ2κ1κ5)‖Ṽ ‖

Esto implica que la suposición 4.5 de Sepulchre et al.
(1997) se satisface, como resultado el sistema en cascada
(22) y (40) es localmente asintóticamente estable.

4. SIMULACIÓN

Se diseñó un programa en Simulink que simula un cuatrir-
rotor haciendo el seguimiento de una trayectoria circular
con un controlador de posición y orientación no lineal.
De esta simulación se tiene acceso a todos los parámetros
necesarios para los estimadores yi, i = 1, · · · , 5. Se calcu-
lan las dinámicas de los estimadores (18) y (36), y se les

aplica una integración numérica para obtener V̂ y K̂. Se
calculan βv y β y se sustituyen en (23) y (41) para obtener
η y ξ, los cuales convergen a las estimaciones de velocidad
traslacional V y factor de escala K, respectivamente,
como se especificó en (6).

Para el estimador de velocidades se utilizaron las condi-
ciones iniciales u(0) = 0.2 y v(0) = −0.2, V̂ (0) = [ 0 0 ]

T

y ganancias γvx = 7 y γvy = 7. Para el caso del estimador
del parámetro K se escogieron como valores reales kx =

0.3 y ky = 0.2, con condiciones iniciales K̂(0) = [ 0 0 ]
T

y ganancias γkx = 8 y γky = 8.

En la Fig. 1 y Fig. 2 se muestran los errores de estimación
de Ṽ y K̃, respectivamente; en color rojo el eje x y
en azul el y. De estas gráficas se puede observar que
ambos errores convergen a cero. Además, se observa que
Ṽ converge a cero antes que K̃, lo que deja en evidencia
la interconección en cascada del error de observación y el
error de estimación.
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Fig. 1. Error de estimación de velocidades traslacionales
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Fig. 2. Error de estimación del factor de escala

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentó un estimador determińıstico
basado en modelo del factor de escala para un algo-
ritmo SLAM monocular en fusión con un estimador de
velocidades traslacionales. Por medio de este estimador
se pueden calcular las posiciones y velocidades reales de
un cuatrirrotor, necesarias para aplicaciones como nave-
gación autónoma, sin la necesidad de agregar sensores
extra al sistema y considerando cualquier entorno, a difer-
encia de trabajos presentados anteriormente.

En futuros trabajos se hará una implementación de este
estimador en un cuatrirrotor real como un método adi-
cional de validación a la teoŕıa propuesta, la extensión del
estimador al eje vertical, aśı como un algoritmo de nave-
gación completo utilizando la metodoloǵıa presentada.
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