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Resumen:

Este articulo afronta el problema de seguimiento robusto para cierta clase de

sistemas lineales. Dado este objetivo, se propone una ley de control no lineal basada en el
enfoque de Modelo de Referencia Adaptable y Modos Deslizantes Continuos. Tal enfoque esta
constituido de ganancias adaptables no lineales que proveen una velocidad de convergencia
mas rapida que la exponencial y aseguran convergencia a cero del error de seguimiento. Las
pruebas de convergencia estan basadas en funciones de Lyapunov. Finalmente, resultados de
simulacién muestran la factibilidad del esquema propuesto.
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1. INTRODUCCION

La teoria de control adaptable ha recibido bastante aten-
cién en las ultimas décadas, ademas ha tenido un impacto
significativo en términos de aplicaciones practicas. Uno de
los principales problemas es el diseno de control robusto
en presencia de incertidumbres en el modelo que existen
en la mayoria de los sistemas fisicos. En este sentido,
los algoritmos de control adaptable proveen estabilidad
asintética o exponencial del sistema bajo la influencia
de ciertas incertidumbres paramétricas (véase, por ejem-
plo, Toannou and Sun (1996), Narendra and Annaswamy
(2005) y Astolfi et al. (2008)). Una de las técnicas més uti-
lizadas es el Control por Modelo de Referencia (MRAC).
Ademis, en el Ambito de control robusto, es bien conocido
que la teoria de control por modos deslizantes proporciona
caracteristicas interesantes tales como convergencia en
tiempo finito e insensibilidad, mas que robustez, con res-
pecto a las perturbaciones acopladas (véase, por ejemplo,
Shtessel et al. (2014) y Edwards and Spurgeon (1998)).
En este contexto, es interesante combinar estas técnicas
de control.

En este 4mbito, en Shi and Zhao (2017), se proponeun
método robusto de MRAC para sistemas lineales mejoran-
do el desempeno del transitorio, y evadiendo oscilaciones
de alta frecuencia en la sefial de control sin modificar el
modelo de referencia seleccionado. En Gerasimov et al.
(2018), se aborda el problema de MRAC directo para

* Los autores agradecen el apoyo financiero de CONACYT 772057
y 270504, ademés al TECNM por sus proyectos.

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

sistemas lineales invariantes en el tiempo con signo desco-
nocido de la ganancia de alta frecuencia. La solucién con-
sidera un modelo lineal sobre parametrizado de la regre-
sién, introduce una nueva factorizacién de los estimados
paramétricos, y usa una extension dindmica del regresor
vy una forma mezclada del estimador. Un controlador de
seguimiento adaptable robusto para sistemas con grado
relativo arbitrario y ganancia de alta frecuencia basada
en un esquema MRAC es propuesto en Hosseinzadeh and
Yazdanpanah (2015). Por otro lado, en Chen et al. (2016),
se plantea un MRAC indirecto para sistemas de orden
fraccionario para resolver la identificacién paramétrica y
la tarea de seguimiento. En Xie and Zhao (2018), se estu-
dia el problema de MRAC utilizando la técnica H., para
la tarea de seguimiento del estado en sistemas conmutados
basada en multiples funciones de Lyapunov. Ademads, en
Yuan et al. (2018), una ley adaptable es propuesta para
sistemas con conmutacion lenta basado en un enfoque
de escape extendido, el cual no requiere conocimiento de
las cotas del conjunto incierto. En Sun et al. (2018), se
presenta el problema de seguimiento utilizando control
adaptable para sistemas no lineales sin la forma estricta
de realimentacién. Se muestra que el error de seguimiento
converge a una vecindad cerca del origen en tiempo finito.
Un MRAC directo es propuesto en Guzman and Moreno
(2011), el cual provee convergencia en tiempo finito de los
errores de seguimiento e identificacién paramétrica bajo
ciertas condiciones de excitacion persistente. Luego, en
Chen et al. (2016), se propone un método de minimos
cuadrados no recursivo para parametros variantes en el
tiempo usando una aproximaciéon polinomial basada en
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la expansién de Taylor con un vector regresor acotado.
En Adetola and Guay (2008), se disena un algoritmo de
minimos cuadrados no recursivo para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias y para analizar la convertibili-
dad de la matriz (condicién de excitacién persistente)
en linea. Por otro lado, el algoritmo super twisting ha
sido utilizado para identificacién paramétrica de sistemas
mecénicos en Davila and Fridman (September 2004) con-
cluyendo convergencia asintética bajo ciertas condiciones
de excitacion persistente. Recientemente, algoritmos de
identificacién paramétrica en tiempo finito y tiempo fijo
han sido propuestos en Rios et al. (2017) para identificar
pardmetros variantes en el tiempo. En este sentido, a
pesar de ciertos trabajos que proveen convergencia en
tiempo finito, la mayoria de los algoritmos propuestos
en la literatura solo proveen velocidades de convergencia
asintotica o exponencial. Es importante mencionar que
para ciertas aplicaciones, tales como electrénica de poten-
cia, robética, y vehiculos aéreos no tripulados, se requiere
incrementar esa velocidad de convergencia para lograr el
objetivo de control o de identificacién paramétrica.

Motivados por los resultados previos, este articulo afronta
el problema de seguimiento robusto para cierta clase de
sistemas lineales inciertos a través de un enfoque de con-
trol por modelo de referencia adaptable y modos deslizan-
tes continuos (MRAMDC). Para asegurar la convergencia
a cero del error de seguimiento, ganancias adaptables no
lineales son disenadas para garantizar una velocidad de
convergencia mas rapida que la exponencial. Es impor-
tante resaltar que la dindmica del error es homogénea, en
un sentido variante en el tiempo, y basados en Rios et al.
(2016a), el tiempo de convergencia serd modificado por
la frecuencia de la senal de referencia. Las pruebas estan
basadas en el enfoque de funciones de Lyapunov.

Este articulo estd organizado como se muestra a con-
tinuaciéon. El planteamiento del problema estd dado en
la seccién II. El algoritmo MRAMDC y los resultados
principales se presentan en la seccién III. Resultados de
simulacion y las conclusiones se muestran en la seccion IV
y V, respectivamente. Finalmente, algunos preliminares
y las pruebas de convergencia son pospuestas para el
Apéndice.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente clase de sistemas lineales,
& = ax(t) + bu(t), (1)

donde los pardmetros a,b € R son desconocidos y b # 0.
Sin perdida de generalidad, se asume que el signo de b
es positivo y que z = 0 es uniformemente estable, i.e.
existe una funcion a € K y una constante positiva c,
independiente de tg, tal que ||z (t, to, zo)| < a(]|zol|), para
todat >ty >0y ||zol <ec.

Se presenta el siguiente modelo de referencia:

donde los pardmetros a,,, b, € R son constantes conoci-
das a ser disenadas tales que a,, < 0, y r : R — R es
una senal de referencia acotada y conocida.
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Los pardmetros del modelo de referencia son disenados
tal que: a + bk, = a,, vy bk, = by, donde k;, k. € R son
los valores ideales desconocidos que logran el objetivo de
control.

El propésito de este articulo es disenar la entrada de
control u tal que la dindmica del sistema (1) se comporte
como el modelo de referencia (2), con el desconocimiento
de los parametros del sistema, en tiempo finito.

3. CONTROL ADAPTABLE USANDO MODELO DE
REFERENCIA Y MODOS DESLIZANTES
CONTINUOS

Definiendo el error de seguimiento como & = x — x,, y los
errores de las ganancias adaptables como k, =k, — k; v

k. = k, — k., respectivamente. Entonces, basado en Rios
et al. (2017) y Rios et al. (2016a), el controlador y las
leyes adaptables propuestas estan definidas como:

w = kpx(t) 4 ker(t) — ky [2]7
b = ko [2]77 1 a(t), (3b)
ky = —ks [2]777 (1), (3¢)
donde ki,ke y ks son constantes positivas constantes,

v €(0,5,1) y [a]* := |a|*sign(a) para cualquier a € Ry
cualquier « € (0,1). La dindmica del error estd dada por:

(3a)

I = —bky [Z]7 + bkya(t) + bkpr(t) + am?, (4a)
Ky = —ks [7]77 2(1), (4b)
ky = —ks [2]777 1 r(t). (4c)

El siguiente Teorema describe las propiedades de conver-
gencia del MRAMDC (3).

Teorema 1. Considere el algoritmo MRAMDC' definido
en (3) aplicado al sistema (1). Si los pardmetros del
controlador son tales que ki,ko, ks > 0, v € (0,5,1) y
r(t) de excitacion persistente; entonces, [, ks, kT = 0
es Uniformemente Estable (US).

Bajo ciertas condiciones, el siguiente corolario provee
estabilidad en tiempo finito corto.

Corolario 1. Si las condiciones del Teorema 1 se satis-
facen con vy = 5/8. Entonces, [Z,ks, k)T = 0 es estable
en tiempo finito corto (Short-FTS).

Todas las pruebas de convergencia se encuentran en el
Apéndice.

4. RESULTADOS DE SIMULACION

Las simulaciones se llevaron a cabo a través de Matlab
Simulink con el método explicito de discretizacién de
Euler y un tiempo de muestreo igual a 0,001.

El propésito de las siguientes subsecciones es ilustrar dos
cualidades del algoritmo MRAMDC: 1) Las propiedades
de convergencia de la dindmica del error para diferentes
valores de v, y 2) La dependencia, del tiempo de conver-
gencia, a partir de la frecuencia de la senal de referencia.
La tdltima propiedad estd dada debido al hecho de que la
dindmica del error es homogénea en el sentido variante en
el tiempo (véase Apéndice 5.2).
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4.1 Tarea de seguimiento

Considere el siguiente sistema lineal &(t) = 12x(¢) +2u(t),
con z(0) = 15 y el modelo de referencia dado por &, (t) =
=52 (t)+7(t), con r(t) = 3,2 cos(0,7wt)+0,5 sin(2,4wt)+
11 cos(,03wt), donde z,,(0) = —2 y w = 6[rad/s]. Para
propésitos de simulacién, es posible demostrar que el
valor ideal de las ganancias estd dado por k, = —8,5
v k. = 0,5. El algoritmo propuesto MRAMDC se disefio
con las siguientes ganancias: k1 = 34, ko =5, k3 =2y
v € (0,5,1). Los resultados de simulacién para diferentes
valores de 7 son mostrados en las Figs. 1-4. Se observa que
el tiempo de convergencia depende del valor de ~y, ademas
el algoritmo MRAMDC provee velocidad de convergencia
mas rapida que el algoritmo lineal, i.e. cuando v = 1.
Para ilustrar mejor las propiedades de convergencia de la
dindmica del error, se define & = [%, k., k,-]7. Entonces, la
Fig. 4 muestra el comportamiento de su norma. Basados
en los resultados mostrados en la Fig. 4, es claro que el
algoritmo MRAMDC provee la velocidad de convergencia
mas rapida cuando v = 5/8. Es importante mencionar que
las ganancias adaptables convergen al valor real debido a
la condicién de excitacién persistente sobre 7(t).
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4 | | —n
) -zcony=5/8
10} ez con y = 0.75 -
0 -~z cony=08)
2 -zeony=1
5 4 ]

0 5 10 15 20 25 30
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Figura 1. Trayectorias del sistema y del modelo de refe-

rencia.
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Figura 2. Ganancias adaptables k; y k.
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Figura 3. Ley de control w.
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Figura 4. Norma del error €.

4.2 Tiempo de convergencia dependiente de la frecuencia

Consideremos la dindmica del error (4) y asuma que el
término a,,Z es visto como perturbacién!. Entonces, la
dindamica del error “ideal” estd dada por:

I = —bky [Z]7 + bx(t)ky + br(t)k,,
ko = —ka [2]77 (1),
kr = —ks [2]77 0 (2). (5¢)
Es claro que el sistema (5) puede ser visto como un sis-

tema variante en el tiempo y también es posible expresar
el sistema en la siguiente forma

&= —bky [£])7 + ba(wt)k, + br(wt)k,,  (6a)
ke = —ko [2]*7 " 2(wt), (6b)
ky = —ks [£]277 " r(wt). (6¢)

Dado que el sistema (6) es r- homogéneo, en el sentido
variante en el tiempo dado en Rios et al. (2016a), con
grado d = y—1 para [r1,72,73] = [1,7,7]. Note que d < 0
para toda v € (0,5,1). De acuerdo al Lema 1, dado en el
apéndice, si el sistema (6) es GUS para cierta w, entonces
la estabilidad uniforme se preserva para cualquier valor

I Note que el término a,, i es Lipschitz, de acuerdo a Rios et al.
(2016a), las propiedades de convergencia para el sistema homogéneo
son preservadas.
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arbitrario de w > 0. Ademas, la velocidad de convergencia
serd escalada por w, entonces el tiempo del transitorio
en el sistema es predefinido por la parte variante en
el tiempo, contrario al caso d = 0, i.e. el algoritmo
MRAMDC lineal cuando v = 1, donde la velocidad de
convergencia no puede ser modificada por w.

Los resultados de simulacion, para diferentes frecuencias
de la senal de referencia r(wt), son mostrados en las Figs.
5-6, ajustando v = 5/8 y v = 1, respectivamente; y
tomando k1 = 34, ko = 5 y ks = 2 para ambos casos.
Se tiene que resaltar que para el algoritmo MRAMDC
el tiempo de convergencia varia dependiendo de la fre-
cuencia, en cambio para el algoritmo lineal el tiempo de
convergencia es preservado para distintos valores de la
frecuencia.

10
_w _=
8f o
_w =
el —w=10
w
4 |
9 |
0 ‘ : :
0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo 3]
Figura 5. Norma del error £ con v = 5/8.
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—w =
8 —w =29
el —w=10
w
4l ]
2 L 1
0 : : ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60 70

Tiempo [s]

Figura 6. Norma del error £ con v = 1.

5. CONCLUSIONES

Este articulo aborda el problema de seguimiento para
cierta clase de sistemas lineales a través de un control
por MRAMDC. Para asegurar convergencia a cero del
error de seguimiento, se disenan ganancias adaptables no
lineales para asegurar una velocidad de convergencia mas
rapida que la exponencial. Es importante resaltar que la
dindmica del error de seguimiento es homogénea, en el
sentido variante en el tiempo, y el tiempo de convergencia
es modificado por la frecuencia de la senal de referencia.
Las pruebas son desarrolladas basadas en el enfoque de
funciones de Lyapunov.
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APENDICE
5.1 Definiciones de estabilidad

Considere una ecuacién diferenciable variante en el tiem-
po:
dﬂ;it) = f(t,z(t)), t > to, to € R, (7)
donde z(t) € R™ es el vector de estados; f : Ry xR™® — R™
es una funcién continua con respecto a x y medible con
respecto a t, y f(¢,0) = 0. Se asume que la solucién del
sistema (7) para cualquier condicién inicial g € R™ en un
instante de tiempo ty € R es denotada como x(t, tg, o)
y estd definida en un tiempo finito [tg,tp + T') donde
0 < T < co0. Una modificacién para el sistema (7) puede
ser representada como
dz(t) 3
o (8)
para cierta w > 0. El pardmetro w representa dependencia
de la velocidad de convergencia en el sistema o la frecuen-
cia de la parte variante en el tiempo. Una funcién continua
o : R>o = R>¢ pertenece a clase K si es estrictamente
creciente y o(0) = 0; pertenece a clase Ko si ademds es
no acotada. Una funcién continua 3 : R>g x R>g = R>g
pertenece a clase KL si, para cada s fija, 8(r,s) € K con
respecto a r, y para cada r fija, 3(r,s) es decreciente a
cero con respecto a s.

= f(wt,z(t)), t > to, to €R,

Sea ) y E sean vecindades abiertas en R™,0 € ) C =.

Definicion 1. En el estado estacionario x = 0, el sistema
(7) es:

a) Estable en tiempo corto (Short TS) con respecto
(L, E,T°,Ty) si para cualquier xo € Q,|z(t,to, z0)| €
para todo t € [to, Tf] y para cualquier ty € [—T°,T°].

b) Estable en tiempo finito corto (Short- FTS) con res-
pecto a (,E,T°,T¢) si es Short-TS con respecto a
(,E,T°,Ty) y converge en tiempo finito desde Q con el
tiempo de convergencia T™* < Ty para toda xo € Q y
to € [—TO,TO].

[11 o

¢) Estable globalmente en tiempo finito corto (GShort-
FTS), si para cualquier conjunto acotado Q@ C R™ que
contiene el origen entonces existe un conjunto acotado
ECR", QCEyTs >0 tal que el sistema es Short FTS
con respecto a (Q,Z,T°,Ty) para cualquier T°.

Para més detalles véase Kamenkov (1953), Lebedev
(1954), Dorato (1961) y Weiss and Infante (1961).

5.2 Homogeneidad para sistemas variantes en el tiempo

Para cualquier A > 0y r; > 0 con i = i,n, se define la
matriz de dilatacién A, (\) = diag{A\""}?; y el vector de
pesos 7 = [r1,...,rn]T

Para cualquier r; > 0, 7« = 1,n y € R” la norma

homogénea se define como:
1

n , P
ol = (z m«)
=1
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Para toda € R™, su norma euclideana |z| esta relacio-
nada con la norma homogénea

a.(|zlr) < || <o (|z]r),

para cierta o,, 6, € Ks. La norma homogénea tiene una
propiedad importante la cual es |A.(A)z|. = Alz|, para
toda x € R™. Deffnase S, = {z e R" : |z|, = 1

Definicién 2. Peuteman and Aeyels (1999). La funcidn
g: R xR"™ = R se dice r-homogénea (r; > 0,i = 1,n), si
para cualquier x € R™ y t € R la relacidn g(t, A, (N)x) =
Ng(t,x), se satisface para cierta d € R y toda \ > 0.

Definicién 3. Peuteman and Aeyels (1999). La funcidn
f : R* — R" es llamada r-homogénea (r; > 0,i =
1,n), si para cualquier x € R y t € R la relacion
Ft, A (N)x) = XA, (N f(t, ), se satisface para cualquier
d > min;<j<, r; y toda A > 0.

Lema 1. Rios et al. (2016a). Sea el sistema descrito
en (7) r-homogéneo con grado d # 0 y global uniforme
asintdticamente estable (GUAS) en el origen, i.e., existe
alguna funcion g € KL tal que |z(t, to, zo)|r < B(|zo|r, t—
to), para toda t > to, para cualquier xo € R™ y cualquier
to € R. Entonces, el sistema (8) es GUAS en el origen
para cualquier w > 0 y |z, (¢, to, 2olr < Bw(|Zolr,t — to),
Vt > tg para cualquier xog € R™ y cualquier tg € R, donde
Bu(5,t) = w4B(w= s, wt).

El tiempo del transitorio para sistemas homogéneos va-
riantes en el tiempo es predefinido por la parte variante
en el tiempo. Entonces, esta clase de sistemas con grado
d # 0 preserva la estabilidad uniforme para una arbitraria
w > 0y es posible demostrar que la velocidad de conver-
gencia puede ser modificada por w.

La siguiente clase de funciones es introducida para ( € K
y 6> 0:

s =1d R = R™:[d(s)| <((s) Vs > 0;
Ir > 0:d(s) =0,V|s| > 7;max{|d1], |[dso|} < 6},
donde |di] = %, 1d(t)Idt, ldloe = supyes (D)

Corolario 2. Rios et al. (2016b). Sea el sistema definido
en (8) que posee una funcidn de Lyapunov V : R X
Q — Ry, donde 0 € Q C R" es una vecindad abierta
del origen, tal que para toda x € Q yt € R

041(|Z‘|) S V(t,ﬂf) S O{Q(‘xl)a Q1,02 € ICOO?

V(t,z) < —aV" 4 k(wt) V", a> 0,1 € (0,1),
para una funcion continua k : R — R, k(0) = 0.
Entonces, para cualquier T > 0 existe una wy > 0 tal que
para lw| < wo el sistema (8) es Short- FTS con respecto
a (Q,2,T° Tf) para cierta Q C E C R" y Tp > T°. Si
Q =R" y k(t) es periddica, entonces existe una wy > 0
y & > 0 tal que para k € L} 5, ((s) = supj <, k(wot) el
sistema (8) es GShort-FTS.
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