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Resumen: En este trabajo se propone un algoritmo de seguimiento robusto para el modelo
cinematico de robots mdviles tipo uniciclo. La estrategia de control propuesta se basa en el
conocido enfoque de modos deslizantes de primer orden, con una modificacién que reduce
el efecto de chattering. Esta estrategia toma en cuenta el modelo cinematico afectado por
perturbaciones multiplicativas y considera cualquier trayectoria suave admisible, respecto a la
restriccién no holénoma. El control resultante es una funcién discontinua y con conmutacion
que asegura convergencia global y asintética del error de seguimiento al origen. El resultado se
ilustra por medio de simulaciones y una comparacién con la implementacién convencional de

modos deslizantes.
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1. INTRODUCCION

Muchas aplicaciones industriales y de robots mdviles se
construyen sobre la funcionalidad del seguimiento preciso
de trayectorias geométricas predefinindas (Kurfess (2004);
Siciliano and Khatib (2016)). Es bien sabido que el segui-
miento de trayectorias es uno de los problemas centrales
para el control de robots y vehiculos méviles auténomos,
como se ha mostrado en Peymani and Fossen (2015);
Ackermann et al. (1995). La cinemdtica de todos estos
vehiculos presentan restricciones del tipo no holénomas,
por lo que actualmente su estudio sigue siendo uno de los
ejes fundamentales para el desarrollo de teorias de control
para sistemas mecénicos con este tipo de restricciones (ver
e.g. Kapitanyuk et al. (2018); Guerra et al. (2017)).

En este sentido, el problema de control de sistemas mecéani-
cos no holénomos, ha sido estudiado extensamente pues
no solamente resulta de interés en las aplicaciones (Na-
kamura and Mukherjee (1990); Laumond et al. (1998)),
también existe un interés relacionado al estudio tedrico
y su generalizacién (Hespanha and Morse (1999); Bloch
(2003)), especialmente porque uno de los resultados més
conocidos relacionados con las restricciones de naturaleza
no holénoma (Brockett et al. (1983)), es que los sistemas
no holénomos carecen de una condicién necesaria para su
estabilizaciéon por medio de funciones de control suaves, o
incluso continuas.

Desde entonces numerosos y diversos enfoques se han
propuesto para estabilizar este tipo de sistemas. Algunos
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de los enfoques y métodos mas conocidos incluyen senales
de control generadas usando senales senoidales (Murray
and Sastry (1993)), controladores dindmicos (M’Closkey
and Murray (1994); Amer et al. (2016)), redes neuronales
(Fierro and Lewis (1998); Ye (2008)), control basado en ho-
mogeneidad (Nakamura et al. (2002)) y modos deslizantes
(Yang and Kim (1999); Bloch and Drakunov (1994)).

Especificamente en referencia al enfoque de modos des-
lizantes aplicados al problema de seguimiento para ro-
bots moviles tipo uniciclo se pueden mencionar algunos
resultados recientes: Bessas et al. (2016); Goswami and
Padhy (2018) y Zhai and Song (2018). En estos trabajos se
consideran los modelos cinematicos afectados por algunas
perturbaciones y el problema de seguimiento con senales
discontinuas asegurando una convergencia muy cercana al
origen.

El enfoque que se propone estd basado en modos desli-
zantes de primer orden. Sin embargo con el fin de redu-
cir la oscilacién de alta frecuencia cerca del origen, (i.e.
chattering) ocasionada por la naturaleza discontinua de
la senal de retroalimentacion, se propone una superficie
de deslizamiento construida a partir de una senal suave
a pedazos pero continua en el origen. Esta selecciéon de
la superficie de deslizamiento evita una discontinuidad
adicional en uno de los estados cerca del origen, reduciendo
el efecto indeseable del chattering y mejorando considera-
blemente el desempeno respecto a la selecciéon habitual de
la superficie de deslizamiento.

225 Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



~ >X

Figura 1. Diagrama del robot mévil tipo uniciclo

La estructura de este articulo es la siguiente. El plan-
teamiento del problema y las consideraciones relevantes
relacionadas con la cinematica del robot moévil se presentan
en la seccion 2. La definicién de la trayectoria deseada y el
diseno del controlador propuesto se encuentran en la sec-
cién 3. La secciéon 4 presenta, a manera de ilustracion del
funcionamiento del algoritmo propuesto, algunas simula-
ciones y la comparacion con el diseno clasico. Finalmente,
las observaciones finales se pueden encontrar en la seccién

5.
2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el modelo cinematico del Robot Movil tipo
Uniciclo (ver, Fig 1):

z =wcos(0)(1+ di(t)),

y=wvsin(6)(1 + dyi(t)), (1b)

0 = w(l+ da(1)), (1c)
donde z, y € R denotan la posicién del centro de masa
del robot mévil, # € R representa el angulo de direccidn,
mientras v, w € R son las velocidades lineal y angular
respectivamente; y también representan las entradas de
control. Los términos d; y ds representan perturbaciones
e incertidumbres relacionadas con las dindmicas no mode-
ladas. Estas perturbaciones son multiplicativas porque si
ninguna orden le es enviada al robot movil, este permanece
sin movimiento y ninguna perturbacién lo afecta indepen-
dientemente del control. Tales perturbaciones surgen del
tiempo de asentamiento de la senal de control interno,
el cual convierte los comandos de velocidad a senales de
voltaje/corriente y las envia a los motores. Ademds, las
perturbaciones se asumen acotadas: —1 < dym < d; <
dmax, para i = 1,2; donde la condicién dp,q, > —1 asegura
que las perturbaciones no causen un cambio de signo en
las entradas de control v y w.

(1a)

El objetivo de este trabajo es disenar una estrategia de
control robusta para el seguimiento de una trayectoria
deseada para el robot mévil tipo uniciclo a pesar de estar
afectado por perturbaciones de tipo aditivo.

3. CONTROL ROBUSTO PARA SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIAS

3.1 Dindamica del Error de Seguimiento

Considere un modelo cinemético de referencia para el

robot movil tipo uniciclo como
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T, = v, cosb,.,

Ur = Upsinb,.

07‘ = Wr,
donde v, y w;, son las velocidades de referencia lineales
y angulares respectivamente. Estas se asumen acotadas

por las constantes escalares positivas v, y w,, de la forma
|v-| <Tp, ¥ |wr| < @,. Adicionalmente, se asume que

/ S on(n)dr > 0, @)

t1
para cualquier intervalo de tiempo [t1,t2] con 0 < ¢ < to,
lo cual conlleva a que la funcién de la velocidad lineal
de referencia sea diferente de cero excepto en algunos
instantes de tiempo. En otras palabras v, sélo puede ser
cero en un conjunto de puntos de medida cero.

Utilizando el cambio de coordendas al marco de referencia
fijo sobre el robot mévil, y definiendo los errores de
seguimiento como

e1 cosf sinf 0 T, — T
(62>::<—Sin900590><yr—y>7 (3)
es3 0 0 1 0, —0

la dinamica del error de seguimiento esta dada por
é1 = (1 4+ do)weg — vdy + uq,
é2 = —(1 + do)wey + v, sines, (4)
é3 = —wdsy + ug,
y definiendo las entradas de control virtuales u; y us como
U1 = —v + v, oS e3, (5)
Uy = Wy — W. (6)

3.2 Diseno del Controlador

Se proponen de (5) y (6) las funciones u; y us como

u; = —pgsign(oy), 1 = 1,2, (7)
con p; > 0 para i =1,2. Esto es

v = pysign(oy) + v, cos es,

w = posign(oz) + wy

y las superficies de deslizamiento
g1 = ey, (8)
o9 = ez — arcsin(f(ez)), (9)
donde f es una funcién suave a pedazos dada por
f(€2) = — (min {51|€2|_1, 52}) €9.
con §y € (0, 1), 0o > 0.

El resultado principal de este trabajo se presenta a conti-
nuacion.

(10)

Teorema 1. Sean las funciones de control (7) aplicadas

al sistema (4). Entonces, si las ganancias p1 y pa se
seleccionan como

61 + dmax /1 — 02 (14 dinax)@ L + Trdimax
Pl>méx{ ! '3 ( ) % - )

U?
1 — dpax " 1—

Amax
(11)
5 mixr (12)
1 — dmax
la dindmica del error de sequimiento (4) converge asintoti-
camente a cero.

P2

226 CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



Demostracion. Se propone la siguiente funcién candidata

de Lyapunov para la superficie oo
1

VU2 = 70’%7

2
cuya derivada con respecto al tiempo es

Vo, = o2 (£~ arcsin( )

(13)

=09 <uQ —wdy — ;tarcsin(f(eg))> .

Puesto que la funcién f es suave a pedazos, su derivada
es discontinua en |es| = g—;. Primero se examina el caso
cuando |eg| > g—;, lo que implica que f(ez) = —disign(es)
y arcsin(f(e2)) es constante, entonces

%arcsin(f(eQ)) =0,

sustituyendo (14) y w de (6) y (7) en la derivada de V, se
obtiene

(14)

Vo, = 02 (—(1 4 d2)pasign(oz) — dawy)
< = ((1 = dmax)p2 — dmaxr) |o2| = —73]02],
3 := (1 — dmsx ) P2 — dmaxor. Entonces, note que 3 > 0, si
p2 se selecciona como en (11) por lo tanto |oa| = \/§V012/ 2

Vo’z S _\/5’)/3‘/1/2

[

esto implica que o3 alcanza 0 en un tiempo 77 acotado por

2V,1/2(02(0 .. .
T < w El siguiente paso es probar que existe
un instante To > T tal que |ea(T2)| = g—;. De nuevo, si

o9 = 0 se tiene que
sin(eg) = —disign(eq), Vt € [T1,T3). (15)
Sustituyendo (15) en (4) se obtienen las dindmicas equi-
valentes para e; y es en la superficie de deslizamiento
é1 = (1 4 do)wes — vdy — pysign(er),
é2 = —(1 + do)wey — v,.01sign(ea).

(16)
(17)
Defina las funciones candidatas de Lyapunov para e; y es
como V., = %e% y Ve, = %e%. Entonces, para el vector
(e1,e2)T se puede escribir la funcién

Ve =Ve, + Ve, (18)
la derivada con respecto al tiempo de (18) satisface a lo
largo de (16) y (17)

"/e = 7p1|€1| — ’Ur($1|€2‘ — vdlel.
Note que de (5) y (7), la velocidad lineal estd acotada
en g3 = 0 como v < p; + Upy/1 — 5%. Entonces si p; se
selecciona como (11), V. esté acotada superiormente por

Vo < —(p1 — vdy)ler| — v,1 fes] (19)

< —v,.0 (ler]| + lea]) < —61V20, V12,
La desigualdad (19) también implica que ey y ea decrecen
para cualquier e;(71) € R, |e2(T1)| > g—;. De hecho,

integrando (19) sobre el intervalo de tiempo [T7,7%) se
obtiene

ov2 [T ’
vm) < (VT - 2 /T wa(P)ldr | . (20)

Por la continuidad de V,; la compacidad y la contractivi-
dad de sus curvas de nivel; por la restriccién dada en (2)

y la desigualdad (20), existe T > T7 > 0 tal que
Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

(ef(Tg) + g) < V.(Th)

(e1(Th) + €3(Th)),

Ve(To) =

1
2
1
2
por lo tanto |es(T3)| = g—;.

El siguiente paso es considerar |es| < g—;. Para este
caso f(ea) = —daeq, |d2ea| < 61 < 1 y la derivada de
arcsin(f(e2)) ahora estd dada por

—02(1 4 da)wey + dav,sineg

y calculando la derivada con respecto al tiempo de (13),

7 arcsin(—dqeq) = —

Vg2 = 09 ( — (1 + dg)pgsign(ag) — dow,
n —52(1 + dg)wel + v, sin 63)

V1-03¢3

La funcién candidata de Lyapunov para la superficie de
deslizamiento o1 considerada después de que |es| = g—; es

1
VUl = V;31 = 56%7

y su derivada estd dada por

th =e ((1 + dg)wez —vdy — pISign(el)) :
Definiendo 71 := p1 — (1 4+ dméx)w% = Prdmax — Urdmax ¥

seleccionando p; como en (11), V,, estd acotada superior-
mente por

Val S - <Pl - (1 + dméx)w

=" \/EV(,ll/ 2,
Entonces, la derivada de v,, se asegura que sea negativa
y la superficie o1 = 0 atractiva. Ademads, existe un tiempo
Ta, < w tal que e;(t) = 0 para cualquier
t > T3 =To+Ta,. Ahora, la derivada de V,, estd acotada
superiormente, después de T3 por

)
67; - pldméx - vrdméx> |€1|

VUz <- ((1 + d2)P2 - dméxwr -

2V1 2
= —7 \/’ 2/ 7
donde

_ 027,
Yo = | (L +d2)p2 — dmax@r — ——== | -
V1—06%
Nuevamente, existe un Ta, tal que o2(t) = 0 para todo
t > Ty =T5+Ta,. Esto implica que para cualquier ¢t > T}
se tiene sin(es) = f(e2) y e1 = 0, entonces
V., = vreaf(e). (21)

Puesto que el producto es f(e2) es negativo definido y v, es
positiva en casi cualquier lugar, entonces (21) es negativa
definida casi en cualquier parte. Por lo tanto, es converge
asintéticamente al origen. Consecuentemente, dado que

1f i =0,

Jim, arcsin(es)
y en o9 = 0, e3 = arcsin(—daez). Entonces, ez también
converge asintoticamente al origen. Esto concluye la prue-
ba. O
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Observacién 1. Durante el intervalo de tiempo [Tz, T3] la

funcidn V(,Q no se puede asequrar que sea definida negativa,
sin embargo oo no puede escapar a infinito durante ese
intervalo de tiempo. De hecho, por continuidad, o2 es
acotada.

Observacion 2. Para la implementacion de las senales de
control dadas en (7) es posible aprozimar la funcidn signo,

como
x

sign(z) EFY
donde 8 es una constante positiva cercana a cero (Shtessel
et al. (2014)). Esta aproximacion genera una senal de
control continua que reduce el chattering, pero limita las
propiedades de robustez del controlador.

(22)

4. SIMULACIONES
4.1 Seguimiento de Trayectoria: Lemniscata

Con el fin de mostrar el funcionamiento del algoritmo
propuesto en la Seccién 3 se considera el problema de
seguimiento de una trayectoria que describe la figura de
una Lemniscata en dos dimensiones, generada por las
funciones

_ sin(wot)
Ty (t) =a 1 T COSQO(WOt) )
(t) = sin(wot) cos(wpt)

1+ cos?(wot)

0, (1) = arctan (z 8) ,

con los parametros a = 10 y wy = 1. Por lo tanto, para

este caso se tienen las cotas v, = 10 y w, = 3,9270. Se
consideran las siguientes perturbaciones externas

dy(t) = da(t) = 0,05(cos(100¢) + sin(0,1¢)).
Para los parametros de la funcién f se proponen los valores
61 = 0,75 y d2 = 5, consecuentemente, las ganancias para
las senales de control se seleccionan como
pP1 = ].].3, P2 = 75.

Las condiciones iniciales para el robot mévil se asumen
en z(0) = 0, y(0) = 3y 8(0) = 0. Y se usé el paso de
integracién para el método de Euler A = 0,001 segundos.

Para esta seccién, se consideré la aproximacion de la
funcién signo dada en (22) con 8 = 0,03. Note que la
superficie de deslizamiento (9) con la funcién (10) no
requiere esta aproximacion.

La figura 2 presenta la evolucién de los errores de segui-
miento en el tiempo. La figura 4 muestra las trayectorias
descritas por el robot en x y y, asi como la trayectoria
de referencia deseada. Las figuras 3a, 3b y 3c muestran la
evolucién con respecto al tiempo de cada una de las varia-
bles de interés. Finalmente las figuras 5a y 5b presentan
las senales de control w y v respectivamente.

4.2 Comparacion con el Enfoque Convencional

De manera similar a lo propuesto en la seccién 3, también
es posible disefiar un control considerando la funcién f
como f(eg) = —esign(ez), con € € (0,1).

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

0.5 -

-0.5

—eq

—e9

esl]

0 i 2 s . 5
t[s]

Figura 2. Evolucién de la dindamica del error de seguimien-
to con la funcién suave a pedazos definida en (10).

Para este caso la prueba de convergencia se puede desa-

rrollar de manera muy similar a la del Teorema 1, selec-
i d > shdnaV1=225 - Gin embargo, la principal
cionando p; > i —— e go, la p p
desventaja de este control es el incremento en el chattering,
dado que en oy = 0 se tiene sin(ez) = —esign(es) y para
e = 0, se tiene ez € (arcsin(—¢), arcsin(e)).

Para las simulaciones se emplearon las mismas condiciones
iniciales y la misma trayectoria de referencia. Las ganan-
cias para p; y p2 se mantuvieron iguales a las del caso
anterior. Se consideran dos casos para ¢, el primero con
€ = 0,75 y el segundo con € = 0,25.

Como es de esperarse, en el primer caso que se muestra
en la figura 7, el tiempo de convergencia es similar al del
algoritmo de control propuesto, sin embargo la amplitud
de la oscilacién cercana al origen es mucho mayor. Esto
se puede apreciar en la figura 6, en la que la oscilacién
es demasiado grande incluso para tener un desempeno de
seguimiento aceptable.

En el segundo caso, el tiempo de convergencia es mayor
pero se tiene una oscilacion con una amplitud mucho
menor, sin embargo sigue siendo mas grande que la del
algoritmo propuesto.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo un algoritmo de seguimiento robusto se
propuso para un robot tipo uniciclo. El control se disené a
partir del enfoque por modos deslizantes, anadiendo una
modificacién que reduce el efecto del chattering. Esta es-
trategia toma en cuenta el modelo cinematico afectado por
perturbaciones multiplicativas del robot mévil y considera
cualquier trayectoria suave admisible, respecto a la restric-
cién no holénoma. La implementacién de los resultados se
ilustraron por medio de simulaciones y una comparacién
con el enfoque convencional de modos deslizantes.
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