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Resumen. La digitalizacién de los procesos industriales estd cada dia mas presente en el
contexto de la Industria 4.0 y hace necesario un manejo adecuado de los datos para poder
cuadrar con la naturaleza continua de muchos procesos industriales. Técnicas de control
requieren de modelos y estos a su vez son obtenidos de los datos muestreados disponibles. En
este trabajo se discute una forma sencilla de obtener los coeficientes de modelos continuos a
partir de los datos muestreados suponiendo un periodo de muestreo conocido. El procedimiento
es aplicado a un proceso de laboratorio y los resultados discutidos. Una ventaja importante en la
busqueda de coeficientes de modelos continuos, en lugar de los modelos discretos equivalentes,
es que el efecto de los errores de truncamiento de decimales se reducen con respecto a los
coeficientes que se pueden identificar del modelo equivalente discreto.
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discretizacion.

1. INTRODUCCION

La posibilidad de determinar los coeficientes de una ecua-
cion diferencial a partir de mediciones brinda oportu-
nidades para contar con un modelo de procesos. Este
modelo puede ser utilizado, posteriormente, en el diseno
y sintonizacién de controladores y asi como en la mejora
del desempeno de los sistemas de control.

Muchos procesos industriales son de naturaleza continua,
es decir, la forma natural de modelar el comportamien-
to de estos procesos es mediante el uso de ecuaciones
diferenciales ordinarias o bien, entre derivadas parciales.
En este trabajo solo se consideran los correspondientes
a ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto en contraste
con la clase de sistemas que operan en tiempo discreto y
cuya forma natural de modelo es a través de ecuaciones en
diferencias. Este trabajo considera la primera clase de pro-
cesos, los cuales estan asociados a ecuaciones diferenciales.
En la literatura de control frecuentemente se recurre a
obtener modelos discretos equivalentes a partir del mode-
lo continuo y en la practica estd siempre la tentacién de
obtener a partir de senales muestreadas modelos discretos
directamente Franklin et al. (1992); Ogata (2015).
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Como es bien sabido, cuando se discretiza un sistema
continuo, los coeficientes de las ecuaciones diferenciales
son proyectados de los nimeros reales (para el caso de los
coeficientes de la variable independiente) y de los reales
negativos (para los coeficientes de la variable dependien-
te) al interior del circulo unitario Ogata (2015). Esta
proyecciéon hace que la magnitud de los coeficientes, en
valor absoluto, esté entre cero y uno. El impacto que esto
tiene a la hora de identificar el proceso discreto equiva-
lente es que, independientemente de la magnitud de las
senales entrada-salida del sistema, los errores numéricos
en la determinacién de los coeficientes de la ecuacién en
diferencias, tendran un mayor impacto que los mismos
porcentajes de error cuando se determinan los coeficientes
de la ecuacién diferencial.

En la literatura de identificacién se han reconocido estos
problemas y se han propuesto diversos algoritmos en
los pasados 15 anos para hacer frente a este problema,
como puede ser apreciado en Garnier and Wang (2008).
La mayor parte de los algoritmos parte de relaciones
entrada salida y utiliza filtros para procesar las senales
muestreadas entrada-salida y obtener los mencionados
coeficientes de la ecuacién diferencial. Una alternativa de
identificacion es mediante el uso de un enfoque algebraico
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Fliess and Sira-Ramirez (2003). En este ultimo enfoque se
requiere tener disponible las derivadas de algunas senales
para poder determinar los coeficientes.

El enfoque propuesto sigue los lineamientos generales de
Garnier and Wang (2008) pero utiliza una representacién
en espacio de estado. Mediante el enfoque propuesto la
interpretacién de las relaciones es transparente. El algorit-
mo propuesto es aplicado a un prototipo de laboratorio y
los resultados son puestos en contraste con los de los méto-
dos estdndar de identificacién Ljung (1999),Isermann and
Miinchhof (2011).

El trabajo esta organizado como sigue: en la siguiente
seccidn se presentan algunos resultados que sirven de base
para el algoritmo propuesto, el cual es discutido en la
secciéon 3. En la seccién 4 se presenta un ejemplo de
aplicacion en un prototipo de laboratorio. Los resultados
son discutidos y comparados con otros algoritmos. En la
seccion 5 se resumen las conclusiones y trabajos futuros.

2. PRELIMINARES

Se consideran sistemas lineales de coeficientes constantes,
pero posiblemente desconocidos, de la forma siguiente:

#(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) x(tg) = xo € N" (1)

Se supondrd, sin pérdida de generalidad, que (1) es con-
trolable y observable y que tiene 2n pardmetros identi-
ficables (distinguibles), los cuales estédn asociados a los
coeficientes de la funcién de transferencia correspondien-
te. La linealidad del sistema (1) significa que este satisface
el principio de superposicién Kailath (1980).

El procedimiento propuesto requiere de obtener filtros
discretos de tal manera que garanticen que el sistema
discreto y las senales continuas coinciden en los instantes
de muestreo, Ogata (2015). Por ejemplo, si se desea
obtener el modelo discreto del sistema (1), el modelo
discretizado equivalente esta dado por:

(kT +T) = (e*) 2(kT) + </T eAmdr - B) u(kT)
o i

By
y(kT) = Cx(kT) (2)

Dado que la representacion interna de sistemas no es
Unica, se busca que esta se presente en un formato con
un nimero minimo de pardmetros. De las diferentes
posibilidades disponibles, se considera para este trabajo
la llamada forma candnica de observador, la cual tiene la
siguiente estructura:

0 —ap bo
1 —a1 b1

A=| . . |,B=] . | c=[0-01]
0---1 _a;zfl bn—1
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Se requiere adicionalmente que la senal de entrada ten-
ga suficientes componentes en frecuencia y de amplitud
adecuada (excitacién persistente de orden 2n).

3. ENFOQUE PROPUESTO EN ESPACIO DE
ESTADOS

El punto de partida es un sistema continuo en forma
candnica de observador, es decir:

0 —aQp bo
1 —ay b1
(t) = s+ | . |u)
0---1 _a.n—l bn—l
——
A B
y(t) =10 --- 0 1]x(t) (3)

Considerar el conjunto 8 = {fo, 51, -, Bn—1}, en donde
los fB; pertenecen al semiplano complejo izquierdo §; €
C_,coni=0,1,--- ,n—1. Considerar el polinomio cuyas
raices coinciden por completo con el conjunto 3:

A(s)=(s—Bo)(s—B1) (s Bn-1)

=8" 4+ Ap18" 4+ As+ Ao (4)
Ao
A A1
y definiendo el vector A = , considerar la repre-
>\n.71
sentacién alternativa de (3):
0 —ao bo )\0
1 —Qq bl )\1
z(t)= . z(W)+| . fu@®)x| . |zt
0---1 —Qn-1 bn—l )\n—l
y()=[0--- 0 1]=(t) (5)

donde x,,(t) representa la n-ésima componente del vector
de estados z(t) y el cual correponde a la salida y(t),
reacomodando las ecuaciones es posible escribir (5) como

0 —Xo bo Ao—ag
1 —A1 by Al—ay
it)=| . A R I TR 0
0 1A, b At —a
a
y(t)=[0--- 0 1]x(t) (6)

definiendo BT 2 [0--- 01] y utilizando la linealidad

del sistema (6) se puede obtener una representacién
equivalente, conocida como forma de regresor :

£(t) = FE(t) + Boul(t) (7)
C(t) = F((t) + Buylt) (8)
y(t)=Co" (1)0 (9)
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dondeA
¢T(t) 2 [€(t) TLE®) -+ T a€() C(t) TaC(t) - Tu1((t) ]
y T;,coni=1,--- 'n—1cumple la ecuacién:
(s —F)'B; =T;(sI - F)"'B, (10)
donde B; es de la misma dimensién que B con puros ceros

excepto en la i-ésima posicién donde hay un uno, con
1= 17 N,y

e R’

_)\n—l —Qn—-1 |

La representacién de las ecuaciones (7)-(9) es la forma de
regresor, la cual es comunmente utilizada en identifica-
cién para representaciones entrada-salida Ljung (1999);
Isermann and Miinchhof (2011).

Los coeficientes de la ecuacion diferencial asociada con un
sistema estd representado con el vector de pardmetros 6.
Para poder obtener los valores del vector 6 se requiere
contar con las senales en tiempo continuo de la entrada
y salida. Note que las ecuaciones (7)-(8) son filtros que
dependen solo de valores conocidos. De hecho la diferencia
entre ambos es la entrada, en un caso es la u(t) y en otro

es la y(t).

El algoritmo esta basado en el hecho de que la ecuacién
(9) es vélida para todo tiempo, en particular para los

instantes kT

y(kT) = Co™ (kT)8 (12)
De (12) se puede obtener el vector de pardmetros 6 a
partir de un conjunto de mediciones. Sin embargo, se
requieren las senales del regresor en los instantes de
muestreo k7.

El regresor ¢(t) estd formado por los vectores auxiliares
&(t) y ¢(t). En los instantes kT los valores pueden ser
obtenidos mediante el procedimiento de discretizacion,
ver por ejemplo Kuo (1995); Ogata (2015). El procedi-
miento fue revisado brevemente en la seccién 2. Para
las ecuaciones del regresor (7)-(8), el sistema discreto
equivalente resulta:

E(ET +T) = Fy&(kT) + Bau(kT)

QKT +T) = Fu¢(KT) + Bay(kT)
con

N a [T
F,=2ef'T By = / e B,dr
0

De (13)-(14) es posible obtener la informacién requerida
para el calculo de 6 a partir de las senales muestreadas

en u(kT) y y(kT) bajo el supuesto de que durante el
periodo de muestreo estas senales permanecen constantes,
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es decir, suponiendo que u(7) = w(kT) y y(r) = y(kT)
para KT <7 < kKT +T.

Dado un conjunto de mediciones entrada-salida, dadas
por {u(kT),y(kT)}, con k = 1,--- N y N suficiente-
mente grande (mayor que el orden posible del sistema
representado por la ecuacién diferencial, al menos), es
posible definir el vector y matriz siguientes:

y((O)) C ¢§(0)
y(T Co™(T
va | " len a2 I v
y(NT) CoT(NT)
Con lo cual es posible obtener la siguiente relacion:
Y = o6 (15)

El vector de parametros se obtiene mediante la pseudo-
inversa de @, siempre y cuando tenga rango completo por
columnas:

0=(27®) o’y (16)
de esta forma el vector de parametros € corresponde a
los coeficientes del sistema continuo (3) y es calculado
utilizando informacién de las muestras de u(t) y y(¢).

4. CASO DE ESTUDIO: ESTACION DE CONTROL
DE PRESION

Se considera para el caso de estudio una estacién de
control de presion para entrenamiento en laboratorio.

4.1 Descripcion

Este sistema consiste en un depdsito, una tuberia de
alimentacién de aire a presiéon con una valvula de control
para el suministro al tanque. El aire es proporcionado por
un compresor (el cual no se muestra en la representacién
esquematica). Como salida se tiene el flujo de aire a
presiéon a través de una tuberia que cuenta con una
valvula a la salida. El equipo cuenta con dos transmisores
de presién, uno en cada tuberia, como se muestra en la
figura 1.

TP-1 TP-2

bw b

Figura 1. Representacién esquemaética de la planta parte
de la estacién de control de presiéon

Donde TP-1 y TP-2 son transmisores de presién, V-1 y
V-2 son valvulas; g; v ¢, representa los flujos de aire a la
entrada y salida del depdsito.

Avn y cuando el equipo estd preparado para realizar lazos
cerrados de control, para fines de este trabajo se considera
el lazo abierto.
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4.2 Escenarios de medicion

Fueron medidas seniales de presion de los transmisores de
presién TP-1 y TP-2. Se introdujo un cambio de presién,
a forma de un escaldén, en la entrada y se midio la presién
en la salida.

La medicion se realizé con la ayuda de un convertidor
corriente-voltaje y un myRIO-1900.

Las senales muestreadas estdan tomadas en una escala
equivalente 0-80 psi a 0-10 volts para ambos transmi-
sores, utilizando un periodo de muestreo de 20 ms. El
experimento se repitié cinco veces para tener una mayor
seleccién de datos para la identificacion y validacién.
Finalmente, los datos utilizados fueron procesadas para
eliminar el ligero offset que no se pudo eliminar por
completo con el uso del convertidor. Los datos medidos
disponibles se muestran en la figura 2.

Mediciones en la estacion de control de presion sin offset

15 20 25 30 35 40 45 50 55
tiempo en segundos

0 5 10

Y —.

g -"--.
3

1

1 |

1 |

il '

i '
cedecadecad

d '

] |

Il |

] |

Il |

t 1

T T
30 35 40 45 5
tiempo en segundos

Figura 2. Muestras entrada salida sin offset

Note que las mediciones cuentan con algo de “ruido”
debido principalmente a las caracteristicas del transmisor
de presién y de las dimensiones del depédsito (que es algo
pequeno).

4.8 Determinacion de coeficientes del sistema

Revisando la fisica del sistema bajo consideracion se
puede verificar que un modelo simplificado de este es
dado por un sistema lineal de orden 2 con pardmetros
variantes dependientes del punto de operacién, o bien por
un sistema de orden 4 con las mismas caracteristicas, ver
por ejemplo Ogata (2004).

5. RESULTADOS Y DISCUSION

Los modelos obtenidos, utlizando el algoritmo presentado
en este trabajo, son los siguientes.
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5.1 Resultados de las identificaciones

Para el caso de utilizar una estructura de segundo orden
resulta en el sistema siguiente:

i(t) = [? :&ggg} (t) + [8:85?] u(®)

y(t) =10 1]x(t) (17)
El desempeno del modelo obtenido se puede apreciar en
la figura 3, donde se compara la salida medida con la
estimada, esta ultima obtenida de discretizar el modelo
(17) y aplicarle la entrada correspondiente. Se obtuvo

——— P, Estimada 2do orden

Y S

25 30 35 40 45 50 55 60
Tiempo

10 15 20

Figura 3. Salida medida vs la estimada con el modelo
obtenido de segundo orden.

también un indice mediante la integral del valor absoluto
del error, el cual se obtuvo mediante la resta de la senal
medida de presién y el estimado obtenido al aplicar la
entrada al modelo cuyos coeficientes fueron determinados
mediante el procedimiento propuesto. El error anterior
es normalizado dividiendo entre el valor de la salida
medida y multiplicando el resultado por 100. El indice
resultd, para el modelo de segundo orden, con un valor de
3,07. Para obtener este resultado se probé con distintos
coeficientes A, los que se utilizaron finalmente tienen los
siguientes valores:

0,12
s o7’

Para la estructura de cuarto orden se obtuvieron los
siguientes coeficientes:

000 —0,103 0,048
. 100 —1,035 0,143
TB)=10 10 —ag3s| O+ | _poe | v
001 —0279 0,024

y(H)=10 00 1 ]a(t
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El desempeno del modelo obtenido se puede apreciar en
la figura 4, donde se compara la salida medida con la
estimada obtenida de discretizar el modelo (18) y aplicarle
la entrada correspondiente. El indice encontrado tiene un

(O ek EEEEE EERET EEE ;f P, medida
i i i i —— P, Estimada 4to orden
-0.5 T ; T T T T T T T T T
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

tiempo en segundos

Figura 4. Salida medida vs la estimada con el modelo
obtenido de cuarto orden.

valor de 2,76, el cual es un poco mas bajo que el del
correspondiente del de segundo orden. Y los coeficientes
del filtro de las entradas y salidas se seleccioné con valores

de:
5

10
20
10

As1 mismo, resulta dificil de apreciar esta ventaja del
modelo de cuarto orden a simple vista.

Ay =

Con la finalidad de obtener los resultados mostrados en
las figuras 3 y 4 se procedié a discretizar los modelos con
los coeficientes continuos encontrados. Esto debido a que
los datos disponibles estdn en tiempo discreto.

5.2 Discusion de resultados

Primeramente hay que decir que el esfuerzo para realizar
la identificacién no se incrementa por el hecho de obtener
los coeficientes de la ecuacion diferencial. Recordando que
cuando se procede directamente de la ecuacién entrada-
salida, generalmente se parte de ecuaciones en diferencias.
Por el contrario, la implementacion de los filtros resultan
més directa.

El paso intermedio, el hecho de utilizar filtros discretos,
de obtencién de los coeficientes correspondientes a la
ecuacion diferencial hace que los errores de identificacién
sean menores en el modelo discreto obtenido, pues el
mismo porcentaje de error de identificacién implica mo-
dificaciones mayores en los coeficientes de la ecuacién en
diferencias cuando se calculan estos directamente.
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Mediante el uso de Scilab se procedié a intentar buscar
un modelo (discreto) que ajuste los datos entrada salida
usados anteriormente. Sin embargo, ninguna de las op-
ciones brinda un resultado que pueda ser comparable con
los mostrados en las figuras 3 y 4. Las mejores opciones
se presentan en la figura (5), las cuales fueron obtenidos
usando el comando time_.id de Scilab. La integral del
error absoluto del error de estimacién de los datos para
validacién fue de 17,46 y de 11,22 para el modelo de
segundo y cuarto orden respectivamente.

3 1 1 1 1 1 1
P M s i B
A ; l l
£ 177
0 1 ”"’”4””7 _ 15(, estimada 2do orden, time_id

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

tiempo en segundos

0 +#=-----4----t{—— P, estimada 4to orden, time_id

20 25 30 35 40 45 50 55 60
tiempo en seaundos

Figura 5. Respuesta de los modelos identificados mediante
toolboox de Scilab

6. CONCLUSION

El presente documento propone el uso de filtros discretos
en conjunto con una forma de regresor que incluye los
coeficientes de la ecuacién diferencial que se desea de-
terminar. Mediante el procedimiento propuesto es posible
obtener un modelo en términos de ecuaciones diferenciales
en el cual los errores del proceso de identificacién se refle-
jan sobre los coeficientes obtenidos. Esto pudiera reducir
el error de identificacién de parametros con respecto a
los procedimientos que estiman directamente el valor de
los coeficientes del modelo discreto equivalente, pues el
mismo porcentaje de error tiene un significado més impor-
tante en el modelo discreto que en el continuo. Esto tltimo
cuando se comparan los modelos discretos equivalentes.
El procedimiento propuesto tiene aplicaciones posibles en
diagnoéstico de procesos que operan en tiempo continuo y
que tienen disponibles mediciones muestreadas.
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