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∗∗ Tecnológico Nacional de México/I.T. de Orizaba, Oriente 9,

Emiliano Zapata, 94320 Orizaba, Ver., E-mail:
lassman@prodigy.new.com

Resumen.En este trabajo se propone un método alternativo para la estimación del nivel de dos
ĺıquidos de diferentes densidades que forman una interfase dentro de un tanque. Para conseguir
el objetivo, primero se desarrolla un modelo matemático no lineal que se obtiene a partir de
las dinámicas de los fluidos en el contenedor, siendo esta la primera contribución del art́ıculo.
La segunda contribución es la estimación del nivel de cada uno de los ĺıquidos que conforman
la interfase, basada únicamente en la medición de la presión en el fondo del tanque mediante
un transmisor de presión diferencial y el diseño de un observador no lineal de alta ganancia.
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1. INTRODUCCIÓN

En la industria es común encontrar procesos donde se
necesita controlar los niveles de contenidos ĺıquidos, prin-
cipalmente aquellas industrias en las que en sus procesos
se involucran aceites, solventes, combustibles, aguas resi-
duales entre otros ĺıquidos de diferente naturaleza.
Existen algunos procesos con contenedores de ĺıquidos en
el que los contenidos de estos no son puros u homogéneos.
En este tipo de procesos se ven involucrados ĺıquidos de
diferentes densidades en un mismo contenedor formando
interfases ĺıquidas dentro del mismo cuando estos ĺıquidos
no son miscibles (por ejemplo aceite y agua).
Por ejemplo, lo contenedores de petróleo suelen generar
capas de emulsiones formando interfases ĺıquidas en el
contenedor. Para lograr medir estos niveles comúnmente
se utilizan métodos directos tales como cristales de nivel
(glass level gauges), o indirectos tales como sondas de
inserción que aprovechan las propiedades de conductivi-
dad o de impedancia de los ĺıquidos. Sin embargo, existen
ocasiones en que los métodos existentes presentan ciertos
problemas de implementación, ya sea debido a la ubica-
ción en que se presenta la interfase o la localización de
los tanques contenedores. El costo y la disponibilidad de
ciertos instrumentos es otra variable que interviene al mo-
mento de decidir qué método utilizar o bien, la naturaleza
de los ĺıquidos (corrosividad, acidez, alcalinidad) impide
el uso de algunos sensores que son susceptibles a una

pronta degradación de los mismos. Por ejemplo, en los bio-
reactores de lecho fluidizado, donde el material fluidizado
puede considerarse de distinta densidad al medio acuoso,
las opciones de medición de la altura del lecho son muy
limitadas y los equipos de medición muy costosos debido
a que se tienen que utilizar métodos lo menos invasivo
posible debido a la presencia de microorganismos y a la
acidez del medio.
En este art́ıculo se propone un método para estimar el
nivel de dos ĺıquidos de distinta densidad que forman una
interfase en un contenedor. El método se basa en el diseño
de un observador basado en un modelo matemático. El
observador es capaz de estimar cada uno de los niveles de
los ĺıquidos, basado solamente en la medición de la presión
en el fondo del tanque.
La idea de utilizar modelos matemáticos para la estima-
ción de nivel en un tanque no es nueva. Por ejemplo en
[Gatzke et al. 2000] se realiza un controlador de nivel
para un sistema de 4 tanques utilizando dos métodos
basados en el modelo matemático. De igual manera en
[Nithya et al. 2008] se desarrolla un controlador basado
en modelo para un tanque esférico el cual busca controlar
los niveles de ĺıquido. En [Srinivas et al. 2014] se muestran
las sintonizaciones de controladores PID utilizando un
modelo matemático para tres tanques en cascada. En
estos estudios se utilizan diferentes modelos matemáticos
para diferentes configuraciones del sistema de tanques
buscado un mismo objetivo: la regulación de los niveles de
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ĺıquido. Sin embargo, en todos estos estudios, los modelos
matemáticos que se utilizan para representar las dinámi-
cas de los ĺıquidos en un contenedor o tanque son para
ĺıquidos homogéneos.
En lo que respecta al uso de observadores como sensores
virtuales, existen numerosos trabajos en la literatura en
la que se ha demostrado la eficacia de estos para la esti-
mación de variables de proceso. Por ejemplo, en [Lafont
et al. 2011] se utiliza un observador de alta ganancia
para la estimación de variables qúımicas y biológicas en
un sistema de tratamiento de aguas residuales. Al ser
un proceso bioqúımico el uso de sensores convencionales
implican mediciones con ruidos y equipos con costos de
mantenimiento altos. En [Anzurez-Marin et al. 2008] se
utilizaron observadores para entradas desconocidas para
un esquema de detección y localización de fallas en un sis-
tema hidráulico de dos tanques. Recientemente en [Gouta
et al. 2019] se realiza un control adaptativo para un
sistema de dos tanques acoplados sin sensores utilizando
observadores de alta ganancia adaptables y una estrategia
de control no lineal generalizada.
La originalidad de este trabajo cosiste en primer lugar,
en desarrollar un modelo matemático que describa el
comportamiento dinámico de los niveles de dos ĺıquidos
que conforman una interfase. Como segunda contribución,
este modelo es utilizado para estimar ambos niveles uti-
lizando únicamente la medición de la presión en el fondo
del tanque. Para ello, se diseña un observador no lineal
de alta ganancia que realiza el papel de sensor virtual.

2. MEDICIÓN DE NIVEL POR PRESIÓN
DIFERENCIAL

Este método se basa en el principio de medir la carga
o presión hidrostática. Es independiente del volumen del
ĺıquido implicado o de la forma del recipiente. El sistema
no mide el nivel de ĺıquido sino la presión ejercida, siendo
la presión proporcional a la columna de ĺıquido [Antonio
1997].

H =
P

ρg
(1)

donde H es la altura del ĺıquido, ρ es su densidad y g la
constante de gravedad.
La presión diferencial que mide el transmisor en la Fig. 1
está dado por la siguiente ecuación:

∆P = AP (Alta Presión) −BP (Baja Presión)

Sustituyendo sustituyendo el lado de alta presión AP ;

∆P = (H ρg +BP )−BP

Donde el lado de baja presión puede ser sustituido por la
presión atmosférica si es un tanque abierto. En este caso
en un tanque cerrado no presurizado, por lo tanto el lado
de baja presión es cero.Se obtiene entonces que:

P = H ρg (2)

Figura 1. Tanque cerrado con un solo componente

Considere ahora un sistema con una interfase ĺıquida,
como puede ser gas licuado de petróleo (LPG) y agua
de proceso, similar al mostrado en la Fig. 2. En este caso
el principal interés es conocer el nivel de agua decantada
en el recipiente, es decir, el nivel de ĺıquido más denso.
Utilizando el mismo principio y considerando las condi-
ciones que se presentan en la Fig. 2 (sin tomar en cuenta
las entradas y salidas de flujo), la presión total medida
por el instrumento en el fondo del tanque es:

P = g(h1ρ1 + h2ρ2) (3)

donde h1 y ρ1 corresponden a la altura y densidad del
ĺıquido más pesado, mientras que h2 y ρ2 corresponden a
las mismas variables para el ĺıquido más ligero.
A partir de esta ecuación se puede conocer la altura h1

de la interfase suponiendo que se conoce h2 :

h1 =
P − h2ρ2g

gρ1
(4)

3. MODELO MATEMÁTICO DE UN CONTENEDOR
CON UNA INTERFASE LÍQUIDA

En esta sección se presenta el modelado matemático de
las dinámicas de un tanque cuyo contenido son dos fluidos
de diferentes densidades, por lo tanto, no son miscibles y
forman una interfase ĺıquida entre ellos. Para la obtención
del modelo se consideran algunas simplificaciones que
reducen la complejidad del modelo.

Suposiciones de Modelado. Para el desarrollo del mo-
delo matemático se toman en cuenta las siguientes supo-
siciones de modelado :

Se consideran dos fluidos incomprensibles, puros y
con densidad contante.
No se consideran retardos en el proceso.
El proceso se lleva a cabo a temperatura ambiente.
Se consideran válvulas lineales.
Tanque cerrado sin presión.

3.1 Descripción del Sistema

Se tiene un tanque contenedor con dos ĺıquidos de di-
ferente composición y densidad como se muestra en la
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Figura 2. Diagrama de un tanque cerrado con dos com-
ponentes y una interfase

Fig. 2. Este contenedor tiene dos flujos de entrada Q1in

y Q2in con sus respectivas válvulas y a la vez dos flujos
de salida Q1out y Q2out. Q2in es el flujo de entrada del
elemento más ligero y su flujo de salida es representado
por Q2out. Por otra parte, Q1in es el flujo del ĺıquido con
mayor densidad que se acumulará en el fondo del tanque
y su flujo de salida es representado por Q1out

3.2 Procedimiento de Desarrollo

Para el modelado del sistema se necesitan dos balances
de materia, es decir, uno por cada componente.

dM1 = M1in −M1out dM2 = M2in −M2out (5)

En función de los niveles las ecuaciones son:
Adh1

dt
= Q1in−Q1out

Adh2

dt
= Q2in−Q2out (6)

Para modelar los flujos de entrada se utilizan valores
constantes debido a que se considera que se conocen los
flujos de entrada al sistema. Para los flujos de salida
Q1out y Q2out es posible utilizar un modelo basado en
la ecuación de Bernoulli. La ecuación de Bernoulli afirma
que la suma de la enerǵıa cinética, la enerǵıa potencial
y la de flujo de una part́ıcula de fluido es constante a
lo largo de una linea de corriente en el flujo estacionario
[Yunus and John 2006].

P

ρ
+

V 2

2
+ gz = constante (7)

donde V 2

2 es la enerǵıa cinética, gz es la enerǵıa potencial

y P
ρ
es la enerǵıa de flujo, todo por unidad de masa. Por

lo tanto, la ecuación de Bernoulli puede concebirse como
una expresión del balance de enerǵıa mecánica.

Cálculo de la velocidad de cada flujo. El valor de la
constante que se muestra en la ecuación 7 puede evaluarse
en cualquier punto de la ĺınea de corriente en donde se
conocen la presión, densidad, velocidad y elevación. La
ecuación de Bernoulli también puede escribirse entre dos

Figura 3. Principio de Bernoulli

puntos cualesquiera sobre la misma ĺınea de corriente
(véase fig 3) de la siguiente manera:

P1 +
1

2
ρV 2

1 + ρgy1 = P2 +
1

2
ρV 2

2 + ρgy2 (8)

Para este sistema se analizará una linea de corriente para
cada flujo de manera independiente y tomando en cuenta
algunas suposiciones dependiendo el flujo de salida que
se quiere calcular. Con la ecuación 8 podemos calcular la
velocidad del fluido v2 la cual permitirá conocer el caudal
de salida a través de un orificio.

Para calcular el flujo de salida Q1out se utiliza la
ecuación 8 tomando en cuenta las siguientes suposiciones:

La presión P1 será igual a la suma de la presión
existente en el contenedor (nula en este caso) más
la presión ejercida por el cuerpo del fluido mas ligero
que se encuentra encima de este.
La velocidad V1 es muy baja en comparación a la
velocidad V2 por lo que se toma como 0.
La altura y2 se toma como 0 pues es la referencia de
nivel a la salida.
La altura y1 es la altura de h1 únicamente.
ρ en la densidad del flujo que se esta analizando; en
este caso ρ1

De esta manera la ecuación de Bernoulli queda como se
muestra a continuación:

P1 + ρgy1 = P2 +
1

2
ρV 2

2 (9)

Despejando la velocidad de la Ec. 9 se obtiene que la
velocidad en el flujo de salida Q1out es:

V2 =

√

2

(

P1

ρ
+ gy1

)

(10)

Obtenida la velocidad del flujo para Q1out se puede cal-
cular el caudal de salida. Esto multiplicando la velocidad
del flujo por el área del orificio de la válvula de salida
Q = V2 k.

Realizando el cambio de variable al sistema con las
suposiciones antes tomadas se tiene que el flujo de salida:

Q1out = k

√

2ρ2gh2

ρ1
+ 2gh1 (11)

Donde P1 se sustituyó de acuerdo a la formula de presión
de la ecuación 2
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Para calcular el flujo de salida Q2out Se utiliza de
igual manera la ecuación 8 pero tomando las siguientes
condiciones:

La presión P1 será igual a la presión atmosférica si
de un tanque abierto se tratara. Para este caso es
cero.
P2 igualmente es cero.
La velocidad V1 es muy baja en comparación a la
velocidad V2 por lo que se toma como 0.
La altura y1 que es la altura con referencia desde h1

a la que se encuentra h2 que se encuentra por encima
de esta.
La altura y2 que es la altura de la válvula por donde
saldrá el flujo Q2out (H).

Por lo tanto se obtiene la ecuación de Bernoulli para la
velocidad del flujo Q2out

ρgy1 =
1

2
ρV 2

2 + ρgy2 (12)

Despejando la velocidad

V2 =
√

2g(y1 − y2) (13)

Realizando de igual manera el cambio de variable para
el flujo que se esta analizando se tiene que el caudal de
salida Q2out:

Q2out = k
√

2g(h2 + h1 −H) (14)

Con los flujo de salida calculados para ambos componen-
tes es posible ya obtener las ecuaciones que describan
la dinámica del sistema. Utilizando las ecuaciones 6 y
sustituyendo los valores de los caudales de salida. Con
estas consideraciones se obtiene:

dh1

dt
=

Q1in

A
− 1

A
k

√

2g(
ρ2h2

ρ1
+ h1) (15)

La segunda ecuación diferencial del sistema para el fluido
más ligero será:

dh2

dt
=

Q2in

A
− γ(t) (16)

donde la función γ(t) está asociada a la pérdida de ĺıquido
a través de la válvula asociada a Q2out. La activación de
esta función depende de la altura del segundo componente
es decir:

γ(t) =
1

A
k
√

2g(h2 + h1 −H) ∀h2 + h1 ≥ H; (17)

y
γ(t) = 0 ∀h2 + h1 < H; (18)

De esta manera se interpreta que el aumento del volumen
del componente más ligero se comportará de manera lineal
hasta que sobrepase el nivel H, donde la segunda válvula
esta situada. A partir de ah́ı cualquier aumento de nivel

empezará a salir por la válvula correspondiente al flujo
Q1out.

En la Fig. 4 se muestra el comportamiento del modelo
matemático con las condiciones iniciales del contenido
por debajo del nivel de salida Q1out. Se observa como
h2 crece de manera lineal mientras h1 decrece conforme
h1 aumenta. Para este caso no se tomaron en cuenta
las imitaciones f́ısicas del sistema, por lo que un mayor
tiempo de simulación incrementaŕıa de manera infinita
los niveles.

Figura 4. Simulación 1 del modelo matemático

En la Fig. 5 se observa el comportamiento del modelo
con condiciones iniciales que sumadas de un valor cerca
del nivel H, altura a la que se encuentra la válvula Q1out.
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Figura 5. Simulación 2 del modelo matemático

Para este estudio se considera que la suma de los niveles
h1 y h2 siempre estará por encima de H (válvula de salida
Q2out), por tanto habrá siempre un flujo de salida de
ambos componentes. De esta manera las ecuaciones del
sistema serán las siguientes.
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dh1

dt
=

Q1in

A
− 1

A
k

√

2g

(

2ρ2h2

ρ1
+ h1

)

(19)

dh2

dt
=

Q2in

A
− 1

A
k
√

2g(h2 + h1 −H) (20)

4. DISEÑO DE UN OBSERVADOR DE ALTA
GANANCIA

Se pretende diseñar un observador de alta ganancia para
estimar los estados (alturas h1 y h2) de un tanque cuyo
contenido serán dos fluidos de diferentes densidades que
forman una interfase liquida entre ellos. A partir del
sistema mostrado en la Fig. 2.

Utilizando las ecuaciones del sistema 19 y 20, el cual se
puede representar mediante un modelo no lineal af́ın al
control.

ẋ = f(x) +B1u1 +B2u2, y = h(x) (21)

o bien:
[

ḣ1

ḣ2

]

=





− 1
A
k

√

2g
(

2ρ2h2

ρ1 + h1

)

− 1
A
k
√

2g(h1 + h2 −H)



+

[

1
A
0

]

Q1 +

[

0
1
A

]

Q2

(22)
La salida h(x) es:

h(x) = g · (ρ1h1 + ρ2h2) (23)

La Ec. 23 representa la presión en el fondo del contenedor
medida por el instrumento.

4.1 Observador de Alta Ganancia

Para el diseño del observador de alta ganancia se utiliza
la estructura propuesta por [Gauthier et al. 1992]

˙̂x = f(x)+B1u1+B2u2+

(

∂Φ(x̂)

∂x̂

)−1

S−1
θ CT (y−ŷ) (24)

Donde y es la salida del sistema no lineal h(x). Φ es una
transformación de coordenadas dada por

z = Φ(x) =

(

h(x)
Lfh(x)

)

(25)

donde Lfh(x) representa la derivada de Lie de h(x) en

dirección de f(x) y S−1
θ es una matriz simétrica cuadrada

que da solución a la siguiente ecuación de Lyapunov

θSθ +ATSθ + SθA = CTC, θ > 0 (26)

donde C = [1 0] y A =

[

0 1
0 0

]

son matrices que

corresponden al sistema transformado en el dominio de la
variable transformada z = Φ(x). Para todos los sistemas
de segundo orden, la matriz S−1

θ que da solución a la Ec.
(26) es:

S−1
θ =

[

2θ θ2

θ2 θ3

]

(27)

Se puede verificar que el sistema es observable verificando
que :

rank

(

∂Φ

∂x

)

= n (28)

Como resultado se tiene que el sistema dado por las Ecs.
(19) y (20) es observable. Las Ecs. del observador son:

[

˙̂
h1
˙̂
h2

]

=







− 1
A
k

√

2g
(

ρ2ĥ2

ρ1 + ĥ1

)

− 1
A
a2k2

√

2g(ĥ1 + ĥ2 −H)






+

[

1
A
0

]

Q1+

[

0
1
A

]

Q2 +

(

∂Φ(ĥ)

∂ĥ

)−1
[

2θ θ2

θ2 θ3

] [

1
0

]

(g(ρ1h1+

ρ2h2)− g(ρ1ĥ1 + ρ2ĥ2))

(29)

El resultado del jacobiano inverso de Φ(ĥ) esta dado por:

(

∂Φ(ĥ)

∂ĥ

)−1

=

[

a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

]

(30)

a1,1 =
− g3/2ρ2k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)
− g2kρ2

√
ρ1

A
√

2g(ĥ1ρ1+ρ2ĥ2)

− g5/2ρ1ρ2k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)
+

g5/2ρ2

2
k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)

a1,2 = − gρ2

− g5/2ρ1ρ2k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)
+

g5/2ρ2

2
k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)

a2,1 =

g3/2ρ2k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)
+

g2ρ
3/2
1

k

A
√

2g(ĥ1ρ1+ρ2ĥ2)

− g5/2ρ1ρ2k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)
+

g5/2ρ2

2
k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)

a2,2 =
gρ1

− g5/2ρ1ρ2k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)
+

g5/2ρ2

2
k

A
√

2(ĥ1+ĥ2−H)

Figura 6. Diagrama de bloques del observador

Se realiza la simulación del sistema y el observador de alta
ganancia utilizando diferentes condiciones iniciales para
el modelo simulado y para el observador. Los resultados
se muestran en la Fig. 7. De acuerdo con el análisis de
estabilidad del observador presentado en [Gauthier et al.
1992], es suficiente que los valores de la ganancia del
observador θ siempre sean positivos. El valor de θ se
elige dependiendo del tiempo de convergencia deseado.
Mientras mayor es el valor de θ, menor es el tiempo
de convergencia. Sin embargo, altos valores de θ no son
deseables, debido a que se incrementa la sensibilidad al
ruido de medición.
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Figura 7. Gráfica de la convergencia del observador a los
estados estimados

TABLA 1. NOMENCLATURA
Variable Descripción

Q1in Flujo de entrada del componente 1

Q2in Flujo de entrada del componente 2

Q1out Salida del Componente 1

Q2out Salida del Componente 2

h1 Altura del elemento 1(Interfase)

h2 Altura del elemento 2

H Altura de la Válvula de salida Q2out

ρ1 Densidad del componente 1

ρ2 Densidad del componente 2

k Área del orificio de salida

A Área transversal del contenedor

g gravedad

PT Presioń total medida

P = g · (ρ1h1 + ρ2h2)

TABLA 2. PARÁMETROS
Variable valor

Q1in 0.002 m3/s

Q2in 0.0006 m3/s

H 0.4 m

ρ1 1000 kg/m3

ρ2 920 kg/m3

k 7e−4m2

A 79e−4m2

g 9,81m/s2

TABLA 3. CONDICIONES INICIALES
Simulación h1 h2 ĥ1 ĥ2

Fig. 1 0.1m 0.1 m

Fig. 2 0.28m 0.12 m

Fig. 3 0.28m 0.12m 0.35m 0 m

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una alternativa de medición de
nivel en tanques o contenedores que presenten interfases
ĺıquidas. Una de las aportaciones de este trabajo es un

modelo matemático que representa las dinámicas del nivel
de ĺıquidos con interfase en un contenedor. La importan-
cia de un modelo matemático para este tipo de sistemas
radica en poder diseñar a futuro un control basado en
modelo, la implementación de otro tipo de observadores
para monitorización y esquemas de detección de fallas.

Como segunda aportación, se diseña un observador de alta
ganancia para el sistema que permite la estimación de los
niveles de cada uno de los ĺıquidos. El control de nivel
en sistemas con procesos ĺıquidos mediante observadores
brinda una considerable ventaja económica al reducir el
numero de sensores f́ısicos.
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