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Abstract:

En este trabajo se estudia el diseno de controladores basados en observadores que preservan
el orden parcial e intervalo para una clase de sistemas lineales con retardo constante. Se
analiza el comportamiento de los controladores para sistemas en ausencia y presencia de
perturbaciones. El método de disefio estd enfocado en (i) la estimacién preserve el orden
parcial con respecto a la trayectoria del estado, y (ii) la estabilizacién de sistemas lineales
en lazo cerrado por medio de las estimaciones superior e inferior. El diseno de controladores
estd basado en un par de caracteristicas del sistema con retardo: el método de estabilidad de
Lyapunov-Krasovskii con independencia del retardo y cooperatividad. La primera asegura la
estabilidad asintdtica del sistema aumentado en lazo cerrado (con controlador) en unién con la
convergencia de las estimaciones a sus valores reales en el caso de ausencia de perturbaciones,
v la segunda establece el ordenamiento parcial entre el estado y las estimaciones.

Las ganancias de los controladores por realimentacion de estados pueden ser encontradas

mediante la solucién de desigualdades matricial bilineal (BMI) y/o lineal (LMI).

Keywords: Observadores que Preservan el Orden, Observadores Intervalo, Sistemas con

retardos.

1. INTRODUCCION

Los observadores que preservan el orden parcial, represen-
tan una alternativa para la estimacién robusta de vari-
ables de estados altamente inciertas. Estos observadores
se han aplicado exitosamente en numerosas aplicaciones
con variables inciertas y/o desconocidas en ls tltimas
dos décadas (Gouze et al., 2000; Alcaraz-Gonzalez et al.,
2002; Bernard and Gouze, 2004; Avilés and Moreno, 2009,
2013, 2014; Mazenc et al., 2014; Raissi et al., 2012). Estos
observadores, basados en la propiedad sistémica de coop-
eratividad (Angeli and Sontag, 2003; Hirsch and Smith,
2004), proporcionan una estimacién inferior y /o superior,
las cuales pueden formar un intervalo que contiene a
la trayectoria real del estado, en vez de reconstruir los
valores verdaderos de las variables inciertas no medibles.
El primer disefio aparecié en (Gouze et al., 2000), donde
se propusieron los observadores intervalo, los cuales estan
constituidos por un observador que preserva el orden
parcial superior e inferior, representan una técnica para
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estimar parametros y variables desconocidas de procesos
biotecnolégicos.

Recientemente, en (Efimov et al., 2013) se utilizaron la
clase de observadores intervalo en el diseno de contro-
ladores. Se analiz6 la estabilizaciéon de salida para una
clase de sistemas continuos con parametros lineales vari-
antes (LPV), utilizando las estimaciones de los obser-
vadores intervalo. Posteriormente, en (Efimov et al., 2015)
se introdujo un analisis similar para la familia de sistemas
LPV en tiempo discreto.

El presente trabajo consiste en disenar controladores
basados en los observadores que preservan el orden parcial
para una clase de sistemas lineales con retardo constante.
Particularmente, se describe el método de disefio de
controladores para sistemas con retardo en presencia y
ausencia de perturbaciones. El método estd basado en
garantizar la estabilidad asintética con independencia del
retardo en el tiempo, de acuerdo al anélisis de funcionales
Lyapunov-Krasovskii, y el ordenamiento parcial entre las
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estimaciones y la trayectoria del estado. Las ganancias de
los controladores por realimentacién de estados pueden
ser encontradas mediante la solucién de desigualdades
matricial bilineal (BMI) y/o lineal (LMI).

2. ANTECEDENTES TEORICOS

2.1 Notaciones

M
M =0 : M es una matriz Metzler, sii M;; > 0, Vi # j,
Viel,..,n, Vjel, .. n.

A >0 : Matriz A no negativa, sii 4;; > 0,Vi,j =1,...,n.

A >0 : A esuna matriz semidefinida positiva.

A >0 : A esuna matriz definida positiva.

B <0 : B representa una matriz semidefinida negativa.

B < 0 : B representa una matriz definida negativa.

x =0 : Vector x no negativo, sii x; > 0,Vi =1, ..., n.

x = z : Esla representacién del orden parcial entre dos
vectores, sii x; —z; > 0,Vi =1,...,n.

|-l : Eslanorma Euclidiana de un vector o matriz.

OF (b) . .

o : es la matriz Jacobiana con respecto a b.

2.2 Sistemas que preservan el orden parcial

La cooperatividad es una propiedad sistemadtica que ase-
gura el ordenamiento parcial entre las trayectorias del
estado y salida, dependiendo de un ordenamiento parcial
entre estados iniciales y entradas.

Consideramos la familia de sistemas nolineales con retar-
dos descrita por las siguientes ecuaciones

#(t) =F (x(t), z(t —d), u(t)), t>0,
Te : {w(@d) =¢(0a), —d < 04 < 0, (1)
y(t) = H (x(t), z(t —d), u(t)),

donde x(t) € R™ es el estado, y(t) € RP? es la salida, u(t) €
R™ es la entrada de control. La condicién inicial del sis-
tema en (1) estd representada como ¢(-) € C([—d, 0], R™)
para algin retardo constante d > 0. Asumimos que las
funciones nolineales F' : R™ x C([—d, 0]) x R™ — R"
y H : R" x C([—d, 0]) x R™ — RP son continuas en
todos sus argumentos, F (0, 0, 0) = 0 and H (0, 0, 0) = 0.
Adicionalmente, F' es localmente Lipschitz en sus argu-
mentos. Esto garantiza que el sistema posea una solucién
x(t) = 0.

De acuerdo a Mazenc et al. (2009), se especifica el
concepto de cooperatividad con retardo

Definicion 1. El sistema I'yy, es cooperativo con retardo
si para todo (a,b,c) € R" x R™ x R™,

e la matriz Jacobiana %—Z(a, b,c) es Metzler, y
e la matriz Jacobiana %—I;(a, b, c) es no-negativa.
Proposicion 2. Para la familia de sistemas LTI con re-
tardo constante,
& (t) = Az(t) + Aqz(t — d),
I'L:< y(t)=Cxzx(t)+ Cx(x — d),
x(0q) = d(04) >0, V6O4€]—d,0]

t
t (2)
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la propiedad de cooperatividad estda dada por

e A es una matriz Metzler
e A, es una matriz no-negativa

2.8 FEstabilidad de sistemas lineales con retardo

Esta seccién estd dedicada a las nociones de estabilidad
de independencia del retardo, que utilizan el teorema de
Lyapunov-Krasovskii, para sistemas lineales con retardo
constante.

Se analiza la nocién de estabilidad del sistema lineal con
retardo constante en el tiempo en (2), usando la funcional
de Lyapunov-Krasovskii
t
Vi) = 27 (1) Pa(t) + / 27 (5)Qu(s)ds, (3)
t—d

donde P = PT > 0, Q = QT > 0. Particularmente,
en el siguiente Teorema se establece las condiciones para
garantizar la estabilidad del sistema (2) usando el método
de indepencia de retardo.
Teorema 3. (Verliest and Ivanov (1994)). El sistema (2)
es asintoticamente estable para el retardo d si existen las
matrices P = PT > 0, Q = QT > 0 tal que la siguiente
desigualdad permanece

MT+PA+QPA1<

ATp e (4)

3. CONTROL PARA SISTEMAS NOMINALES
BASADO EN OBSERVADORES QUE PRESERVAN
EL ORDEN PARCIAL

3.1 Sistema Nominal

Consideramos el sistema lineal con retardo constante
z (t) = Ax(t) + Aqe(t — d) + Bu(t),
I'y:<¢ y(t)=Cx(t)+ Cax(z —d), (5)
T (9d) = </>(9d) >0 Vo, e [—d, 0],

donde z(t) € R™ es el estado, y(t) € RP es la salida ,
u(t) € R™ es la entrada de control. h € N es una retardo
positivo. A € R"*" B € R"™™ (C € RP*™ son matrices
constantes con dimensiones apropiadas. Consideramos la

siguiente suposicion para el sistema nominal con retardo
constante.

Suposicion 4. La matriz A + Ay tiene todos los valores
propios en el semiplano izquierdo.

3.2 Observador que preservan el orden parcial

Consideramos un observador tipo Luenberger para esti-
mar las variables desconocidas del sistema (5) descrito
por las ecuaciones
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Z(t) = AZ(t) + AqZ(t — d) + Bu(t)
+ L(y(t) —y(t)) + La(y(t — d) —
7 (t) = CZ(t) + CaZ(t — d),
T (04) = ¢(0a) >0 V04 € [—d,0],

FO . y(t - d)),

(6)
donde Z(t) denota la estimacién del estado z(t). L € R™*?

es la matriz del observador de correccién asociada a la
inyecciéon de salida.

Se define el vector del error de estimacién como e(t) =
Z(t) — x(t) y el error de salida como y(t) £ 7(t) — y(t).
Por tanto, se tiene las dindamicas del error de estimacién
dadas por

Iy : {e (t) = ALe(t) + ALde(t — d), (7)
i) = Ce(t) + Caelt — d),
donde las matrices estan definidas como
A=A+ LC,

Apg = Ag+ LgCy.

Tomando en cuenta el observador I'g, se establecen las
condiciones suficientes para una clase de observadores que
preservan el orden parcial.

Definicion 5. I'o es un observador que preserva el orden
parcial superior (inferior) si I'g

(i). Es un sistema cooperativo.
(ii). Es asint6ticamente estable.

Revisando la restriccién de cooperatividad en el sistema
de error de estimacién (i), (ver Proposicion 2), tenemos
que Ay, es una matriz Metzler y Apy es una matriz no-
negativa.

Es importante mencionar que podemos definir un obser-
vador intervalo para el sistema con retardo I'y,, a partir
de un par de observadores que preservan el orden parcial
para I'o; un observador que describe la trayectoria por
encima de la trayectoria del estado, y otro que describe
la trayectoria por debajo del estado.

3.8 Controlador basado en observador que preserva el
orden parcial

Ahora, se propone la ley de control por realimentacién de
estados para I', basado en un observador que preserva el
orden parcial dado por las siguientes ecuaciones,

Z(t) = AZ(t) + AgZ(t — d) + Bu(t)
+ L(H(t) —y(t) + La(y(t — d)
Ty:q §(t) = CT(t) + CE(t — d),
u(t) = KZ(t) + Kq2(t — d),
z (04)

—y(t —d)),

= ¢(04) >0 V0, € [—d,0],
(8)

donde K € R™™ y Ky € R™"™ son las ganancias del
controlador, las cuales tienen que ser encontradas.
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La combinacién del sistema en lazo cerrado y el sistema de
error de estimacion es expresada mediante las siguientes
ecuaciones

rue:{ o) = %5 47 [26) ©
. {Am BKd} [J;(t - d)}

0 Apg| |e(t—d)
donde las matrices del sistema (9) estdn dadas por
By = BK,
Braq = BKy,
Ag = A+ BK,

AKd = Ad + BK,.

Nuestra atencion estd enfocada desarrollar un método in-
dependiente del retardo para disenar controladores basa-
dos en observadores que preserva el orden parcial. En el
siguiente Teorema se presenta la condicién suficiente para
garantizar la estabilidad del sistema aumentado (9).
Teorema 6. El sistema nominal con un retardo constante
en (9) es estabilizable por un control I'y, si existen las
matrices K, L, K4, Lg, P = P’ >0, P, = P > 0y las
constantes €; > 0, e > 0, tal que se satisface

A+l PilAxq P Bxg P Bgg
AL Pr —Qua 0 0
< 1
A%;Pl 0 AQ + GQI P2ALd - O’ ( 0)
BL,P 0 AL Py —Qaq

donde las matrices
Ay = ALP + PiAg + Qua
Ay = AT Py + PyALg + Qaa.

Prueba. Usamos la funcional de Lyapunov-Krasovskii
para el sistema con un retardo constante (9),

V (z,e) = 2T (t)Pya(t) + / x(8)Q1qz(s)ds
tftd (11)
+ eT(t)Pye(t) + /tid e(s)Qaqe(s)ds

Entonces, su derivada a lo largo de las trayectorias del
sistema (9) puede ser reescrita como

Ay PiAgq PiBg PiBkqg

: AL P —Q 0 0
_ T Kdtl 1d
V=Wl aTp 00 Ay Pyag, | PO
BE.Pr 0 AT Py —Qu
< —aflz(®)]* - ealle(t)]®
donde p(t) = [z(t), z(t — d), e(t), e(t — d)], entonces el

sistema aumentado ', es asintoticamente estable. m

A continuacién, se considera el diseno de un control
mediante en el observador que preserva el orden parcial
para una familia de sistemas lineales con un retardo
constante I',.

Teorema 7. El sistema nominal con un retardo constante
en (9) es estabilizable por un control basado en obser-
vador que preserva el orden parcial I'y, si las condiciones
siguientes son satisfechas
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e Condicién (10),
e A; es una matriz Metzler y Arq es una matriz no-
negativa.

Es importante mencionar que el diseno propuesto en el
Teorema no sélo estabiliza el sistema lineal con retardo
constante sino también se garantiza que la trayectoria
del estado esté acotado por encima o por debajo por la
estimacién. Es posible obtener un observador intervalo
por medio de la incorporacién de dos observadores que
preservan el orden parcial, uno por encima de la trayec-
toria del estado y otro por debajo. Estas estimaciones
pueden ser combinadas para ser sumadas a la ley de
control I'y.

4. CONTROL PARA SISTEMAS
PERTURBADOS/INCIERTOS BASADO EN
OBSERVADORES INTERVALO

4.1 Sistema Perturbado

Sea el sistema lineal con retardo constante en presencia
de términos aditivos de perturbacién

2 (t) = Az(t) + Agz(t — d) + Bu(t) + w(t),
y(t) = Cz(t) + Ca(z — d),
T (Gd) = ¢(9d) >0 Vo€ [—d, O],
donde w(t) representa el término exdégeno de pertur-
bacidn, el cual satisface la siguiente desigualdad,
wh(t) = w(t) = w (1), (13)
con las funciones Lipschitz conocidas para todo t > —d.

HL : (12)

4.2 Observadores intervalo

Ahora, se toman en cuenta un par de observadores
con la forma de I'g, que describen a un observador inter-
valo, para que la trayectoria del estado permanezca limi-
tada por las estimaciones perturbadas. Estos observadores
contienen los términos de la cota de la perturbacion.

Sean dos observadores para el sistema perturbado con un
retardo constante, dados por las siguientes ecuaciones

57 (t) = ATH(t) + AgTt (t — d) + Bu(t)
My +LY@ () —y(t) + Ly (7 (¢ —d) —y(t -
gh(t) = Ca(t) + Cam ™ (t — d),
zt (04) = ¢(04) =0 V b4 € [—d, 0],
(14)
T ()= AT (t) + Agz~ (t — d) + Bu(t)
My + L7y (1) —y®) + Ly (y (¢ —d) —y(t -
y () =Cr (1) + Caz™ (t —d),
27 (0a) = $(04) 20 V 04 € [—d, 0],
(15)
donde ZT(t) y 27 (t) son estimaciones para z(t). Las

matrices de disefio son LT € R4, L~ € R"™™4, LT ¢

R™*4 y L; c Rnx4
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Se definen los errores de estimacién como e™(t) = Z(t) —
x(t) y e~ (t) = z(t) — Z(t). Entonces, podemos escribir las
dindmicas como

e (t) = Apet (1) + Apet (t —d) + 7 (1),
Mg+ 0 g7 (t) = Cet(t) + Cae™ (t — d),
et (04) = ( 1) >0 Ve [-d0],
(16)
e (t)=A e (t)+A e (t—d)+7 (b),
Iy g (t)=Ce (t)+ Cye™ (t —d),
e (0a) = ¢(04) >0 V04 € [—d,0],
(17)

donde las matrices estdn dadas por Az = A+ L*C,
Azd = Ad+Lde, A = A+ L Cy A, = Ag+
L Cy. Ademsds, los términos exégenos 71 (¢) y 7~ (t) en
los sistemas IIg+ y IIg-, respectivamente representan los
errores de perturbaciones,

T (t) = wh(t) —w(t),

T (1) = w(t) —w (1),
En general, podemos extender facilmente la definicién 5
para clase de sistemas perturbados con retardo constante,

considerando condiciones de estabilidad entrada-estado y
cooperatividad.

Definicion 8. g+ (IIg-) es un observador que preserva
el orden parcial superior (inferior) para el sistema pertur-
bado Ily,, si satisface las condiciones:

(i).
(ii).

El sistema del error de estimacién Ig+ (Ig-) es
cooperativo.

El error de estimacién converge asintoticamente a
una bola centrada en el origen, tliglo lef ()] — B.

Controlador basado en observador intervalo

4.3

Para estabilizar el sistema perturbado con retardo con-
stante II;,, usando los observadores IIg+ y Ilg-, se con-
sidera la siguiente realimentacién de estados,
=Kzt (t) + K4zt (t — d)

+ Kz (t) + Kz~ (t — d),

donde las matrices de disefio son LT € RPX™, LZ{ € RPx™

L~ € Rpxn’ L; c Rpxn, K € Rnxm7 K, € Rxm,

Tomando en cuenta los el sistema en lazo cerrado y las

dindmicas de los errores de estimacion, podemos reescribir
d)l sistema aumentado de la siguiente forma

(18)

Mc:< |ef@)| =] 0 AfF 0 (t)
e (t) 0 0 A7 | |e ()
Askq Bra —Bka —d)
+1 0 Af, 0 —d)|+
0 0 A, d t
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donde las matrices del sistema aumentado estan dadas por
Byg = BK, Bgg= BKd, Aoy = A+2BK, Asgqg = Ag+
2BK, Ld_A+L O<l7yALd—A+L Cy.

Ahora, desarrollamos un método de diseno de contro-
ladores independiente del retardo basado en observadores
intervalo para sistemas perturbados. El siguiente Teorema
muestra presenta la condicién suficiente para garantizar
la estabilizacién del sistema en lazo cerrado, asi como
mantener acotado el estado por las estimaciones del ob-
servador.

Teorema 9. El sistema perturbado aumentado en Ilj ¢ es
estabilizable por un control Ily, si existen las matrices
K, L*, L=, Ky, L;, L=, P, =Pl >0, P, =P >0,
P; = Pér > 0 y las constantes €1 > 0, e > 0, €3 > 0, tal
que se satisface las condiciones
e Cooperatividad: Az, Az son matrices Metzler, y
Azd, Aj{d son matrices no-negativas

e Estabilizacion:

O1+el ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
A2Kd Qld 0 0 0 0
BEPL 0 Ostel ¢ 0 0 1 _,
BE,PL 0 ATTP, —Qoa 0 0o |~
BP0 0 0 O3+el ¢
-BL,P 0 0 0  ApiPs —Qsa
(19)

donde las matrices
0, =AL P+ Pl Ak + Q4
Qs = ATT Py + Py ATT + Qoa,
O3 = ALd P; + PgALd + @34,
y & representa el bloque matricial simétrico.

Prueba. La primera parte de la prueba estd dada por
la condicién de cooperatividad, la cual consiste en la
aplicacion de Proposicion 2 en los sistemas de error de
observaciéon (Ilg+, IIg-). Esto implica que,

M M
Af =0, A; =0,

Af -0, A7 =0

Para la segunda condicién, consideramos la prueba del
Teorema 7, tomando la siguiente funcional de Lyapunov-
Krasovskii para el sistema en lazo cerrado Ilyc,

V(z,ete”) = aT (1) Pya(t) +/ x(8)Qrqx(s)ds
t—d

+ eI (t)Pyet(t) + /t etT(5)Qaqe™ (s)ds
t—d

+e T(t)Pse™ (1) +/ e T(5)Qzqe™ (s)ds.
t—d

(20)
Entonces, su derivada a lo largo de las trayectorias del
sistema (9) puede ser reescrita como
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G 1 ¢ ¢ ¢ ¢
AQKd Qa0 0 0 0
| BEPL 0 0, ¢ 0 0
T\ BL,P 0 ATTP, Qa0 0o |7
-BEP, 0 0 0 O; ¢
-BE,Pr 0 0 0 Ap]Ps —Qsa
< —eallz@®)]? — elle” @) — eslle @)
+ 20T () Pyw(t) + 2eT (1) Por () + 27T (1) Py (1)

—(1-6)) ez (t)x(t) (1 —63) exe™ T (t)e™ (1)
—(1—03)eze Te (¢

2O (2Amax (P1) [[w(@)]| = Orex [[z(@)]])

1O 2o () 0] — 2 Je* 0]
+le” (®)]] (2Amax (Ps) [|=~ (1)[| = Oses [ (1)]])
<—-(1-0)e x(t) —(1—105) 62€+T(t)6+(t)
— (1= 03) eze™"(t)e™ (1)
donde q(t) = [x(t), z(t—d), et (t), et (t—d), e~ (t), e~ (t—

d)]. Esto depende de las entradas inciertas,

()] = 2Amax (P1) [w(t)]] /01e1,
e ()] = 2Amax (P2) [|7F (1)]| /6262,

le™ (8)]] = 2rma (Ps) |7 (8)]| /6.

Por tanto, el sistema aumentado es Entrada-Estado Es-
table con respecto a las entradas w(t), 77 (¢) y 7+ (¢). =

Cabe mencionar que las desigualdades 10 y 19 pueden
ser tratada, en general, como una desigualdades matri-
ciales no lineales. Bajo algunas condiciones, estas de-
sigualdades pueden ser transformadas a desigualdades
matriciales bilineales o lineales (BMI's or LMI’s). Para
estas desigualdades, existen varios programas computa-
cionales eficientes CVX, YALMIP en combinacién con
Matlab, que proporcionan soluciones algunas veces con
condiciones de optimizacion.

5. CONCLUSIONES

Este trabajo se estableci6 el diseno de controladores basa-
dos en los observadores que preservan el orden parcial e
intervalo, para una clase de sistemas lineales con retardo,
considerando la ausencia y presencia de perturbaciones
y/o incertidumbres. El disefio confia en las propiedades
de estabilidad de Lyapunov-Krasovskii y cooperatividad
para sistemas con retardos constantes. Las ganancias
de los controladores puede ser encontradas mediante la
solucién de desigualdades matricial bilineal (BMI) y/o
lineal (LMI).
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