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Resumen: En este trabajo, se analiza el problema de prediccién y control de un robot mévil
omnidireccional el cual es afectado por un retardo de tiempo constante 7 en las entradas. La
solucién propuesta estd basada en un predictor no lineal secuencial que divide en fracciones
mas pequenas el retardo de tiempo y predice gradualmente y de manera escalonada los estados
del sistema, de manera que sea posible manejar retardos mayores tnicamente aumentando el
nimero de etapas en el predictor. Se demuestran formalmente las condiciones de convergencia
de las senales de error de prediccién. Se comprueba la eficacia del predictor utilizando un control
por retroalimentacion basado en estados predichos y efectuando simulaciones numéricas para
diferentes valores de 7 y diferente niimero de etapas de prediccion.

Palabras clave: Retardo de tiempo, roboética mévil, prediccion no lineal, control por retroali-

mentacion.

1. INTRODUCCION

Los retardos de tiempo son tema de estudio importante
en el drea de control, ya que éste se encuentra presente
en multiple cantidad de sistemas como en procesos quimi-
cos y de telecomunicaciones, Niculescu (2001). También
puede presentarse de distintas maneras, ya sea puntuales,
distribuidos o incluso variantes en el tiempo, cada uno de
estos con distintas aproximaciones y métodos de estudio,

Kharitonov (2013).

Uno de los primeros trabajos en buscarle solucién al caso
lineal con retardo a la entrada fue el predictor de Smith
(1957), sin embargo, presentaba ciertas restricciones ya
que era necesario que el sistema en lazo abierto fuera
estable. Por otro lado, a partir de dicha idea surgieron
miultiples trabajos e ideas para controlar una mayor
cantidad de sistemas, tales como los descritos en Palmor

(1996).

Para el caso no lineal han surgido enfoques distintos
parcialmente basados en el predictor de Smith y en los

trabajos de observacién de Thau (1973), tales como Ger-
mani et al. (2002), Hou et al. (2002), entre otros. Otro
enfoque que soluciona este problema no lineal utilizando
retroalimentacion de estados, surgen ideas y aproxima-
ciones de Mazenc y Bliman (2006) y Krstic (2009), por
mencionar algunos.

El analisis de sistemas no lineales como los robots méviles
con retardo de tiempo a la entrada ha sido tratado mas
recientemente tanto en tiempo discreto Velasco-Villa et al.
(2007), como en tiempo continuo Sira-Ramirez et al.
(2010). Otra solucién al problema de un robot mévil
omnidireccional con retardo de tiempo a la entrada, es
el tratado en los trabajos de Fragoso Rubio et al. (2018)
y Velasco-Villa et al. (2014) donde se presenta un esquema
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predictor-observador no lineal inspirado en el observador
de Luenberger (1971) para estimar los valores futuros del
estado del robot y asi poder utilizarlos en un control por
retroalimentacion; se demuestra en ambos casos que los
errores de prediccién convergen de manera adecuada. En
este trabajo, se utiliza un esquema similar a los anteriores
y basado en el caso lineal de Fragoso-Rubio et al. (2019),
con la diferencia que en este caso se fragmentara el retardo
de tiempo T en segmentos mas pequenos 7 y asi de manera
secuencial se estimaran los estados futuros, permitiendo
manejar retardos mayores que dependan de la cantidad
de fracciones en que se divida 7.

El trabajo se presenta detalladamente de la siguiente ma-
nera. En la Seccién 2 se desarrolla el modelo cinemético
del sistema robdtico mévil a analizar con un marco de
referencia fijo. En la Seccién 3 se presenta el predictor de
los estados futuros junto con el analisis de su dinamica. En
la Seccién 4 se muestra un control por retroalimentacién
utilizado junto con el uso del predictor. Por ultimo, en
la Seccién 5 se encuentran resultados experimentales por
medio de simulaciones numéricas y en la Secciéon 6 se
presentan las conclusiones finales de este trabajo.

2. MODELO CINEMATICO

El anélisis y desarrollo del ]i>redictor propuesto se llevara
a cabo tomando en cuenta el modelo cinematico del robot
movil omnidireccional obtenido mediante la metodologia

presentada en Canudas de Wit et al. (1996).

Considerando la configuracion mostrada en la Figura 1, z,
y representan la posicién del robot en el plano X —Y y ¢
representa el angulo de orientacién del robot con respecto
al eje X del marco fijo, obteniendo asf el vector de estados

§(t) = [=(t) y(t) ¢(2)]-

Por otro lado, 6 (t), 02(t), 03(t) representan los dngulos
de rotacién de las ruedas 1, 2 y 3 respectivamente y L
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Figura 1. Diagrama sencillo robot omnidireccional

representa la distancia del punto P (denotado por (z,y))
a cada una de las ruedas.

Las senales de control estan dadas por las velocidades

lineales ortogonales u1, us (ubicadas a los largo de los ejes

moéviles X,., Y, respectivamente) y la velocidad angular

us.

La relacion entre los ejes inerciales X —Y y los ejes méviles

X, — Yg esta dada por la matriz de rotacién R(¢(t)),
cos (¢(t)) sin (¢(t)) 0

R(o(t)) = —Sin(g¢(t)) cos (éi?(t)) ?

Con dichos pardmetros, se obtiene la siguiente ecuacién
representativa del sistema,

JIR($(0)E(t) + 76 =0

con r denotando el radio de las ruedas y donde,

1 V3

- X2 r 0
2 2 , 1
Ji=| 1 V3 0 =16
—— —— L 9
2 2 3

0 L

Entonces, el modelo del sistema resulta de la siguiente
manera: ) L

£(t) = —r(J1R(8)) " 0(1). (1)
2.1 Induccion del tiempo de retardo

Considerando una estrategia de control a distancia donde
el robot y la computadora de control se encuentran en di-
ferentes ﬁ)calizaciones, para simular el retardo ocasionado
por el tiempo 7, que tarda en enviarse la senal de control
a la posicién remota y en recibirse las senales medidas
7o en el vehiculo, como se ejemplifica en la Figura 2, se
induce un tiempo 7 = 71 + T2 en las entradas de control

0 que expresa el retardo total, dando un sistema de la

forma: . .
£(t) = —r(J1R(¢))10(t — 7). (2)

Observacion 1. Nétese que dado que 71 se localiza en la
senal de entrada del vehiculo y 7o puede asumirse en
la senal de salida, es posible considerar un retardo 7
afectando a la entrada del robot.

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

&t — 1)

sl —m)

.

u(&(t = 12). (1 = 12))

72 7]

Iu{fcr— 1 —n)ilt-1 -n)

&(r)
Er)

Figura 2. Ejemplo de retardo en comunicaciones
3. PREDICTOR SECUENCIAL

La solucién presentada en este trabajo para el problema
de prediccién propuesta consiste en divi(Fir el retardo 7 en
pequenas fracciones de tiempo y asi utilizar predictores
encadenados. Esta idea ha sido tomada del caso lineal
resuelto en Fragoso-Rubio et al. (2019) y extendida al

caso no lineal del robot moévil omnidireccional.
Para llevar a cabo el desarrollo del predictor particionado

se requiere que las siguientes suposiciones sean satisfe-
chas.

Suposicion 1. Considerando el retardo total 7, suponga
que existe n € N7T tal que 7 = ~, donde n es la cantidad
de fracciones en que se dividira el retardo.

Suposicion 2. Los estados x, y, ¢ del robot movil son
medibles.

3.1 Sistema en adelanto

Inicialmente se propone encontrar la representacién del
sistema (2), 7 unidades de tiempo en el futuro. Para tal
efecto, considere el siguiente cambio de coordenadas,

pilt) = E(t +7) = pia(t + 7).

con i = 1,2,...,n. Obteniendo asi la representaciéon en
tiempo futuro,
pi(t) = —r(JiR(piz))~10(t — (n —i)7). 3)

3.2 Esquema de prediccion

Para estimar los valores futuros definidos en la Ecuacién
(3) se propone un predictor basado en el observador tipo

Luenberger (1971), en la forma,
pi(t) = —r(JiR(piz) " 0(t — (n — i)T) + Nie,, (t — 7).
(4)
Donde ¢ = 1,2,...,n, A; son ganancias reales positivas y
los errores de inyeccién e, = [y, €4, €pis)” se definen

’ epi(t—7) = pioa(t) — pilt —7) (5)

En las ecuaciones anteriores se puede apreciar que la
inyeccion de los errores e, (t—7) esta retrasada 7 unidades

de tiempo con el fin de utilizar Unicamente estados
medibles, dado que de esta forma,

ep(t—=7)=pr(t =7) = pa(t =7) =€) —&(t)  (6)
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depende solo de entradas en el tiempo t.

3.8 Dindmica de los errores de inyeccion

La evolucién de los errores de inyeccién (5) y (6) , se
obtiene al considerar su derivada con respecto al tiempo,
esto es,

(t)

€, (1) =p1(t) — pn
épy () = = (i R(p13))"10(t = (n = 1)7)
+r(JiR(p13))” 19(t —(n—=1)7) — Mey (t—7)
—r[R"(pr13) — BT (p13)]J7 10t — (n — 1)7)
— Aiep, (t—7).
De la misma forma se obtiene,

ép; (t) = —r[RT (pri_1)s(t + 7)) — RT (pis)]Jy '0(t — (n —i)7)
+ Ai—lemfl (t) - Aiepi (t - 7_—) (7b)

éﬁl (t) =
(7a)

Nétese en particular para (7a) que,
RT(p13)—R" (p13) =

cos (p13) — cos (p13) —sin (p13) + sin (p13) 0
sin (p13) oS (P13) cos(p13) 5 o (p13) 8

= —2sin ep213
2sin (2 Co1 + p13) 2cos(ep2l3 +p13) 0
—2cos (22 + py3) ZSin(ep13 p13) 0
¢ 0 0
= —2sin e”; F(epa: f13) (8)
con:
sin ( ’)213 + p13) cos (epf +p13) 0
F(eps.p13) = | — cos ( 0213 + p13) sin(e’% +p13) 0
0 0 0

(9)

Obteniéndose entonces que (7a) puede reescribirse en la
forma,

. . €pya ~ 1, _
€p, (t) = 2rsin p23 Flep,y, pr3)Jy '0(t — 27)

—Alepl(t—?). (10)

Procediendo de igual forma ,
valente,

se obtiene de manera equi-

ém (t) = 2rsin 6p27;3 F(el’i&i? ﬁi3)J1_1é(t - (n - 1)7_-)

+ )\1_161)1’71 (t) - Aiepi (t - 7_—)

(11)
donde F'(e,,,, pi3) estd dada por (9).

Las condiciones de convergencia de los errores de inyec-
cién e,, se establecen en el siguiente lema,
Lema 1. Suponga que las suposiciones 1 y 2 se satisfacen

y que las sefiales de entrada 6(t) son acotadas para todo
t, esto es,
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o 10()} = 9, 6 € RT.
Entonces, los errores de inyeccién: e, (t), i = 1,...,n
convergen a cero, si y solo si
™
T< 12
donde Apin = min{ Ay, ..., An}.

Demostraciéon. Note primero que los errores de inyec-
cién e, (t) del i-ésimo predictor pueden expandirse en la
forma

é,. (t . € = R .
|:ezggt31| =2rsin p2 F(epizupiB)Jl 19(t—

(n —4)7)

€piioiy (1) epy (t—T)
. Pli—1)1 — N\ | P "
! |:6P(7‘,—1)2 (t):| |:epi2 (t - T)
(13)
épia (t) :Ai_lep(i71)3 (t) - /\iepia (t — f) (14)
donde,
sin (22 4 5 i3) COS p”’—i— i
F<6Pi37ﬁi3) = ( 2 a 3) ( : 3
— cos ( p2“°’ + pi3) sin ( ’”3 + pi3)
(15
Para el caso i = 1 se tiene de la ecuacién (14) que

Ai_1 = 0, por lo tanto, se obtiene que
éP13 (t) = _)‘16913 (t - 7_-)

la cual converge exponencialmente a cero tal como se
demuestra en Niculescu (2001) si y solo si,

(16)

0
< o 17
<o (17)

Acto seguido, para i = 2 se tiene que
éP23 (t) = )‘16/313 (t) - /\26P23 (t - 77—)' (18)

Considerando que cuando ¢t — oo el error angular
€ps(t) — 0 la estabilidad del sistema (18) puede esta-
blecerse a partir de,

éﬂ23 (t) =

que tiene la misma forma que (16), y por lo tanto tiene
una condicién de convergencia similar a (17), esto es
T <3

—)\2€p23 (t - 77_) (19)

Siguiendo el mismo planteamiento, en las n — 2 ecua-
ciones siguientes se deben cumphr condiciones simila-
res de convergencia para que siempre que se satisfaga
T < 55 (t = 3,..,n), de esta manera, se obtendra la
estabilidad asintotica de los errores de inyeccién angular
€piz-

Como consecuencia de la convergencia de e,,, y dado que
0 < 0 para todo t, los términos de entrada de la ecuacién

(11),

L F(epys pia) IOt = (= i)7)

tienden a cero cuando t — oo independientemente de la
dindmica de los errores e,,, v e, (1 =1,2,...,n).
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De esta manera, la estabilidad del sistema comprendido
por las ecuaciones (10) y (11) puede ser analizado por
medio del sistema simplificado,

épl (t) = )‘16P1 (t - 7_-)

éPi (t) :)‘iflepifl (t) - )‘iepi (t - 77—) (20)

con i = 2,...,n, el cual tiene una forma idéntica a la parte
angular del sistema, por lo que siempre puede estabilizarse
bajo una correcta seleccion de los parametros A; y de

las divisiones n del retardo 7(para obtener un valor mas
pequeno de 7).

Q.E.D.

Basado en la convergencia de los errores de inyeccién
ep; (t) es posible ahora establecer la convergencia de los
errores de prediccién p;(t) = p;(t) — pi(t), i =1, ..., n.

Corolario 1. El error de prediccién, p;(t),i = 1,...,n,

converge asintoticamente a cero si y solo si la dindmica
de los errores de inyeccion es convergente.

Demostraciéon. A partir de la definicién de los errores
de inyeccién (5), (6) es posible obtener,

pi(t) =pi(t) +ep,(t) = pi—ar(t +7)

/sl(t) =pi (t) + €p, (t) +epiy (t + 77—) - ﬁz??(t + 277_)

Gilt) =pilt) + epu(8) + e (t+7) + .
T eplt+ (1= D7) = prlt+ (i = 1)7)
Pilt) =pa(t+ (i — 1)7) + 5, (1) + ep_, (t+7) + ..
T ep(t+ (i — 2)7) — pa(t + (i — 1)7)
ﬁl(t) =Cp; (t) + €pi1 (t + 7_-) + .
Fep, (t+ (i —2)7) + e, (t + (i — 1)7)

esto es,

Filt) = 3 ep(t+ (i — K)7). (21)
k=1

De la ecuacién (21) es facil notar que la convergencia de
los errores de inyeccién e,, (t) provocan la convergencia
de los errores de prediccion.

Q.E.D.

4. RETROALIMENTACION BASADA EN ESTADOS
PREDICHOS

La utilidad del predictor secuencial (4) se mostrara ahora

utilizando los estados predichos en el disefio de una re-
troalimentacién que resuelva el problema de seguimiento
de trayectoria para el robot omnidireccional dado por la

ecuacion (2). En el desarrollo de esta estrategia de control

se omite el andlisis de la convergencia de los errores de
seguimiento.

Considerando una solucién basada en linealizacién por re-
troalimentacién que resuelve el problema de seguimiento
de trayectoria resulta,

0t — ) =~ TR {Ealt) — HED) — &ale)])  (22)

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

Sin embargo, es evidente que (22) no puede utilizarse ya
que se necesitarian valores futuros del sistema. Debido a
esto, se implementa el uso del predictor (4), dando como
resultado la siguiente retroalimentacion,

0t) = -1 R(pra () pnalt) — Kpn(t) — pra(®]} (23)

Definiendo el error de seguimiento como es; = p,, — ppqg €s
posible mostrar que,

€s(t) =kpn(t) — kes(t) + 1
€p, (t) == Alepl (t - ":) + 72

épi (t) :)‘iflepifl (t) - )‘iepi (t - 77—) + Yit1

€p, (t) :)\n—lepn—l (t) - )‘nepn (t—=7)+Ynt1 (24)

donde,
" =Es [pna(t) + kpn(t) — kes ()]
Yo =[Ey — Es] [pna(t — (n — 1)7) + kpn(t — (n — 1)7)
—kes(t — (n — 1)?)]
Yiy1 =[Ei(t +7) — Eij1] [pna(t — (n — 0)7)
+ kpn(t — (n—i)7) — key(t — (n — i)7)]
Vg1 =[En(t +7)] [pna(t) + kpn(t) — kes(t)]

—25sin? (%) —sina; 0
E; = B(oi) = sin ay; —2sin? (?Z) 0
0 0 0

con a; = Pp3(t — [0 — i+ 1)7) = pu—1)3(t), # = 2,..., 7.
Exceptuando los siguientes casos,

o] = ﬁng(t — [n — 1]77')
g = ﬁnl’)'

La convergencia de los errores de seguimiento (24) se
realiza de manera similar al caso de los errores de inyec-
cién (10), (11) mostrando primero la convergencia de los

errores de orientacién para mostrar posteriormente que
esta convergencia implica que los términos -; resultan
desvanecientes.

La demostracion detallada se omite por cuestiones de
espacio.

5. RESULTADOS EN SIMULACION

Para realizar la evaluaciéon experimental se considerara

el seguimiento de una trayectoria tipo lemniscata gene-

rada a partir de,z = Acos(pt),y = Bsin (2pt), con los
s

pardmetros A =1,B = 0.4,p = ;.

Se considera el modelo cinemético de un robot omnidirec-
cional con L = 0.1877m y r = 0.0381m. El diseno del pre-
dictor (4) se lleva a cabo considerando A\; = Ao = A3 = 5,
las cuales cumplen con lo establecido en (12), y para la
retroalimentacién (23) se considera k = 0.3.
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Se llevan a cabo dos casos considerando n =

1,3y
7=0.3 segy 7 =0.5 seg.

5.1 Simulacion numérica con T = 0.3 seg.

Primero se presentan los resultados con un retardo ™ =
0.3 seg. Se puede apreciar en la Figura 3 la evolucién en el
plano X —Y para los casos n = 1y n = 3. Se aprecia que
con n = 1 le es mas complicado al sistema en converger
que cuando se tiene n = 3.

Trayectoria recornda

0.8 a} |

0.6/ o
0.4 ] Fd
0.2} / ™ _,'-’ S \‘\

= Of i >\/

0.2 L ' /\\\
04 N ~

0.6}

0.8 b} 1

0.6¢ Fas
0.4 — !

o N \)

0.2} " - /
0.4 N \\-h_,//

0.6/
0.8 -

05 1 15

o

Figura 3. Trayectoria deseada (rojo) y trayectoria reco-
rrida (verde). a) n=1b) n = 3.

La comparaciéon entre n = 1 y n = 3 se vuelve mas
evidente observando las graficas de las Figuras 4 y 5 en
la cual se nota una convergencia mas rapida y %mpia
en el caso n = 3. De igual manera, en la Figura 6 se
presentan las senales de control, donde se aprecia que
estas se encuentras acotadas y que cuando ambos errores
de predicciéon convergen las senales de control de ambos
casos se comportan de manera similar.

5.2 Simulacion numeérica con T = 0.5 seg.

En este segundo caso, no se presentan los resultados del
predictor con n = 1 ya que no se satisface el Lema 1,
el cual es satisfecho con n = 3. En la Figura 7 se puede
verificar que el sistema converge de manera adecuada a la
trayectoria deseada.

Por otro lado, en las graficas de la Figura 8 se ve que
nuevamente los errores de prediccién tienden a 0 de
manera rapida y satisfactoria. Finalmente en la Figura 9
es posible notar un comportamiento similar al presentado
en la Figura 6.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se present6 el diseno de un predictor
no lineal para estimar los valores futuros de los estados
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Figura 4. Graficas del error de prediccién en z, y y 6
respectivamente con n =1y 7 = 0.3 seg.
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Figura 5. Graficas del error de predicciéon en z, y y 0
respectivamente con n =3y 7 = 0.3 seg.

Figura 6. Sefiales de control 0y, 64,03 (rad/seg) respecti-
vamente con 7 = 0.3 seg.

de un robot moévil omnidireccional. Se muestra que la
estrategia de predicciéon puede utilizarse para cualquier
valor de retardo 7 a la entrada del vehiculo aumentando la
dimension del predictor. La convergencia de los errores de
prediccién se muestra formalmente analizando la dinami-
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Trayectonia recorrida
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Figura 7. Trayectoria deseada (rojo) y trayectoria reco-
rrida (verde) con n = 3.
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08
l — fag
i
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t

Figura 8. Graficas del error de prediccién en z, y y 6
respectivamente con n = 3y 7 = 0.5 seg.

N ) A~ I
0 ™~ T = ~ 4
.&r \‘_" T N\ N

[§ 20 a0 E a0 100 120

Figura 9. Senales de control 6y, 6y, 03 (rad/seg) respecti-
vamente con 7 = 0.5 seg.

ca de los errores de inyeccién del predictor. Se muestra la
utilizacién de los estados estimados futuros en la solucién
del problema de seguimiento de trayectorias para el robot
omnidireccional.
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