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Resumen: En este articulo se presenta un algoritmo para estabilizar el punto de operacién de
salida éptima (punto de operacién éptimo) de un sistema de primer orden, en tiempo finito. La
estrategia utiliza como base un trabajo previo en el que se maximiza la produccién de biogas de
un biorreactor de segundo orden; en este trabajo se presenta un modelo general de un sistema
de primer orden y, en el trabajo previo, se tenia un modelo de segundo orden con una estructura
particular. Se trata de una ley de control conmutada con sélo dos valores de entrada, la cual
conduce a las trayectorias del sistema al punto de operacién éptimo, empleando tinicamente
la informacién de la salida. En contraste con las estrategias extremum-seeking clésicas, la
estrategia de control propuesta no supone que el comportamiento de la planta en lazo cerrado
es cuasi-estacionario, ni que el modelo es conocido. Por lo tanto, el algoritmo es capaz de
alcanzar el punto de operacién 6ptimo con un tiempo de convergencia del orden del tiempo de
asentamiento natural del sistema, debido a que se aprovechan las caracteristicas dinamicas del

mismo.
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1. INTRODUCCION

En el campo de control automético existen diversos tipos
de problemas que pueden ser abordados, cada uno de ellos
con cierta metodologia o restricciones para proporcio-
nar una solucién. Por mencionar algunos: estabilizacién,
regulacion y seguimiento de trayectorias. En la mayor
parte de éstos, a pesar de que los parametros del sistema
sean desconocidos, se conoce perfectamente el punto de
operacion en el que se desea operar a sistema o al menos
se dispone de la informacién necesaria para calcularlo.
En este sentido, el punto de operacién es un dato del
problema.

Otro tipo de problemas son los de biisqueda de extremos
(extremum-seeking), en los cuales se desea identificar y
estabilizar el punto de operacion en que la salida es éptima
(mdxima/minima). El problema general de bisqueda de
extremos se puede representar de la siguiente forma.

Considere el sistema dindmico,

T = f(m,u),
y:h(x)a (1)

donde = € R" es el estado, u € R es la senal de control
v y € R es la salida con mapas f : R®" x R — R",
h : R — R. La variedad de puntos de operacién se
define como {z € R™ : f(Z,u) = 0}, y asociada a la misma
existe un mapa 4 — Z. Al restringir la salida al conjunto
de puntos de operacién se genera un mapa estatico (de
estado estacionario) 4 — ¢ que relaciona a cada entrada
constante con una salida constante.

Por otra parte, se supone que w — ¥ tiene un unico
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extremo absoluto, es decir, que existe un tinico maximo
estacionario y*. Con base en las hipotesis previas, el
problema se reduce a:

= Identificar el valor de y* en linea,
= sin requerir el conocimiento explicito de f(z,u) ni
h(z),

= midiendo tnicamente la salida y(t).

Debido a que éste no es un problema nuevo en teoria de
control, se han obtenido muchos resultados en ésta linea
de investigacién, con aproximaciones e ideas de solucién
distintas. Sin embargo, al comienzo de la exploracién, mu-
chos métodos fueron heuristicos y por ello se consideraron
poco fiables.

Algunos intentos de solucién provienen de la optimiza-
cién numérica (método de Newton, programacién lineal u
optimizacién convexa) (Wright y Nocedal, 1999; Zhang y
Ordoéiiez, 2011). Se supone que el problema es encontrar el
extremo del mapa estdtico h(x) restringido a la ecuacién
diferencial & = f(z,u). Existen diversas metodologias,
asumiendo que se conoce informacién del gradiente, o de
las funciones f y h. En general, se requiere informacién
del modelo con cierta precisién que permita implementar
algin controlador de regulaciéon que esté embebido en el
método numérico.

Otro enfoque es el de sintonizacién robusta (Blanchini
et al., 2015, 2017), los cuales resuelven el problema si
y = f(u) (sistema estdtico), pero requieren conocer y* y
las propiedades de g—fi.

También se ha resuelto el problema con modos deslizan-
tes, nuevamente cuando el sistema es estdtico y = f(u)
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(Korovin y Utkin, 1974; Utkin, 2013) al agregar una
dindmica que permite realizar la optimizacién. Ello se
realiza con sistema estédtico escalar (u € R) y se plantea la
extension al caso en que u € R™ seleccionando direcciones
bisqueda de manera similar a como lo hacen los métodos
numéricos directos.

Finalmente, las técnicas conocidas como extremum-seeking
permiten lograr la solucion si el sistema es estatico y =
f(u), o si el estado se mueve lentamente, es decir, & ~ 0
(Krsti¢ y Wang, 2000; Ariyur y Krstic, 2003; Liu y Krstic,
2012). O combinando control de aprendizaje iterativo con
extremum-seeking para mapas ciclicos Cao et al. (2017).

Hay més propuestas de solucién, y como se puede apre-
ciar, el problema es complejo y ninguna propuesta con-
templa la solucién completa del mismo, puesto que si se
desconoce el modelo, es necesario asumir que el sistema
no tiene dindmica y si se supone que el sistema tiene
dindmica, se tiene que poseer informacién del modelo.

Sin embargo el problema que se desea resolver aqui es mas
modesto, se plantea la solucién para un sistema de primer
orden en el que se considere la dindmica del sistema y
desconociendo el modelo matematico del mismo.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere un sistema dinamico descrito por la siguiente
ecuacion diferencial de primer orden

T = f(a;,u),
y:h(x)a @)

donde x € R es el estado, u € R es la sefial de control y
y € R es la salida. Se supone que la senal de control esta
saturada u € [u1,u2] C R, y que cuando u varfa en ese
compacto, tomando valores constantes u, se genera una
variedad de puntos de equilibrio de la siguiente manera:

X ={z eR|f(Z,u) =0,u € [uy,us]}. (3)

Se supone que cuando u = u;, i = 1,2, el sistema (2) tiene
un punto de equilibrio z; asintéticamente estable, y que
el mapa de la salida en equilibrio y = h(Z) alcanza un
maximo en x = z* (u = u*), es decir, se cumple que:

—f — 2 —f —
dh(z(a)) d h(§2§U)> <0, ()
u=u*

El problema consiste en disenar un algoritmo de control
que maximice el valor de y en estado estacionario, pero
sin requerir el conocimiento de u* ni de las funciones f
y h. En caso de que se desee minimizar y, el problema
se resuelve de la misma forma al reemplazar y por —y
en el diseno. Adicionalmente, se supone que en la regién
donde se desea realizar la busqueda el extremo es tinico
y que la funcién es al menos dos veces continuamente
diferenciable.

3. ALGORITMO DE CONTROL

La estrategia propuesta tiene como sustento tedrico los
sistemas con puntos de equilibrio conmutados y estd ba-
sado en el algoritmo propuesto por Ramirez-Carmona
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et al. (2018). La idea bésica consiste en conmutar la
entrada u entre dos valores posibles u € {uj,uz} (las
cotas de la saturacién), de forma que con cada valor de
entrada se tenga un punto de operacién distinto z1 y
x2. La senial de control conmuta cada que la salida y(t)
decrece o permanece constante, dicho de otra forma, u(t)
conmuta cada que ¢(¢) < 0. Lo anterior estd sintetizado
en el Algoritmo 1, donde t; es el k-ésimo instante de
muestreo, y t, es un valor de tiempo arbitrariamente
cercano a tj por la izquierda. Debido a que para la
implementacién sélo se necesita el signo de la derivada
de y(t) con respecto al tiempo, éste puede aproximarse
como sign(y(t)) ~ sign(y(tx) — y(tx—1)). Al inicio puede
suponerse que u(tg) = uq.

Algorithm 1 Ley de actualizacion de u, k =1,2,3,....

Data: y(t, ), u(t;)
if sign(y(t;,)) <0 then

K
if u(t, ) == u; then
| u(ty) = ug
else
| ulty) =wu
end
else
| ul(te) = u(ty)
end

Como se puede apreciar, el algoritmo intenta que la
derivada de y(t) con respecto al tiempo sea positiva
en todo instante, o equivalentemente que y(t) siempre
crezca. No obstante, como x1 es un punto de operacién
asintéticamente estable, existen condiciones en las cua-
les y(t) podria crecer, sin que exista una conmutacién
de la senal de control. Esto ocurre cuando la condicién
inicial estd fuera de la variedad de puntos de operacion
x(tg) = zo &€ X y el estado estd mds cerca del punto
de operacién que corresponde a la entrada wu, es decir,
|zo — z1| < |0 — 2.

Una forma de arreglar el problema es modificar ligeramen-
te el algoritmo, anadiendo una conmutacién forzada en
caso de que, después de determinado niimero de tiempos
de muestreo, no haya habido conmutacién. Con ello se
obtiene el Algoritmo 2. Las modificaciones muestran en
un color distinto, para que sean mas faciles de visualizar.

En esta nueva versién del algoritmo de control, se define
una variable auxiliar j con un valor inicial de cero. El
valor de 100 es un ejemplo, y podria ser mas grande o
més pequeno sin modificar apreciablemente el desempeno
del sistema en lazo cerrado. De hecho, como se menciond,
es una forma de asegurar la convergencia global al punto
de equilibrio 6ptimo x*. Nuevamente, para implementa-
cidn, el signo de g(t) puede aproximarse con sign(y(ty) —
y(tk—1)), v al inicio puede suponerse que u(tg) = uq.

4. EL SISTEMA ESCALAR VISTO COMO SISTEMA
CONMUTADO

El sistema (2) analizado cuando la entrada sélo puede
tomar los valores u; y us es equivalente al sistema con-
mutado (5).
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Algorithm 2 Ley de actualizacién de u, k =1,2,3,....
Data: y(t, ), u(t,)
if sign(y(t, )) <0 then

if u(t, ) == u; then
| u(ty) = us
else
| w(ty) =y
end
=0
else
uty) = u(ty)
j=j+1
end
if 5 > 100 then
if u(t, ) == u; then
| w(ty) = ug
else
| u(ty) =wuy
end
j=0
end
i':f(x,ug), (5)
y = h(z). (6)

donde f(z;,u;) =0(=1,2)yo=o0(t,z) (6 € {1,2}) es
una ley de conmutacion continua a tramos por la derecha
que determina cudl de los 2 puntos de equilibrio 1, 2
estd activo. A continuacién, se definirdn algunos conjuntos
que seran utiles més tarde. Primero, dos intervalos de
puntos de operacién X1, Xo C X, los cuales corresponden
a los puntos de operacion que se encuentran entre x; y
¥, y entre xo y x*, respectivamente.

X, ={z € X|u € (u1,u")}, (7)
Xo={z € Xl|u € (u*,u2)}. (8)
Sin pérdida de generalidad, se supone que xz; < x5 (la
argumentacion para el otro caso es la misma, simplemente
tendrian que intercambiarse los valores de u; y us, de
forma que 21 < x2). En la Figura 1 se muestran los puntos

de equilibrio, con la forma del campo vectorial en cada
€aso.

_—> — —_ e <«

R

— < <

flw,ur) 7

< <

Figura 1. Espacio de estados, con los campos vectoriales.

5. PRUEBA DE ESTABILIDAD

Para verificar que el algoritmo propuesto resuelve el pro-
blema, es necesario resumir las condiciones bajo las cuales
funciona y probar que dicho resultado es correcto. Lo
anterior se realiza en el Teorema 1:

Teorema 1. Suponga que el mapa h(z) del sistema (2)
tiene un extremo absoluto en x* € X, y que cuando la
entrada es constante y toma el valor u = u; (i = 1,2), el
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sistema (2) posee un punto de equilibrio asintéticamente
estable z;. Entonces, el Algoritmo 2 implementado en
tiempo continuo estabiliza x* en tiempo finito.

Demostracién. Dado que z, es un punto de operacién
asintéticamente estable para o(t) = 4, existe una funcién
de Lyapunov V(z—x;) = %(m—mi), que prueba estabilidad
de z; para & = f(x,u;). En este caso, para el sistema (5),
se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V(z—12*) = %(m—x*)z, 9)

la cual es V(0) =0 (z = 2%), y ‘ l‘fm V(z —z*) = oo,
T|—00

es decir, radialmente no acotada. Tomando la derivada de
V(z—2*) alo largo de las trayectorias de (5), se obtiene:

Vi —a%) = (x —2*) f(w,u,). (10)
Independientemente de si la entrada es u; o us, el campo
vectorial siempre apunta en direccién del conjunto X.
Ademis, la conmutacion forzada evita que las trayectorias
se atasquen en x1 0 T3, lo cual asegura que después de
un tiempo t. el estado se encontrard en el conjunto X.
Como la funcién h(z) tiene un extremo absoluto en z*,
su comportamiento cualitativo es como el que se muestra
en la Figura 2.

h(x)

K(x)>0 |

Figura 2. Funcién h(z) restringida a X.

Al analizar los casos posibles de la derivada de V(a: —x*),
cuando el estado se encuentra en X, se tiene lo siguiente:

= Si z(t) € Xy, entonces (x — z*) < 0, debido al
Algoritmo 2 el control que permanece activo en di-
cha regién es us, con su campo vectorial asociado
f(z,us) = f(x,uz) > 0, lo que implica que su
producto es negativo.

V(z—2z") <0. (11)

= Si z(t) € Xo, entonces (x — z*) > 0, debido al

Algoritmo 2 el control que permanece activo en di-

cha regién es uy, con su campo vectorial asociado

flz,us) = f(x,u1) < 0, lo que implica que su
producto es negativo.

V(z—z*) <0. (12)
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» Si x(t) = ¥, entonces la derivada de la funcién
candidata de Lyapunov es nula.

V(z* —z*) =0. (13)

Lo anterior implica que z* es un punto de equilibrio
asintéticamente estable del sistema (2). Ahora, para pro-
bar que la convergencia es en tiempo finito, s6lo es nece-
sario argumentar que cuando el estado se encuentra en el
conjunto X; (X3), el sistema activo es o(t) =1 (o0 = 2),
x; es asintéticamente estable y por ello tendria que pasar
forzosamente por x* para poder llegar a x;. |

6. EJEMPLOS DE SIMULACION

Se considera el sistema de primer orden

T =—-z+u,

y=—(—27+5 .

donde = € R es el estado, y € R es la salida. El punto
critico es x* = 2 y los puntos de operacién cumplen la
relacion & = u. Para que el problema posea solucién, las
cotas de la saturacion deben de cumplir la desigualdad
u; < &* < ug. Para este ejemplo se escogieron (u; = —1y
ug = 5). Si se toman como condiciones iniciales x(0) = —3
vy u(O) = uq, se obtiene el comportamiento que se muestra
en la Figura 3, en donde se puede observar que el extremo
de la funcién h(z) se identificé correctamente.

Para realizar la simulaciéon se utilizaron dos tiempos de
muestreo, el primero es el paso de integracién (1x1075) y
el segundo corresponde al tiempo de decisién (1x1073), es
decir, el tiempo de muestreo del controlador. Lo anterior,
con la finalidad de tener un sistema continuo con una
implementacion discreta del controlador.

El ejemplo muestra que el punto de equilibrio z = «*
se estabiliza tiempo finito, a pesar de que originalmente
2* no era un punto de equilibrio de los sistemas f(x,u1)
y f(z,uz). Como se puede apreciar el las Figuras 3a, 3b,
y 3¢ la conmutacién forzada ocurre cuando z(t) < —1, lo
cual permite que la trayectoria no se atasque en el punto
de equilibrio 7 = —1. Una vez que el estado ingresa en
el conjunto X = {zr € R| — 1 <z <5}, la conmutacién
forzada sigue existiendo. Sin embargo, ésta no afecta el
desempeno del lazo cerrado porque en el siguiente ins-
tante, el algoritmo detecta que la entrada aplicada es
incorrecta y realiza la modificaciéon pertinente del valor
de u.

Finalmente, cabe mencionar que el Algoritmo 1 es ca-
paz de determinar el extremo del sistema sin dindmica
y = h(u) (con entrada escalar). Para conseguirlo se puede
utilizar el sistema dindmico auxiliar:

T=u,

y=h(z)

donde z € R, u € R, con u; < 0 < ug. Este procedimiento
es una alternativa (cuando la entrada es escalar) al
algoritmo de control presentado por Korovin y Utkin
(1974).
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0.5 1.0 15 20"

-20
(a) Salida y(t).

x(t)

0.5 1.0 1.5 2.0

(b) Estado z(t).

(c) Entrada u(t).

e()=lx"~x(0)
10t

0.01f

10—5,

t
0.5 1.0 1.5 2.0
(d) Gréfica logaritmica del error e(t) = |z* — z(t)|.

Figura 3. Biisqueda del extremo de h(x) = —(z —2)% +5.
7. CONCLUSIONES

Se presenté un algoritmo de control que permite iden-
tificar y estabilizar el punto de operacién éptimo de un
sistema de primer orden, en tiempo finito. Su implementa-
cién no requiere del conocimiento del modelo del sistema,
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pero aprovecha su comportamiento dindmico para lograr
la optimizacién.

Las simulaciones muestran que si el extremo es tinico en
el intervalo de interés (funcién unimodal en u € [ug, us)),
se logra estabilidad global del punto de operacién éptimo.

Este algoritmo mostré ser védlido para el modelo de primer
orden y en el trabajo previo se demostré que funciona para
maximizar la producciéon de biogds de un biorreactor de
segundo orden. Por ello, como trabajo a futuro se plantea
su extension a una clase de sistemas de segundo orden y
posteriormente a sistemas de orden superior.
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