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Resumen Dentro del problema clasico de consenso promedio de nodos integradores perturba-
dos, se investiga el uso de controladores adaptables por modos deslizantes integrales continuos.
Considerando que la perturbacién tiene derivada respecto al tiempo con cota desconocida, y
que el grafo de comunicacion es conexo, se propone un controlador adaptable super-twisting
basado en la funcién barrera en combinacién con el algoritmo clsico de consenso promedio.
Esta configuracion asegura la convergencia de los estados de cada agente a una vecindad
prescrita de radio € del valor de consenso promedio, ademas satisface las caracteristicas clasicas
de los protocolos de consenso y previene la sobrestimacion de las ganancias del controlador

robustificante ante una clase de perturbaciones.

Palabras clave: Consenso promedio, nodos integradores perturbados, perturbaciones
desconocidas, grafo no dirigido, modos deslizantes integrales continuos adaptables, funciones

barrera.

1. INTRODUCCION

Por més de una década, los problemas de consenso han
recibido un creciente interés por parte de la comunidad
cientifica. Las aplicaciones en control cooperativo, redes
de sensores, formaciéon de multiples robots, redes eléctri-
cas inteligentes, etc. (Dorfler and Bullo, 2014; Nijmeijer
and Rodriguez-Angeles, 2003; Ren et al., 2007); que emu-
lan el comportamiento complejo entre individuos en la
naturaleza (cf. Strogatz (2012)), se basan en las inter-
acciones locales entre sistemas dindmicos (agentes) que
pertenecen a una red denominada Sistema Multi-Agente

(SMA).

En teoria de control se entiende que dichas interacciones
locales entre agentes corresponden a leyes de control dis-
tribuidas (i.e., que contienen la informacién total o parcial
del estado del agente y sus vecinos), a partir de las cuales
cada agente es capaz de calcular de forma dindmica una
trayectoria o soluciton sincrona en comun a seguir. En la
actualidad se conoce que la dificultad para estudiar estos
problemas radica en las caracteristicas de la red (Wieland
et al., 2011): la dindmica de los agentes (idéntica, casi-
idéntica o diferente), el acoplamiento entre ellos (lineal o
no-lineal) y la topologfa asociada a las conexiones (grafos
dirigidos o no dirigidos). También, raramente mencionado
en la literatura, existen dos caracteristicas importantes en
las leyes de control distribuidas en problemas de sincroni-
zacion: una senal de control continua y que contiene una
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parte de la solucién al problema en forma de un modelo
interno que emerge de las interacciones entre los agentes
(Wieland et al., 2011).

Ante estas condiciones, los enfoques convencionales en
Dérfler and Bullo (2014); Ren et al. (2007); Wieland et al.
(2011); Zhang et al. (2017) logran convergencia al valor de
consenso de manera asintotica o exponencial en ausencia
de perturbaciones en el canal de comunicacion.

En la literatura existen una gran cantidad de protocolos
de consenso que logran la sincronizacion idéntica entre los
agentes en la red (Pikovsky et al., 2003; Strogatz, 2012),
en algunas ocasiones, ante perturbaciones acopladas al
canal de comunicacién. Por ejemplo, algunos protocolos
para lograr convergencia en tiempo finito o fijo del tipo:
discontinuo (Hui et al., 2010; Menon and Edwards, 2010;
Davila and Pisano, 2016), discontinuo homogéneo (Guan
et al., 2012) y basado en gradientes (Cortés, 2006), me-
diante modos deslizantes integrales (Yu and Long, 2015).
Sin embargo, las senales de control son discontinuas y
en su mayoria el valor de consenso se desconoce. Por
otra parte, en ausencia de perturbaciones, los enfoques
actuales (Wang et al., 2018) resuelven el problema de
consenso promedio en tiempo prescrito a partir de senales
de control continuas mediante la adaptacién de la ley de
consenso promedio cldsico de Olfati-Saber and Murray
(2004).

Bajo la premisa de adoptar estrategias robustificantes
para mitigar el efecto de perturbaciones en el canal de
comunicacion, es importante considerar el diseno de es-
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trategias basadas en algoritmos que han demostrado su
capacidad para tal motivo. El uso de los Modos Deslizan-
tes Integrales (MDI) permite robustificar los controlado-
res nominales desde el momento inicial (Utkin and Shi,
1996). En combinacién con los algoritmos de consenso
convencionales (Olfati-Saber and Murray, 2004; Wieland
et al., 2011), la incorporacién de los Modos Deslizantes
Integrales Continuos (MDIC) permiten compensar las
perturbaciones acopladas en tiempo finito (¢f. Yu and
Long (2015)). Adn perdiendo la robustificacién desde
el momento inicial (¢f. Chalanga and Plestan (2017)),
este tipo de algoritmos mantiene las propiedades de los
acoplamientos clasicos en la sincronizaciéon de sistemas
casi-idénticos.

La idea principal de este trabajo radica en aprovechar
la propiedad de compensacién de las perturbaciones de
los Modos Deslizantes Integrales Continuos Adaptables
(MDICA) en Obeid et al. (2018b) y el protocolo clasico
de consenso promedio Olfati-Saber and Murray (2004).
Esta configuracion, que ademas satisface las caracteristi-
cas clésicas de las leyes de control en los problemas de
consenso, determina la convergencia de los estados de los
agentes a una e-vecindad predefinida del valor promedio
de las condiciones iniciales ante perturbaciones descono-
cidas con pocas restricciones en el canal de comunicacion.
El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera:
en la Seccién 2 se presentan la notacion y preliminares,
se describe la topologia de comunicacién y la funcién
barrera utilizada en el controlador MDICA. La Seccién 3
describe los nodos integradores perturbados y el esquema
completo de control. En la Seccién 4 se presenta el resul-
tado principal y en la Seccién 5 se verifica la efectividad
del esquema propuesto mediante un ejemplo numérico.
Finalmente, en la Seccién 6 se dan algunas observaciones y
direcciones futuras de esta investigacién. Cabe mencionar
que la demostracion de la Proposicién 1 se encuentra en
el Apéndice A.

2. PRELIMINARES

Notacién. El vector 1 = (1,...,1)T € RY denota un
vector columna N-dimensional con todos sus elementos
iguales a 1; Ry corresponde al conjunto de los reales
positivos. Dentro de este trabajo se omite la dependencia
del tiempo en algunas funciones cuando esta se entiende
del contexto. | - | y || - || denotan el valor absoluto y la
norma Euclidiana, respectivamente.

2.1 Topologia de comunicacion

Los acoplamientos entre los agentes en la red se descri-
ben mediante una topologia de comunicacion fija G £
WV, &€, A), i.e., un grafo no dirigido determinado por un
un conjunto de nodos V = {1,..., N}, un conjunto de
aristas £€ = V x V, y una matriz de adyacencia A. Las
entradas de la matriz de adyacencia A = [a;;] € RV*V
asociada con G se definen como a;; = 1si (4,7) € £y
a;; = 0 si no; el conjunto de vecinos del nodo ¢ se denota
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por N; = {j eV :ijeé&}, L = [l;;] € RV*N denota
la matriz Laplaciana simétrica asociada al grafo G donde
lii = Zgéj Q4 si1 = 1,...,N y lij = —Q4y sig 75 ] Por
construccién se tiene que ijl £;; = 0y 0 es un valor
propio de £ con 1 como su vector propio por derecha.
Se tiene que £ > 0, i.e., todos los valores propios de £
distintos de cero son positivos. Ademds, sea G un grafo
no dirigido entonces 0 es un valor propio simple de £ siy
solo si el grafo G es conexo. Sean \; (L) los valores propios
de £ tales que 0 = A (L) < Aa(L) < ... < An(L), para
un grafo no dirigido A2(£) € Ry siy solo si G es conexo
(Ren et al., 2007), A2(L) se conoce como conectividad
algebraica de G. En el resto del trabajo considere que G
es conexo y fijo.

2.2 Funciones barrera FB

Dado ¢ > 0, las funciones barrera g (—g,e) —
[¥,00) son funciones continuas, pares, estrictamente cre-
cientes en el intervalo [0, €), con asintotas verticales
lim ;. vB(s) = 400 y poseen un minimo global en
cero, i.e., f(0) = 7 > 0. En este trabajo, se conside-
ra la clase de funcién barrera positiva definida (FBP):
vB(s) = €3/(e —|s|), i.e., y(0) = 7 > 0 (véase Obeid
et al. (2018b)).

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere un sistema multi-agente descrito por un grafo
de comunicacién G y N nodos integradores perturbados:

T;=u;+d;, 1€V (1)
donde z; := z;(t) € R, w; := u;(t) € Ry d; :=d;(t) € R
son el estado, la entrada de control y una perturbacién
del i-ésimo sistema, respectivamente. Sin perdida de ge-
neralidad, asuma la clase de perturbaciones Lipschitz con

derivada acotada, i.e., |d;| < M donde M € R, es una
cota desconocida.

Se requiere disenar una ley de control u; tal que resuelva
un problema de consenso, i.e., dadas las condiciones
iniciales mediante una ley de control distribuida u; existe
un valor de consenso z* (e.g., * = Z@Z\; x;(0)/N) tal
que para todo ¢ € V, x; — x* cuando ¢ crece sin cota. Es
importante mencionar que este valor solo puede calcularse
mediante la informaciéon compartida por el i-ésimo agente
y sus vecinos en la topologia de comunicacién G.

3.1 Protocolo de consenso

Suponga el escenario en el cual d; = 0, Vi € V, y
que las interacciones entre los agentes (1) del grafo G
corresponden al siguiente protocolo lineal de consenso o
ley de control nominal:

P =Y alag —a) == Y b (2)

JEN; JEN;

u

CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



con u; = ui°", i =1,...,N donde a;; y ¢;; corresponden

a los elementos de la matriz de adyacencia A y Laplaciana
L, respectivamente. En forma compacta:

&=Lz (3)
donde = (z1 2 ...2n)7T es el vector de estado apilado.
Este protocolo ha sido ampliamente estudiado en la
literatura por Olfati-Saber and Murray (2004); Moreau
(2004); Wieland et al. (2011); en el caso de grafos de
comunicacion fijos, la convergencia de este algoritmo se
resume en el siguiente teorema.

Teorema 1. (Olfati-Saber and Murray (2004)). Sea G un
grafo de comunicacion fijo, no dirigido y conexo. Supo-
niendo que cada agente (1) utiliza el protocolo (2) con
d; = 0 para todo ¢ € V), entonces todos los agentes
alcanzan el consenso promedio z* = Zf;l z;(0)/N, i.e.,
z; — ¥ cuando t — oo.

Sin embargo, en presencia de perturbaciones Lipschitz d;
con cotas de derivada respecto al tiempo desconocidas, se
pierde la convergencia al valor promedio de la condiciones
iniciales de los agentes de la red (véase Fig. 2). La idea
en este trabajo es mantener la propiedad de convergencia
del algoritmo clésico en el siguiente escenario.

Problema: Dado un numero finito N de nodos integra-
dores perturbados (1) con cota desconocida de la derivada
de la perturbacion, disene una ley de control distribuida
tal que el valor de consenso se encuentre dentro de una
e-vecindad prescrita del valor promedio de las condiciones
iniciales de todos los nodos en la red.

Antes de presentar el esquema de control completo basado
en MDICA es importante tomar en cuenta lo siguiente.

3.2 Conexion con los MDI

La importancia del uso correcto de la variable auxiliar
de deslizamiento en los protocolos de consenso, basados
en controladores por modos deslizantes integrales, es que
esta es necesariamente distribuida. Considere la variable
auxiliar:

t
o; =x; — 2;(0) — / up M (T)dr,
0

donde x;(0) corresponde a la condicién inicial del i-ésimo
agente. N6tese que desde el momento inicial 0;(0) =0, y
que existe la siguiente conexién entre el valor de consenso
promedio y la variable auxiliar.

i€V, (4)

Proposicidn 1. Dadas las variables auxiliares (4) y el
protocolo de consenso u?™ en (2). Si G es conexo,
entonces
ZU,‘ = Z(m, — :L‘*>, Vit Z 0 (5)
i€V i€V
con z* =3, ., x;(0)/N,ieV.

La demostracién de este resultado se encuentra en el
Apéndice A. La ecuacién (5) es la conexién entre el
protocolo de consenso y el controlador por MDI, ademas
es 1til en el andlisis de convergencia de los estados del
SMA.
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3.8 Diseno de la ley de control por MDICA

Para mitigar el efecto de la perturbacién d; desconocida
en cada agente, considere la ley de control distribuida
w; = ul®™ + 4 con uM™ en (2) y el algoritmo super-

twisting adaptable (cf. Obeid et al. (2018b)):

uf'® = ~kyyp(07)|o7| Fsign(o:) + ©)

i =~k (0)sign(o;)

Es importante resaltar que (6) solo depende de su estado,
su condicién inicial y el protocolo distribuido w}°™ para
toda i € V.
Observacion 1. Debido a la naturaleza de la incertidum-
bre d;, el controlador super-twisting (CST) en Levant
(1993) no puede implementarse sin adaptacién. El CST
requiere del valor de la cota de la derivada de la per-
turbacion, sobrestimando el valor de las ganancias del
controlador.

4. RESULTADO PRINCIPAL

Teorema 2. Sea G un grafo de comunicaciéon fijo, no
dirigido y conexo. Dado ¢ > 0 y suponiendo que cada
agente (1) utiliza el protocolo u; = uf*™+us* en (2) y (6)
con las variables auxiliares (4), ganancias fijas k1, ko € R4
y adaptables yp(0;) = e¥/(e — |oy|), 7 € R4. Si|d;| < M.
Entonces se cumple el siguiente criterio:

Vie,

|z; —2%| <,
cuando t — oo.

Demostracion. Esta prueba consiste en dos etapas, la
primera es el andlisis de estabilidad de las variables
auxiliares o; y 7; (cf. Obeid et al. (2018b)). La segunda
parte muestra la manera que se llega a una vecindad del
consenso promedio.

En primer lugar, de (4) 0;(0) = 0 para todo i € V.
Obteniendo la dindmica de la variable auxiliar (4)

g; = (El — U?Om

— u?om + ’U,?tc + dz _ u?om (7)
= U?tc +d;
y considerando el cambio de variable &; = n;+d;, entonces
la dindmica de las variables (7) toma la forma de N
controladores super-twisting, adaptables y distribuidos,
i.e.,
. 1,
6; = —k1yp(0i)|oi|Zsign(o;) + &
& = —kg'y%(ai)sign(ai) +d;, 1€V
Tome la siguiente funcién de Lyapunov:
N N 1
V(o, &) = ZVi(Uiﬁi) = Z |oi| + kaeyyp (o) + 551‘2,
i=1 i=1
cuya primera derivada a lo largo de las trayectorias de (8)
estd dada por

(8)

N
. k1k2€3’_)/3 1 kiey 1
V = —_——\0;|2 — — |02
2ol !

e — o] (9)
+ ¢&;sign(o;) + fdl
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Note que los tltimos dos términos en cada sumando en
(9) estan acotados por |§;sign(o;)| < &y |&di| < M|,
respectivamente. Luego

. k1%
V<Y —kikayblonlolE - —Lloilt + A0 (10)
: e—|o]
%
con A; = (1 4+ M)&| > 0y vp(oy) = % La
desigualdad anterior se reescribe como sigue
. 3 1 Az
%4 < Z 7]{31]€2’)/B(0'1')|0i|2 — E—7|0'1‘Fl (11)
eV
con )
kiey|oi|2 .
Fy = |ai|+%—a, ieV. (12)

Observe que F; = 0, para todo ¢ € V, es una ecuacién
cuadratica con sus raices dadas por

a N
2 2
con a; = kiey/A; y b := 2e2. De (11), la tnica raiz
importante en el anélisis es la raiz no-negativa de (13)
y debido a que a® + b* < (a + b)? para a,b € Rsg
cualesquiera, la desigualdad va? +b%2/2 < (a + b)/2 se
satisface. Por lo tanto, la siguiente es una cota superior
de (13), |oy]2 < —% —&-2% + % =2y tomando el cuadrado
se obtiene que |o;| < b=t =

De la derivada de V, note que F; es positiva si |o;| >
|o;|. Entonces, basado en (11), para |oj| < |oy| < e,
Vi € V, los dos términos en cada sumando del lado
derecho en (11) son negativos. Por lo tanto, las variables
auxiliares ¢; se encuentran contenidas en el conjunto

S:= {Ui €ER : |o;| <|oy| <e, Vie V} para todo t > 0.

Ademss, dado que V; es negativa en S, las variables
auxiliares & permanecen en una vecindad del cero. De
esta manera la desigualdad |§;| < 41 se cumple con
61 = 6,(M) para todo t > ¢, dentro de un periodo
pequeiio ¢ := max;cy {t(M,&;(0))}.

Por otra parte, debido a que el grafo no dirigido G es
conexo y N es finito, es claro que la igualdad (5) se
mantiene para todo t > 0. Sea 6 := (1/N)> ..\ x;, el
vector de desacuerdo e = (eq,...,ex)T donde ¢; = z; — 0
Y > iep€i = 0. Utilizando la derivada de las variables
auxiliares es posible obtener que © = —Lx + 6 y é =
—Le + 6 — 01 donde & = (61,...,6n5)T. Luego definase
la funcién candidata de Lyapunov V, = |e]|?/2 y dado
que Y oy e; = 0 se satisface que Vv, < —2X2(L)V. con
A2(L) € Ry, esto implica que e — 0 cuando ¢t — .
Mediante algunas manipulaciones algebraicas y el uso
de la Proposicién 1 se obtiene que e¢; = (x; — z*) —
(1/N)3> ey 0i y dado que |o;| < € desde el momento
inicial, para todo ¢ € V, se obtiene lo siguiente

|z, — 2| < |es| +¢e,VieV,
el resultado es inmediato al aplicar el limite cuando ¢
tiende a infinito O

(13)

ant
12 = —
o

Observacion 2. Para una breve exposicién del resultado,
se ha omitido la extensién del Teorema 2 en el caso
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de adaptacion por medio de FB positivas semidefinidas
en Obeid et al. (2018a) cuya verificacién es andloga al
Teorema 2. También, la extension es inmediata en el caso
del algoritmo de consenso promedio en tiempo prescrito
en Wang et al. (2018).

5. EJEMPLO NUMERICO

Considere la topologia de comunicacién en la Fig. 1 para
una red de nodos integradores perturbados (1) con N = 5.

Tome como pardmetros de simulacién x(0) = [12345]T,

ae""?e

Figura 1. Topologia de comunicaciéon G no dirigida de 5
nodos utilizada en el problema de consenso.

z* =3,5=0.1ye=0.01; una perturbacién externa que
se considera como d; = «(t) sin(t) + §; donde

0.3, 0<t<100
at)=<3, 100<t<200
10, 200 < ¢ < 300

y Bi € [5, 10]. Note que cuando las condiciones suficientes
del Teorema 1 se cumplen, se alcanza el consenso prome-
dio. Sin embargo, utilizando este mismo esquema, ante la
presencia de perturbaciones en el canal de comunicacién
el resultado es poco favorable (véase Fig. 2). Es decir,
las trayectorias de los agentes divergen cuando el tiempo
crece sin cota, intentando seguirse una a la otra, logrando
un tipo diferente de sincronizacién Wieland et al. (2011).
Bajo estas condiciones, las seniales de control asociadas a
las interacciones entre los nodos «}°™ son continuas como
se muestra en la Fig. 3.

2501 —agente 1
210 -'- agente 2
agente 3
200r 200 ---agente 4
—agente 5
150- 190
8
100k 26 28 30
50
0 1 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30
tiempo(s)

Figura 2. Trayectorias de los nodos integradores perturba-
dos (1), d; = O.3sin(t) + Bi, Bi € [5, 10], 1=1,...,5,
y ley de control nominal (2): La existencia de las per-
turbaciones d; no permite que se alcance el consenso
promedio.

Por otra parte, las condiciones establecidas en el Teorema
2 indican que el esquema propuesto garantiza que las
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tiempo(s)

Figura 3. Senal continua en la ley de control nominal (2).

agente 1
) ) ) ) ---'agente 2
____________ —agente 3
- - -agente 4
I —agente 5
E;O 1 60 1 50 260 250 300
10 15 20 25 30

tiempo (s)

Figura 4. Trayectorias de los nodos integradores per-
turbados (1) con ley de control (2)+(6) con FBP:
Convergencia a la e-vecindad del consenso promedio
z*=3,7=0.01ye=0.01.

150 200 250 300
tiempo (s)

100

Figura 5. Senal continua de control (2)+(6) mediante
MDICA con FBP, ky =15y ke = 1.1.

trayectorias de los nodos integradores convergen a una &-
vecindad prescrita del consenso promedio, esto se muestra
en la Fig. 4. A su vez los MDICA permiten mantener el
comportamiento continuo de las senales de control (véase
Fig. 5).

El comportamiento de la ganancia adaptable del MDICA
se observa en la Fig. 6, en este caso siempre es mayor
que 7 = 0.01 y no se sobrestima la ganancia del CST.
Los sobretiros que se muestran en la Fig. 6 son una
consecuencia de mantener a las variables auxiliares o;
dentro de la vecindad de radio €. Note que cada variable
auxiliar se mantiene dentro de la e-vecindad del cero desde

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019 556

el momento inicial a pesar de los saltos e incrementos
de amplitud en la perturbacién que se presentan en t =
100, 200s.

40
20
3l o
0 100 200 300
&2
2
1t
% 50 100 150 200 250 300

tiempo (s)

Figura 6. Ganancia adaptable vp;(0;) en el MDICA con
FBP, ky = 1.5, ks = 1.1, =0.01, i =1,..., N.

0.01 o
0.005
S
-0.005

J J uIJJ I “J Ul
0.0, 50 100 150 200 250 300

tiempo (s)

Figura 7. Variables auxiliares (4) en el MDICA con FBP,
e=0.01,7=1,...,N.

6. CONCLUSION

En este trabajo se propusé el uso de controladores adap-
tables basados en la funcién barrera en el enfoque de
modos deslizantes integrales continuos en el problema de
consenso promedio de nodos integradores perturbados.
Aunque se pierde la convergencia de las trayectorias de los
agentes al consenso promedio debido a las perturbaciones
acopladas al canal de comunicacién, es posible restringir
las trayectorias a una vecindad predefinida del valor de
consenso de manera asintética.

Dentro de las direcciones futuras se contempla el uso
de protocolos de consenso con convergencia en tiempo
finito, también se sugiere el uso de suposiciones menos
restrictivas en cuanto al grafo de comunicacién. Las com-
paraciones con otras estrategias adaptables quedan fuera
del alcance de este trabajo. Sin embargo, los resultados
de adaptacién en Obeid et al. (2018a,b) sugieren que el
uso de la FB puede competir con los algoritmos adap-
tables mostrados en Negrete-Chévez and Moreno (2016);
Shtessel et al. (2012).
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Apéndice A. DEMOSTRACION DE LA
PROPOSICION 1

Dada la suma de variables auxiliares (4), i.e.,

t
Zoi = le - le(()) — Z/ u; M (T)dr, (A1)
i€V i€V i€V iy 0

Considere el término integral (A.1), del hecho que N es

finito, note que

t t N
Z/ up o (r)dr = / Zu?om(T)dT.
iev /0 0 =1
Por otra parte, dado que G es conexo, entonces £ > 0;
utilizando el lado derecho de (3), se tiene que:

Zu?om =-(1"L2)" = —2"L1=0.
eV
Asi, es posible reescribir (A.1) como sigue
Zai = (sz) — Nz*,
i€V iV
finalmente se obtiene el resultado. ]
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