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Resumen: Se describe el modelo dindmico de un sistema compuesto por un mecanismo de 5
barras y un péndulo esférico. A diferencia de otros trabajos, aqui se considera que el péndulo
es un barra rigida y no una masa puntual. Haciendo las consideraciones pertinentes, el modelo
se reduce y coincide con los modelos de mecanismos més simples como el péndulo esférico y

el péndulo simple.

Keywords: Modelo dindmico, sistema subactuado, mecanismo de 5 barras, péndulo esférico.

1. INTRODUCCION

Uno de los sistemas mas conocidos y de interés en
el area de control automatico es el péndulo invertido.
Controlar este mecanismo es atractivo en el ambito
tedrico y préctico. Las principales razones por las que
este sistema es interesante investigar, es por su dindmica
no lineal, sus caracteristicas de inestabilidad y el grado
de subactuacion que contiene. Existen algunos sistemas
basados en péndulos invertidos, los més comunes son, de
acuerdo a (Alvarado et al., 2010):

Carro-péndulo,

Péndulo de Furuta,
Péndulo con rueda inercial,
Pendubot,

Acrobot,

Péndulo esférico.

El ultimo sistema mencionado, el péndulo esférico, tiene
la particularidad de tener un grado de subactuacién
dos. Consiste en un péndulo conectado por una unién
esférica a un robot cartesiano (Wang et al., 2008), (Yang
et al., 2000), o un mecanismo de cinco barras (Alvarado
et al., 2010). Sin embargo, en todos los casos, se hacen
simplificaciones en el modelado como son la linealizacién
o consideracién de masas puntuales. Conforme se desee
realizar tareas de control mas demandantes, se requiere
contar con un modelo dindmico méas completo.

La contribucién de este trabajo es presentar un modelo
dindmico sin ninguna de las simplificaciones anterior-
mente mencionadas.

Entonces, para un péndulo esférico donde se tiene una
barra rigida, puede no ser muy eficiente utilizar el modelo
considerando una masa puntual o aproximacién lineal
segun la aplicacién. Si se desea controlar el sistema, es
necesario conocer un modelo matematico que describa su
comportamiento real. Si se tiene un modelo restringido,
tal que no representa una buena aproximacion al sistema
real, es necesario aplicar una ley de control con cierta ro-
bustez para compensar las incertidumbres paramétricas o
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de modelado y cumplir satisfactoriamente con el objetivo
de control.

Por lo tanto, en este trabajo se presenta el modelo
dindmico del péndulo esférico invertido considerando una
barra rigida, también, se demuestra que se puede simpli-
ficar el modelo al caso donde se considera masa puntual
en el sistema.

2. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Considere el sistema que se ilustra en la Figura la, el
cual esta constituido por un mecanismo de 5 barras cuyo
espacio de trabajo esta sobre el plano XY y un péndulo
esférico cuya posicion estd definida por los angulos ¢ y
0, y por las posiciones angulares g; correspondientes al
1—ésimo eslabén del mecanismo de 5 barras, estas tltimas
medidas a partir del eje X en sentido levogiro, tal como
se ilustra en la Figura 1b. Se considera que el angulo g5
es constante y los actuadores estan en las articulaciones
correspondientes a q1 y qq4.

Se tiene el péndulo invertido esférico como se muestra en
la Figura 1. Este sistema es la combinacién de un sistema
planar de cinco barras y un péndulo esférico.

3. MODELADO DINAMICO

La metodologia que se emple6é para obtener el modelo
dindmico completo es:

(1) Considerar dos subsistemas desacoplados, uno de
ellos sera el péndulo doble y el péndulo esférico X1, y
el otro subsistema es un péndulo doble de dos grados
de libertad X5 (véase Figura 2).

Obtener las energias cinéticas y potenciales de am-
bos subsistemas.

Calcular el lagrangiano y las ecuaciones de movi-
miento de los subsistemas desacoplados.

Escribir la ecuaciones en su forma matricial y au-
mentada.

5) Considerar restricciones holonémicas.
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Fig. 1. Diagrama del sistema mecénico a) vista tridimensional b) vista superior.

Fig. 2. Diagrama de los subsistemas

(6) Finalmente, reducir el nitmero de ecuaciones de
estado al de grados de libertad.

3.1 Energia cinética

Las energias cinéticas relacionadas a los eslabones 1 y 2
del subsistema X1 se obtienen con

donde ¢ = 1,2. La energia cinética del péndulo esférico
K3 se obtiene utilizando la ecuacion mencionada en
(Arimoto, 1996)
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J3 :/ 73 (r(3))Tdm,
Ls
T5 = Rzyfh Dz,llszqz—!hDm,lzRZ@—quL@?

siendo 73 las coordenadas homogéneas de un punto en
el marco (X,,Y,) y T3 es la matriz que las transforma al
marco inercial (X,Y). La notacién R, ¢ representa una
rotacion dextrégira 6 en el eje X y D, ;, representa una
matriz de desplazamiento de longitud /; en el eje x.
Entonces, la energia cinética relacionada al péndulo
esférico queda de la siguiente manera

K3 :%(k’lq% + kod3 + k30 + kyd?

(3)
+ ksqige + kedr + krda),

donde
ky = 2412,
ko = 2413,

ks =2 (3r3 + 3r] +412)

ka = (375 4 3r} — 417) cos(26) + 9r3 + 9r + 417

p?

ks = 481112 cos(g2 — q1),

ke = —12011, ((¢+ 9) fi+ (9 - ¢> 91) ,
ky = =121y, ((¢+ 9) fo+ (9 - </>) 92)
f1 =cos(0 —q1 + &),

g1 =cos(0 + q1 — ¢),

f2 =cos(0 — g2 + ¢),

g2 = cos(0 + g2 — ).

La energia cinética total del subsistema 31 estd dado por
la suma de todas las energias cinéticas

3
Ki(n,7) = K.
1=1

Para obtener la energia cinética Ko del subsistema X5 se
utiliza (1) cambiando los subindices correspondientes.
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3.2 FEnergia potencial

Dado que el mecanismo de 5 barras se mueve en el plano
horizontal, sélo se requiere calcular la energia potencial
en el péndulo esférico, la cual estd dada por

U(n)

; @

mypgl, cos(6).

3.3 Mecanismo desacoplado

Se define el lagrangiano L (7,7) de la siguiente manera

donde K (n,1) = K1 (n,n) + K2 (n,7). Para describir el
sistema desacoplado, se considera el siguiente vector de
coordenadas generalizadas

T

(5)

Entonces, se obtienen las ecuaciones de movimiento de
OL(n, )| _ L (n,1) _

Euler-Lagrange
i 6
{ o ] o ’ (©)

4

dt
siendo 7 es el vector de fuerzas generalizadas. En (Kelly
et al., 2005) se describe la forma matricial de la siguiente
manera

n=1_[q1 92 g3 q1 0 P]

M(n)ij+ Cn,nn+Gn) =7
donde M es la matriz de inercia, C es la matriz de coriolis
vy G es el vector de pares gravitacionales, los cuales para
nuestro caso son

mqy1 mig 0 0 mis Mie
mi2 ma2 0 0 mas mos
M= 0 0 mMa33 M34 0 0
— 10 0 mzq Myayg 0 0 ’
mys mos 0 0 ms5 0
mi1e Mg 0 0 0 mMee
donde
my1 =1 + mep + l12m2 + lc12m1a
miz2 = l1(lamy, + lcama) cos(g2 — q1),
1
mis = 7lelpmp(cos(6’ —q1+ @) +cos(0 +q1 — b)),
1
mig = illlpmp(cos(g +q1 — @) —cos(0 — q1 + 9)),
Mo = Iz + 122mp + leo’ma,
1
Moy = 7Zlglpmp(cos(9 — g2+ &) + cos(f + g2 — b)),
1
Mag = ilglpmp(cos(Q + g2 — @) —cos(0 — g2 + 9)),
ms3 — m3l(2:3 + ]3,
mas4 = malales cos (qs — q3) ,
myyg = m4l(2:4 + m3li + 14,
1
mss = ﬁmp (4lp2 + 37“12 + 37“22) 5
mee = %((37"22 +3r2 - 4lp2) cos(20) + 9792

+ 9712 +41,%),
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0 c20 0 c15ci6
c210 0 0 co5 co6
C = 0 0 0 C34 0 0
T 10 0 30 0 O ’
C51 Cjs2 0 0 0 Cs6
ce1 62 0 0 ¢p50
donde
c12 = —li (leama + lamy) G2 sin(q2 — q1),

1 N

= lelpmp (2¢ + 9) sin(0 — q1 + ¢)
1 o

+ hlpmy (0= 26) sin(0 + a1 — ),

- illlpmpgz.b(sin(ﬁ —qi+¢)+sin(0+q — ¢)),

C15

C16

ca1 = Ui (leoma + lamy,) ¢1 sin(q2 — q1),
1 SN

Cos = lelpmp (2¢ + 9) sin(f — g2 + ¢)

1 . .
+ Slalymy (6 20) sin(0+ 0 — ),

= ilglpmpgi)(sin(ﬂ — g2+ ¢) +sin(0 + g2 — 9)),

C26
c3s = —malalez sin (g4 — g3) Ga,
ca3 = malylez sin (g4 — g3) g3,
1 . .
C51 = 1 (lilpympgi (sin(@ + q1 — ¢) —sin(0 — q1 + 9))) ,
1 o .
e = § (lymyia(in(0 + 42— 6) —sin(0 — 42 +6))),
1 .
Cs6 = ﬂmpcé (—41,,2 +3r2+ 3T22) sin(26),
1 .o .
o1 =7 (l1lpmpda (sin(@ — g1 + @) +sin(@ + q1 — 9))) ,
1 . .
o2 = —7 (l2lpympga(sin(@ — g2 + @) +sin(0 + g2 — ¢))),
1 .
Cop = —Emqu (—4:1102 +3r2 + 37"22) sin(26),
1 T
G=10000 —églpmpsin(H) 0
y

r=[r 007 00]".

3.4 Sistema restringido

Para obtener el sistema restringido, nos basaremos en
la metodologfa dada en (Ghorbel et al., 2000), la cual
requiere un vector que incluya las restricciones y las
coordenadas generalizadas, que en nuestro caso es

T

B=[r1r2q q4 0 @]

donde las restricciones 1 = ljcos(q1) + l2cos(g2) —
l3cos(q3) — lycos(qs) — lscos(gs) y ro = lysin(q1) +
I sin (g2)—I3 sin (g3)—l4 sin (g4) —I5 sin (gs) se obtienen de
la cinemética directa (véase en apéndice A). Continuando

95 o5 decir

con la metodologia se requiere la matriz ¢ = an
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—ly sin(q1) —l2 sin(g2) I3 sin(gz) 14 sin(qa)

1 cos(q1) g cos(gz) —l3 cos(qs) —ls cos(qq)
B 1 0 0 0
¥ = 0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

(7)
Finalmente se obtiene el modelo dindmico del mecanismo
de 5 barras con un péndulo esférico, dado por

M)y +C(n,n0)%+Gn) = 7,

donde
vy=1[q qa 0 ],
0= p(n)7y,
M(n) = p(n)" M(n)p(n),
C(n,0) = p(n)" M(n)p(n, 1) + p(n)*C(n,0)p(n)
G(n) = p(n)"G(n)
t=pm)Tr=[m1 70 O]T.
pln) = 41 [(}j:j]
) = 4 5 () o)

4. CASOS PARTICULARES

4.1 Mecanismo de 5 barras con péndulo esférico: masa
puntual

Considere el mecanismo de 5 barras con péndulo esférico
de masa puntual. Dicho sistema no presenta momento
de inercia con respecto al centro de masa en el péndulo
esférico, por lo tanto, la energfa cinética (3) se reduce a
lo siguiente

K3 = e (klfh + kod3 + k30 + k4¢2)
+ T L (ksgrdz + kedr + krdo)
donde
ky =213,
ko = 212,
ks =2,

ky = li — 1127 cos(26),
ks = 41113 cos(q2 — q1),

ko = —12011,, ((qs + é) fi+ (é - <i>) gl> :

Ky = —121y1, ((¢ + 9') fot (9 - ¢) 92)
f1 =cos(0 —q1 + &),
g1 =cos(0 + q1 — @),
fo=rcos(d —q2 + @),
g2 = cos(0 + g2 — @).

El sistema completo queda de la forma (8), la diferencia
se tiene en las ecuaciones de movimiento (6), por lo tanto,
cambian los elementos de las matrices.

Este modelo dindmico resulta ser mas apegado al com-
portamiento real con respecto al modelo mostrado en (Al-
varado et al., 2010), ya que se muestra una aproximacién
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lineal del mecanismo de 5 barras y el péndulo esférico
por separado, haciendo un acoplamiento de modelos por
medio de la retroalimentacion de estados. En este modelo
se presenta el efecto que produce el péndulo esférico en
el mecanismo de 5 barras y viceversa.

4.2 Mecanismo de 5 barras

El modelo dindmico del mecanismo de 5 barras (sin
considerar el péndulo esférico) se obtiene a partir de
(8). Para este caso considere el vector de estados de la
siguiente manera

T
v=[a @]

Observe que este modelo no considera los efectos del
péndulo invertido, por lo tanto, todos los elementos
relacionados al péndulo se hacen nulos (es decir, § = ¢ =

0=0¢= 0). Por lo tanto, las matrices del mecanismo de
5 barras quedan de la siguiente manera

[mi1 m12 0 0
o mo1 Moo 0 0
M=10"0 ma3 M3y |’
_O O ™43 144
0] C12 0 0
o C21 0 0 0
C= 0 0 0 C34 ’
_0 0 C43 0
G=[0000]"

T=[m 0074]T

Finalmente, considerando ~,7n,p v ¥ como las descritas
anteriormente pero de manera reducida, es decir, sin las
componentes relativas al péndulo esférico, se obtiene el
mismo modelo dindmico descrito en (Violante, 2018).

4.8 Péndulo esférico: barra rigida

El modelo dindmico del péndulo esférico considerando
una barra rigida, se obtiene a partir de la energia cinética
(3), pero se hacen nulos los elementos que no interfieren
en el sistema (es decir, ¢1 = g2 = ¢1 = ¢2 = 0), por lo
que se reduce la energia cinética de la siguiente manera

K3 = (9re +1,°) ¢

9)
((37“0 —1,°) cos(20)$* + (6rc +21,%) 92)

1 2 (g2 2ove) L
8mplp (9 + ¢~ sin(6) )—i— =P

AT

donde r. = 12 + r92. Para este caso considere el vector

de estados
y=10¢]",

por lo tanto, las matrices del péndulo esférico quedan de
la siguiente manera
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M = _m55 0 :|’
10 mes
_ [0 es6
C= Cg5 0 :|7
i 1 ,
G= —§glpmpsin(9) 0] ;
r=[00]"

Observe que en
fuerzas externas.

este caso el péndulo es libre, no tiene

4.4 Energia cinética: Péndulo esférico considerando masa
puntual

Ahora considere el péndulo esférico con masa puntual.
Dicho sistema no presenta momento de inercia con re-
specto al centro de masa, por lo tanto, la energia cinética
(9) se reduce a lo siguiente

1 . :

gmplp2 (92 + ¢? sin(9)2> )
donde esta energia cinética coincide con la descrita en
(Marion, 1996).

Ky =

5. CONCLUSIONES

El modelo dindmico obtenido presenta una mayor gene-
ralizacién en comparaciéon a los modelos presentados
en la literatura ya que se considera una barra rigida
(no masa puntual). Dada la caracterizacién del péndulo
esférico aqui presentada, es posible obtener la inercia
sobre cualquier eje de rotacion. Por otra parte, aplicando
las consideraciones correctas, el modelo dindamico del
sistema completo coincide con los modelos simplificados
como los mostrados en la seccién 4.
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Appendix A. CINEMATICA DIRECTA

Para obtener la posicién y orientacién del efector fi-
nal del sistema con respecto al punto de origen, con
las posiciones y orientaciones de cada articulacién del
mecanismo. Por lo tanto, el andlisis de cinematica directa
se hace en el efector final F, donde es la unién del eslabén
2, 3 y el péndulo esférico.

En la Figura 1b se observan dos maneras de llegar al
efector final F en funcion de las longitudes [; y angulos g;

donde ¢ = 1,2,...,5. Por lo tanto se tienen la siguientes
ecuaciones
E, =1ycos(q1) + I3 cos (g2) (A1)
=l3cos(gq3) +lycos (qq) + I5cos(gs),
E, =lisin(q1) + l2sin (g2) (A.2)
= lgsin (g3) + 4 sin (q4) + I5sin (gs5) ,

donde (A.1) y (A.2) corresponden a las coordenadas en
X yvY del efector final F, respectivamente. Realizando
donde

una serie de calculos se obtiene que
9 arct B++vVB?*+C?-D
= 2arctan
“ C+D

B = 23 (lysin (q4) + I5 sin (¢5) — l1sin (q1)),

C = 2l3 (I4cos (q4) + I5cos (g5) — I cos(q1)),

D = —112 + 122 — l32 — l42 — l52 +210 1y COS(Q1 — Q4) +

211 l5co8(q1 — q5) — 21l4l5c08(qq — q5) -

Dado que g5 es fijo y g3 se acaba de obtener, se puede

despejar g2 de (A.1). De esta forma, g2 y g3 quedan
Unicamente en funcién de q1 y qa.
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