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Resumen: El modelado tradicional del motor de induccién se realiza mediante el analisis del
circuito equivalente considerando el circuito magnético lineal y despreciando las pérdidas del
nicleo. Este articulo presenta el modelado matemético del motor de induccién trifdsico en
coordenadas ABC incluyendo las pérdidas del niicleo mediante la formulacién Euler-Lagrange.
Las pérdidas del niicleo se modelan por medio de una resistencia eléctrica que se incluye en el
circuito equivalente trifasico del motor, el valor aproximado de esta resistencia es determinado
experimentalmente. Siendo el motor de induccién un sistema que contiene componentes de
diferente naturaleza energética (eléctrica, mecanica, magnética), la formulacién Euler-Lagrange
considera de manera implicita la interacciéon de sus componentes. El modelo matema&tico
desarrollado se simula con parametros obtenidos experimentalmente.
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1. INTRODUCCION

En México, aproximadamente el 70 % del consumo de la
energia eléctrica en la industria se debe al funcionamiento
de los motores eléctricos, de los cuales, el 60 % son motores
de induccién! . Ademds, se ha incrementado el uso de los
motores de induccién en robotica y en vehiculos elétricos
entre otras aplicaciones que requieren de alta eficiencia
(Torres del Carmen, 2017; Yilmaz, 2015). Esto hace
deseable tener modelos que emulen de manera mas precisa
su comportamiento para poder predecirlo y desarrollar
controladores que garanticen eficiencia, confiabilidad y
una vida util larga.

El motor de induccién es un sistema fisico donde se
presenta la interaccién de efectos de diferente naturaleza
fisica. Si se considera a estos efectos como subsistemas
de un sistema principal, se puede considerar que el motor
de induccién contiene los subsistemas eléctrico, mecanico,
magnético y térmico principalmente, los cuales estan
fuertemente acoplados.

En el modelado clasico del motor de induccidn se obtienen
las ecuaciones del subsistema eléctrico mediante las leyes
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de Kirchhoff y del mecdnico mediante las leyes de Newton.
Por separado se debe establecer de forma explicita el
acoplamiento entre ambos subsistemas. Ademds, se con-
sidera al subsistema magnético como lineal y sin pérdi-
das magnéticas (P. Krause, 2012). La formulacién Euler-
Lagrange expresa de manera implicita la interacciéon entre
sistemas de diferente naturaleza fisica (Wellstead, 1979).

Las principales pérdidas magnéticas son las pérdidas por
histéresis y por corrientes de eddy, conocidas como pérdi-
das del nucleo. Estas pérdidas se pueden calcular como
funciones de la densidad de campo magnético maximo,
de la frecuencia, de las caracteristicas de los materiales
y de las dimensiones del motor. Este método de calculo
se utiliza ampliamente en el diseno constructivo del mo-
tor con el objetivo de minimizar las pérdidas del nicleo
(Dang L., 2016; Yiqi Liu, 2017; Bracikowski N., 2012).

Una alternativa para modelar las pérdidas del nicleo
cuando no se tienen los datos de construccién del mismo,
es mediante una resistencia R, en paralelo con la rama de
magnetizacion en el circuito equivalente monofésico (Fitz-
gerald A. E., 2003; El-Hawary, 2008). El valor aproximado
de esta resistencia y de los otros pardmetros del motor de
induccién se pueden obtener experimentalmente.
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El circuito equivalente monofasico se utiliza principalmen-
te para andlisis de comportamiento en estado estaciona-
rio, para obtener un modelo dindamico, en este articulo se
utilizard el circuito equivalente trifasico con la resistencia
que representa pérdidas del nucleo en paralelo con la
inductancia de magnetizacién en cada una de las fases
del estator.

En la segunda seccién se muestra el desarrollo del modelo
matematico del motor de induccién trifasico en coordena-
das ABC, incluyendo las pérdidas del niicleo y mediante
la formulaciéon Euler-Lagrange por mallas. En la tercera
seccién se presenta de manera resumida el procedimiento
para realizar las pruebas y calcular los pardametros del
motor de induccién a partir del circuito equivalente mo-
nofasico. El modelo matemaético resultante se simula con
los parametros obtenidos y los resultados de simulacién
se presentan en la seccién cuatro.

2. MODELADO DEL MOTOR INCLUYENDO LAS
PERDIDAS DEL NUCLEO

La forma comtnmente utilizada para calcular las pérdidas
por histéresis y las pérdidas por corrientes de eddy es
mediante (1) y (2) respectivamente (Stein R., 1979).

Ph = thmeaacn (1)
P, = kevaf2Bma932 (2)

donde V es el volumen del nicleo, a es el ancho de
la laminacién del ntcleo, f es la frecuencia y Bipaz
es la densidad de flujo méximo. Las constantes kj, ke
y n se encuentran empiricamente y dependen de las
caracteristicas magnéticas del material del nicleo.

En (1) y (2) se requiere informacién del motor que no se
puede obtener facilmente, por lo que una alternativa es
representar las pérdidas por histéresis y por corrientes de
eddy mediante la resistencia R, en el circuito equivalente
monofasico de la Figura 1.

JX1

Ry

Figura 1. Circuito equivalente monoféisico del motor de
induccién.

El circuito de la Figura 1 también se utiliza para la de-
terminacién de los parametros del motor. Los parametros
obtenidos son para el circuito equivalente monofésico y
se deben adecuar para el circuito equivalente trifdsico.
Las relaciones entre los pardmetros para ambos casos
se muestran en la Tabla 1 y son vélidas para sistemas
balanceados. En la Tabla 1, w, = 2nf y rs, 7, Lis,
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Tabla 1. Relaciones entre parametros.

Ri=rs
Ry =r.
Xl = Llswe
X2 = Lipwe
XM = %['/mswe
R, = éz Te
Ly, Liys, v e son los parametros del circuito equivalente
trifésico.

En la Figura 2 se muestra el circuito equivalente trifasico
del motor de induccién incluyendo las pérdidas del nicleo
mediante la resistencia r.. Esta representacion se emplea
para el andlisis del comportamiento dindmico y se utiliza
para desarrollar el modelo matematico del motor de
induccién.

Figura 2. Diagrama trifasico del motor de induccién
incluyendo 7.

El modelado mediante Euler-Lagrange trata a los compo-
nentes de un sistema como dispositivos manipuladores de
energia y la forma en que procesan la energia determina la
respuesta dindmica del sistema. Al desarrollar el modelo,
las ecuaciones resultantes incluyen de manera implicita
las interacciones entre los componentes del sistema. Para
el modelado se requiere conocer los elementos que com-
ponen el sistema y su funcién de energia. En la Figura 3
se muestran una simplificacién del proceso para realizar
el modelado.

1 2 3 4
Definir Determinar Desarrollar Resolver
las variables las funciones | [las ecuaciones| | el sistema
generalizadas energia y de Euler de ecuaciones
aj disipacién Lagrange

Figura 3. Proceso de modelado Euler-Lagrange.

2.1 Definir las variables generalizadas

Lo primero es definir las variables generalizadas. Se eligen
las cargas como las variables generalizadas eléctricas y
se selecciona a la posicién angular del rotor (6,) como
la variable generalizada mecanica. En las Figuras 4, 5
y 6 se muestran las fases a, b y c¢ del estator y del
rotor indicando las variables generalizadas para cada una
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de las fases. Estas figuras también muestran las mallas
adicionales debidas a la inclusién de la resistencia r.., estos
elementos adicionales causan el incremento del orden del
modelo del motor. A continuacién se enlistan las variables
generalizadas.

4. Corrientes en el estator ¢ = [§1 G2 d3]
q, Corrientes en el rotor q% = [d4 {5 6]

q,. Corrientes de las mallas de 7, qTTC = [g7 ds dgo]
@m Posicién angular del rotor (6,)

Figura 6. Representacién de la fase c.

Las mallas indicadas con las coordenadas q7, gs ¥ g9 son
las que se agregan para representar las pérdidas del niicleo
en el modelo del motor.

2.2 Determinar las funciones de energia y de disipacion

Una vez definidas las variables generalizadas se obtienen
las funciones de energia y de disipacién respecto de estas
variables incluyendo todos los elementos del sistema. Para
cada elemento se debe conocer:

= La naturaleza del elemento, que puede ser fuente,
almacenador o disipador.

= La relacién constitutiva que representan sus propie-
dades fisicas.

En el caso del motor de induccion trifasico son doce
elementos almacenadores eléctricos y un elemento almace-
nador mecanico que corresponden a las doce inductancias
y a la constante de inercia del rotor. Se tienen nueve
elementos disipadores eléctricos que son las resistencias
y uno mecanico representado por la constante de friccién
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viscosa. Las funciones de energfa (L*) y de disipacién (G)
son las siguientes:

D U .
L* = ~q ' Lysa, + -4  Liya, + -4F (Lsr + L) 4,

2 2 2

N o o, ©
+5(a-a,) @+l (a-a,)+57E
1. . 1. . 1.0 . 1.5

G = 2% Res + 54 Req, + 54, Req, + 5B, (4)

En (3), las matrices L y L, contienen a las inductancias
de dispersién de las tres fases del estator y del rotor
respectivamente. Las matrices Ly, y L,s representan los
efectos de las inductancias mutuas entre el estator el rotor
y la matriz Lj; contiene los elementos de magnetizacién
entre fases en el estator y en el rotor.

Lls 0 0 Llr 0 0
Lks: 0 Lls 0 Lkr: 0 Llr 0
0 0 L 0 0 L
1 1
Lms 7§Lms 77Lms
1
LM = _%Lms Lms _§Lms
1
_7Lms _7Lms Lms
2 2
( 271') 27
Lyps cos 0y Ly s cos r4+ — Lpyscos | 0p — —
3 3
27

L, = Lyns cos 0,

27
Lpscos |0, — —
3

Ls = LZs

27
Lmscos | 0, — — Ly s cos 97‘+?

27
Lyscos | 0r + 5 Lms cosbr

En (4), las matrices R; y R, contienen las resistencias de
las tres fases del estator y del rotor, la matriz R, contiene
las resistencias que representan las pérdidas del nticleo en

las tres fases.
re 0 0 r- 0 0 re 0 0
R,=|0rs, 0| R,=[07r. 0| Re=|07.0
0 0 r.

0 0 rg 0 0 r,

2.8 Desarrollar las ecuaciones de Euler-Lagrange

Con las variables generalizadas y las funciones de energia
y de disipasién, se desarrollan las ecuaciones de Euler-
Lagrange indicadas en (5) a (8). La expresién (7) estd
dada por las mallas que representan las pérdidas del
ntcleo y al desarrollarla incrementa en tres el orden del
modelo.

afory o o
dt aqs aqs 8QS B °

a oy ot oG
dt \ 94, oq, 0q, "

d [ OL* oL* 0G

i (aqrc) ~aq, " oq, @)
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d (9L 9L 96 )
dt \9Gm ) Oqm = Odm ¢

donde
Vs = [UasUpsUes| son los voltajes del estator.
Vi = [UarUbrver] son los voltajes del rotor (son cero para

el motor con rotor de jaula de ardilla).
71, es el par de carga.

2.4 Resolver las ecuaciones de Fuler-Lagrange

Resolviendo (5), (6), (7) y (8) se obtiene el siguiente
modelo matemédtico del motor de induccién incluyendo
las pérdidas del ntcleo.

(Lks + Las + Lrs) @5 — (L + Lirs) é.1TC +Rsq,

i [MQTM} (4. -a,)+ [?;m} dm (4, —q,,) = vs (9)

sT

.. OLg. | . .
(Lkr + Lsr + LM) q, + |:aq :| dm4,

dL s
+|%

(10)

:| q’r‘ + R'f’qr = vT‘

dt

15 i (4, - a) + Rea, =0

(Lo + L) (4, - ) + {dLM} (4, -a.) o
11

Igm
. 1.p[0Lg ] . :
S G — §q? [8(]9 ] q, + Bim

(12)

j(a-a) |5 (a.-a.)

——|q,— . — = -7
5 (4 -4, 9q,, | (44, L
Este modelo matematico se desarrollé considerando va-
riable a la inductancia de magnetizacion (L,,s) con el

objetivo de incluir el efecto de la saturacién magnética
en un trabajo posterior.

Para simular este modelo matematico se requieren los
pardametros del motor, mismos que se obtuvieron con las
pruebas que se indican en la siguiente seccidn.

3. DETERMINACION DE PARAMETROS

Las pruebas para la determinacién de los pardmetros
del motor de induccién presentadas en esta seccién se
disenan basadas en el método cuatro descrito en la seccién
5.10 del estdndar IEEE std 112-2017. Los parametros a
determinar son los mostrados en la Figura 1.

8.1 Prueba de resistencia de cd

La prueba de resistencia de cd tiene como objetivo deter-
minar un valor aproximado de la resistencia del devanado
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del estator. Se realiza a temperatura ambiente aplicando
un voltaje de cd a dos terminales del devanado del estator
hasta llegar al valor nominal de la corriente. En esta
prueba, cuando la conexién de los devanados es en estrella
la corriente fluye a través de dos devanados del estator,
de modo que la resistencia total de esta trayectoria es
2R, por lo que resistencia de un devanado del estator se
determina mediante (13).

Vep

Ry = (13)
Se encuentra un promedio en las mediciones realizadas en
la combinacién de las tres terminales del estator (71, Ta y
T3). Ademds, se realizan mediciones de temperatura am-
biente ya que se deben realizar ajustes por temperatura
en caso de ser necesario. El diagrama de conexién para la
prueba de resistencia de cd se muestra en la Figura 7.

T1

Figura 7. Diagrama de conexién para prueba de resisten-
cia de cd.

3.2 Prueba de vacio

Esta prueba se realiza a frecuencia nominal y con voltajes
trifdsicos balanceados. La potencia de entrada medida es
igual a las pérdidas en vacio del motor. Para separar las
pérdidas en vacio en pérdidas rotacionales y en pérdidas
del nicleo, se deben tomar las mediciones a tres o mas
valores de voltaje entre el 125% y el 75% de su valor
nominal. Uno de estos puntos debe ser cercano al 100 %
del voltaje nominal. También se debe medir en tres o mas
valores entre el 50% y el 20% del voltaje nominal. En
la Figura 8 se muestra el diagrama de conexién para la
prueba de vacio.

Figura 8. Diagrama de conexién para la prueba en vacio.

3.3 Prueba de rotor bloqueado

En esta prueba se deben tener medios adecuados para
bloquear el rotor e impedir su giro. Se realizan simultanea-
mente las mediciones de los voltajes, las corrientes y la
potencia de entrada a diferentes niveles de voltaje hasta
llegar al valor nominal de la corriente del motor. Se debe
monitorear la temperatura del motor considerando que la
maquina no debe presentar un incremento de tempera-
tura de mas de 40 grados centigrados. Esta prueba debe
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realizarse a una frecuencia diferente a la frecuencia nomi-
nal del motor, el estandar recomienda el 25 % del valor
nominal. La Figura 9 muestra el diagrama de conexién
para la prueba de rotor bloqueado.

Rotor
bloqueado

Figura 9. Diagrama de conexién para la prueba de rotor
bloqueado.

3.4 Cdleulo de los pardmetros X1, X}, Xnr y R}

Con los resultados de las pruebas de vacio y de rotor blo-
queado se calculan la reactancia de dispersion del estator
(X1), la reactancia de dispersién del rotor reflejada al
estator (X3), la reactancia mutua (Xp/) y la resistencia
del rotor reflejada al estator (Rj). El detalle para el
célculo de estos pardametros se muestra en el estandar.

3.5 Calculo de R,

Las pérdidas del nucleo P, se obtienen restando las
pérdidas por friccién (Py,) y las del cobre del estator

(3]102R1) de la potencia de entrada en la prueba de
vacio (Fp). El valor de Py, se puede calcular mediante
diferentes métodos, en este trabajo se utiliza el indicado
en el el estdndar IEEE 112.

P.=Py— Py, — 310> Ry (14)
Con (14) se obtiene una valor aproximado de las pérdidas
del nucleo trifdsicas. Considerando que en condiciones de
vacio, la corriente del estator es relativamente baja y como
una primera aproximacion se puede ignorar la caida de
voltaje a través de resistencia (R;) y la reactancia de
dispersién del estator (X;), entonces el voltaje a través
de R, es el voltaje V; y corresponde al voltaje de fase a
neutro con el que se realizé la prueba de vacio (Vig) por
lo que el valor de la resistencia R, del circuito equivalente
de la Figura 1 es,
3Vib

R, = P.

(15)

4. RESULTADOS DE SIMULACION

El modelo representado por (9), (10), (11) y (12) se
programé para calcular las corrientes de estator, las
corrientes de rotor, el par electromecéanico y la velocidad
del rotor. Se utilizaron los parametros mostrados en la

Tabla A.3 que corresponden al motor de induccién de la
Tabla A.1.

La Tabla 2 muestra los valores RMS de las corrientes del
estator y del rotor en diferentes condiciones de simulacién.
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Las simulaciones se realizaron con voltaje y frecuencia de
alimentacién constantes y nominales (220 volts de linea
a linea y 60Hz). En la primera columna de la Tabla
2 se indican las condiciones de par de carga a las que
se realizaron la simulaciones. El modelo del motor de
induccién con pérdidas del nicleo se compara con el
modelo del motor de induccién sin pérdidas del ntcleo.
Este dltimo también se desarrollé mediante la formulacién
Euler-Lagrange.

Tabla 2. Resultados de simulacion.

Carga Corriente del estator Corriente del rotor
sin pérdidas con pérdidas sin pérdidas con pérdidas
del ntcleo del ntcleo del ntcleo del ntcleo

0% 0.5661 0.5747 0 0

25 % 0.5736 0.5843 0.1661 0.1661
50 % 0.6538 0.6631 0.338 0.338
75 % 0.766 0.7788 0.5172 0.5172
100 % 0.9115 0.9279 0.7055 0.7055
110 % 0.9776 0.9927 0.784 0.784

En las Figuras 10 y 11 se muestran las corrientes del
estator, las corrientes del rotor, la velocidad del rotor y
el par electromagnético cuando se realizan escalones del
0% al 25 %, al 50 %, al 75 %, al 100% y al 110 % del par
de carga nominal aplicados en los tiempos 0.5s, 0.7s, 0.9s,
1.1s y 1.3s.
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Figura 10. Corrientes del estator y del rotor.
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Figura 11. Velocidad y par electromagnético.

La Figura 12 muestra las pérdidas del nucleo al aplicar
los escalones en el par de carga, mismas que se pueden
calcular gracias a la inclusién de r. en el modelo del
motor.
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Figura 12. Pérdidas del ntcleo.

5. CONCLUSIONES

En los resultados de simulacion mostrados en la Tabla
2, se observa que al incluir la resistencia r. en el cir-
cuito equivalente trifasico la corriente en el estator se
incrementa alrededor del 2 %, mientras que la corriente
del rotor se mantiene. El incremento en la corriente del
estator parece no ser significativo, sin embargo, el incluir
r. permite determinar las pérdidas del ntcleo a costa del
incremento en el orden del modelo. Utilizando la formula-
cién Euler-Lagrange se elimind la necesidad de encontrar
una expresién matemaéatica para modelar el acoplamiento
entre los subsistemas y el modelo resultante permite la
incorporacién de la saturaciéon magnética. Se debe evaluar
si el incluir las pérdidas del nicleo impacta de manera
significativa en el comportamiento del motor cuando se
satura el nucleo, esto se podra hacer en la siguiente etapa
del trabajo cuando se incluya la saturacion al modelo
matematico ya desarrollado del motor.
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Apéndice A. DATOS DEL MOTOR, RESULTADOS
DE PRUEBAS Y PARAMETROS.

Los datos del motor al que se le realizaron las pruebas
para determinaciéon de parametros se muestran en la
Tabla A.1. La Tabla A.2 muestra los resultados de las
pruebas. En la Tabla A.3 se presentan los pardmetros
obtenidos y con los que se realizan las simulaciones. Las
pérdidas rotacionales fueron 2.62 watts y las pérdidas
del ntcleo en vacio a voltaje nominal para este motor
son 17.35 watts. El momento de inercia del rotor .J
se calcula mediante un método estadistico mostrado en
(Neira, 2011).

Tabla A.1. Datos del motor.

Marca Oriental motors
no. de fases 3
Modelo BHI62S-A
Voltaje 220 volts
Corriente 0.95 A
Potencia 200 watts
Frecuencia 60Hz
Numero de polos 4

Tabla A.2. Resultado de pruebas.

Variable Prueba | Prueba Prueba de

medida de cd vacio rotor bloqueado
Voltaje (V) 24.95 127.06 30
Corriente (A) 1.04 0.566 0.962
Potencia (W) — 31.8 71

Tabla A.3. Parametros calculados.

Parametro Valor
Rs 11.9959
R, 15.25 Q
R. 2799 Q
Xis 12.19 Q
X 12.19 Q
Xoms 209.74 Q
J 4,6423210—4
L 1.25 N-m
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