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Resumen: En este trabajo se presenta una nueva estrategia para el seguimiento de trayectoria
en formacién lider-seguidor de un par de robots mdéviles diferenciales. La estrategia se basa en
la consideracion de un robot virtual a cuyos estados convergera el robot seguidor, permitiendo
que este mantenga una distancia y angulo deseados detras del robot lider, respetando de esta
forma las restricciones no-holonémicas encontradas en este tipo de sistemas. La convergencia
de los errores de seguimiento se muestra formalmente mediante técnicas de Lyapunov.
Finalmente, la estrategia de formacion es evaluada mediante simulaciones numéricas que
muestran el comportamiento eficiente del sistema bajo este esquema de control.

Palabras clave: Robot mévil, formacion lider-seguidor, distancias relativas, separacién
variable, seguimiento de trayectoria, referencia virtual.

1. INTRODUCCION

Desde su aparicion hasta la actualidad, los robots méviles
han sido de gran interés, tanto en el mundo académico de-
bido a las no linealidades y restricciones que sus modelos
implican, asi como en la vida cotidiana, pues actualmente
cada vez se ocupan mads, tanto para tareas domésticas
como en tareas industriales (e.g. iRobot Roomba o Ro-
bots Kiva). Ademds de que en los tdltimos afios se ha
incrementado en gran medida el interés en el estudio de
automéviles auténomos capaces de navegar en carretera
sin conductor alguno (e.g. Tesla, Google o Toyota).

A veces es necesario que los vehiculos viajen o se muevan
en formacion, hay muchos trabajos en donde se trata de
dar solucién a este problema, ya sea mediante técnicas de
consenso (Peng et al. (2015)), técnicas de sincronizacién
(Chung y Slotine (2009)) o utilizando técnicas basadas
en el comportamiento grupal de animales o personas
(Helbing et al. (2005)).

En este trabajo se aborda el problema de formacién lider-
seguidor de robots diferenciales, este esquema es uno
de los mas conocidos y estudiados, una caracteristica
importante de este esquema es que al estar sujeto a la
trayectoria del lider, la formacion completa se vera afec-
tada si la trayectoria de este es perturbada, lo cual puede
verse como ventaja o desventaja segin sea el caso. Un uso
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principal de este esquema es tratar que el robot seguidor
mantenga una distancia y angulo con respecto al robot
lider, muchos investigadores han tratado este problema,
por ejemplo en Cruz-Morales et al. (2016), realizan un
esquema lider-seguidor en tiempo discreto con angulo y
distancia fija de separacién, donde se controla un punto
al frente del robot, con lo que la convergencia del angu-
lo de seguimiento queda subactuada; de forma similar,
en Castro et al. (2009), el sistema no puede mantener
cualquier angulo y/o distancia de separacién mientras
realiza el seguimiento, esto es debido a que al describir
la dinamica del error, no es posible compensar todas
las senales producidas por los valores deseados sin violar
las restricciones no-holonémicas. Es por esto que en este
trabajo se propone el uso de una referencia virtual, que
sea capaz de cumplir con las restricciones no-holonémicas
presentes en robots diferenciales, permitiendo el segui-
miento de cualquier distancia o dngulo deseados.

La implementacion de modelos virtuales actuales o retra-
sados a los cuales converger ha sido abordado en varias
ocasiones como método de seguimiento, ya sea como una
copia del robot lider para trazar la misma trayectoria que
este, pero retrasada en el tiempo como en Cruz-Morales
et al. (2018) o creando un nuevo modelo a partir de los
datos de este, para mantener cierta distancia o formacién
entre vehiculos (Cui et al. (2010), Chao et al. (2012),
Loria et al. (2016)), otra forma de ver esto es bajo el
esquema separacion-rotacion-orientacion o SBOS (Chen
et al. (2010)) por sus siglas en inglés, este esquema hace
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que el robot seguidor siga al robot lider con una distancia
de separacion y un angulo relativo entre robots, ademas
de un angulo de orientacién para el seguidor, la diferencia
con este esquema es que la posiciéon del robot virtual se
define inicamente con la posicién del lider y del angulo
deseado, sin involucrarse el angulo del propio lider, con lo
que el angulo del robot virtual se ve forzado a incluir
la orientacién de este y algin otro angulo de postura
deseada. En Gallegos-Sanlucar et al. (2018), se presenta
el uso de un esquema SBO con modos deslizantes con
fines de rechazar términos no desvanecientes resultantes
de analizar el sistema en los errores de seguimiento. En el
presente trabajo esto se obtiene de manera natural a par-
tir del modelo cinemético del esquema, logrando escribir
el modelo libre de cualquier perturbacién o términos no
desvanecientes, ademas de que todos los estados del robot
virtual que se calculan aqui tienen informacién implicita
de la orientacién del lider.

A continuacién, se describe la organizacion del presente
documento. Primero, en la Seccién 2 se inicia con la des-
cripcion del robot mévil utilizado, su modelo cinematico y
algunas propiedades fisicas del mismo. En la Seccion 3 se
muestra un esquema clasico en formacién lider-seguidor
de robots diferenciales donde se observa claramente la
deficiencia del sistema al no poder seguir al robot lider
con cualquier distancia y dangulo deseados. En la Seccién
4, se presenta la estrategia propuesta para la descripcién y
obtencion de las trayectorias deseadas, asi como las veloci-
dades necesarias para resolver el problema de seguimien-
to de trayectoria en forma global. Posteriormente en la
Seccién 5 se presentan resultados de simulacién numérica
donde se muestra el funcionamiento de nuestro esquema
de seguimiento. Finalmente se presentan de manera breve
algunas conclusiones acerca de este trabajo en la Seccién
6.

2. DESCRIPCION DEL ROBOT MOVIL

Se considera un robot mévil diferencial, también llamado
tipo (2,0) o robot uniciclo. La principal caracteristica
de este tipo de robot es que consta de dos ruedas fijas
de traccién puestas sobre un eje perpendicular al eje
longitudinal del vehiculo. En la Figura 1 se muestran dos
robots de este tipo en formacion lider-seguidor.

El modelo cinematico de un robot diferencial es el que se
muestra a continuacion

z;(t) = v;(t) cos(6;(t))

Ui (t) = v;(t) sin(6;(t)) (1)

0(t) = wi(t)
donde z;(t) e y;(t) describen el movimiento sobre los ejes
X eY del plano cartesiano respectivamente, 6;(t) describe
la orientacién del robot sobre el plano con respecto al eje
X, vi(t) ¥y w;(t) corresponden a las velocidades lineal y
angular del robot respectivamente, el subindice i = L, F’
denota el modelo del robot lider (i = L) o seguidor (i =
F), véase la Figura 1. Es facil notar a partir del modelo
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cinemético (1) que esta clase de robots diferenciales
poseen la siguiente restriccién no-holonémica,

a(t) sin(0;(t)) — 9:(t) cos(0:(t)) = 0 (2)
la cual indica fisicamente que el robot no puede despla-

zarse lateralmente a no ser que derrape, lo cual invalidaria
las condiciones de obtencion de su modelo cinematico.

3. MOTIVACION

Considere la formaciéon mostrada en la Figura 1, que
muestra el esquema clasico de formacion lider-seguidor,
donde se desea que el robot seguidor mantenga una
distancia [4 de separacién y un angulo de orientacién ¢4
deseados, con respecto al robot lider.

Y
A

/2

yn Seguidor

% - __________________““_._——:;"_}‘_ _____

Figura 1. Formacion lider-seguidor.

3.1 FEstrategia de seguimiento

Observando la Figura 1, la posicién relativa del robot lider
respecto de los ejes (2, y,) del seguidor puede escribirse
como

l. = (v —zp)cos(0r)+ (yr —yr)sin(fr)

- (3)

ly=—(zr —2p)sin(0r) + (yr — yr) cos(Or).
Partiendo del hecho que se desea mantener una formacién,
es necesario que Iy — lg, y I, — lg, donde lg, y lg, son
las distancias relativas deseadas entre robots a lo largo de
los ejes (xn,yn); en este esquema cldsico, es usual que se
desee que O — 6. De los requerimientos de la formacién
se puede definir los siguientes errores de seguimiento

e, =lz —la,, e, =1ly—1la,, e =0p—0L (4

donde lg, y ldy son descritos como
la, = la(t) cos(pa(t)), la, = la(t)sin(ea(t))  (5)

para una lg(t) v @a(t) dados. Derivando respecto al
tiempo las ecuaciones del error (4) se obtiene
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é, =— (zr — J:F)ép sin(fp) + (&, — Zr) cos(fF)
+ (yr. — yr)Or cos(0r) + (91 — yr) sin(0F)
— g cos(pa) + lapasin(ea)

é, =— (v — xp)ép cos(0r) — (@p — 2p)sin(dp) (6)
— (yr. — yr)0rsin(0r) + (I — Jr) cos(0r)

— lgsin(pa) — laa cos(a)
€9 = WF — W[,

+ (
+

Sustituyendo la cinemdtica de los robots lider (i = L) y
seguidor (¢ = F) a partir de la ecuacién (1) en las ecua-
ciones (6), sumando y restando lq,wr y lg,wr de forma
adecuada, después de algunas operaciones algebraicas es
posible obtener,

¢, = e, wr — vr +vr cos(eg) + &1
¢, = —e,wr —vr sin(eg) + &2 (7)
€g =WF — WL,
donde
& = —lgcos(pq) + lapasin(ea) + la,wr

o = —lgsin(pa) — lapd cos(pa) — la, wr.
Puede verse en (7) la existencia de términos de pertur-
bacién &1, & los cuales dependen de la posicién deseada
para el robot seguidor /4, ¢4. Es importante recalcar que
en este caso los valores deseados han sido elegidos sin
tomar en cuenta ninguna restriccién.

Una posible soluciéon para el problema de formacién
descrito por la ecuacién (7) estd dada por
Vp = klelm + vy, COS(@Q) + 51

i 8
sm(eg)ely ~ kaco. (8)

wr = wr, + kavg
€9

En este caso, la consideracién de la funcién candidata de
Lyapunov
1 1
Vie) = Ekg(ei + elzy) + Qeg (9)
produce,

V(t’:‘) = —klkgei — kg(:‘g + kgelygg (10)
Notese que para obtener la estabilidad de los errores de
formacion es suficiente que & = 0. Bajo esta condicién,

la estabilidad asintética se obtiene al considerar el lema

de Barbalat.

Observacion 1. Nétese que & = 0 solo ofrece soluciones

parciales como pueden ser los casos, no todos practicos,

i) lg = 0, ii) lg = cte, pg = cte, wp = 0, iii) wp = 0,
—i : 2n+1

la = 2 tan(pa), iv) lg = cte, pa = %, n € Z.

4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se desea que en todo momento el robot seguidor mantenga
una distancia y un &angulo relativo respecto al robot
lider, como se mencioné antes, esto se ha intentado
anteriormente en varios trabajos, donde sélo es posible
obtener una solucién en ciertas condiciones especificas
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de seguimiento como se mostré en el Seccién 3. En esta
seccién se propone el uso de un robot virtual cuyos
estados son calculados en tiempo real a partir de los
datos proporcionados por el lider, una vez logrado esto,
se realiza un seguimiento de trayectoria donde el robot
seguidor converge al robot virtual.

Considérese ahora la formacién mostrada en la Figura 2,
donde el robot del centro es un robot virtual tipo (2,0), a
una distancia dada del robot lider, este a su vez, cumple
de manera natural con las restricciones no-holonémicas
de esta clase de sistemas. El objetivo ahora es lograr que
el robot seguidor converja al robot virtual, de forma que
cuando esto se logre, se estard manteniendo una distancia
lq y orientacién p, deseadas determinadas por la posicién
del robot virtual.

Observacion 2. Noétese que el objetivo de control plantea
una distancia l; y un angulo ¢4 deseados. Esta distancia
y angulo deseados se utilizaran para establecer la posicién
del robot virtual, el cual servird como trayectoria deseada
(24, Y4, 04) para el robot seguidor.

> X

y
T B L L P L R R B
Robot de
referencia
virtual
Yd e -
Seguidor 1
Ye-| - s
XF Xd Xu

Figura 2. Formacion lider-seguidor con referencia virtual.

4.1 Estrategia de sequimiento

Considere entonces el modelo del robot virtual descrito
por las ecuaciones (1) con i = d, la posicién del robot
virtual respecto del lider se puede escribir como,

ldm = —(QSL — Jid) COS(GL) — (yL — yd) sin(HL)

ldy = (xL — a:d) Sin(@L) — (yL — yd) COS(@L)
donde lgq, y lg, son distancias conocidas y calculadas
como en (5). Por simplicidad en la escritura del trabajo,

(11)
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donde no exista una posible confusién se evitara escribir
la dependencia con respecto al tiempo en los desarrollos.
A partir de (11) es posible despejar 24 y y4 como,
xq =g +lg, cos(0r) —lg, sin(fr)
Ya = yr + la, sin(0r) + g, cos(0r).
Utilizando los valores de lq, y lq, mostrados en (5), las
ecuaciones anteriores toman la forma siguiente,
xq =z +lagcos(0r + ¢q)
Ya = yr + lasin(0r + @q).
El tercer estado del robot virtual, es decir, su orientacién
se puede obtener a partir de (1) con ¢ = d como,

04 = tan~! (y(i)
T4

donde las derivadas de las posiciones del robot virtual se
calculan de (13) como,

(12)

(13)

(14)

ig=2p +1gcos(0r + pa) — la(wr + ¢a) sin(0r + pa)
Ya =y + lasin(0r + pa) + la(wr + $a) cos(0r, + @a).
(15)
Una vez que los estados del robot virtual estan definidos,
las distancias desde el robot seguidor hacia el robot
virtual pueden ser escritas como,
(xg —xF) cos(0r) + (ya — yr) sin(0r)
ly, = —(xq —xp)sin(0r) + (ya — yr) cos(0r).
Como ya se mencioné anteriormente, se desea que el robot

seguidor converja al robot virtual, con lo que podemos
definir los siguientes errores de seguimiento,

ly, =

(16)

€, = lvm; (17)
Derivando las ecuaciones anteriores con respecto al tiem-
po se obtiene,

e, =lv,, €p=0p—0q.

(91:‘) + (i’d — i‘F) COS(GF)
+ (ya — yr)0r cos(0r) + (Ja — 9r) sin(0p)
ély = — (xd — l’F)QF COS(@F) — (Lﬁd — i’F) Sin(aF) (18)

— (ya — yr)0p sin(0r) + (Ja — §r) cos(0F)
ée = W — Wq-

él = — (xd — xp)ép sin

x

Sustituyendo la cinemética de los robots virtual (i = d)
y seguidor (i = F) a partir de la ecuacién (1) en la
ecuacién (18), después de algunas operaciones algebraicas
es posible obtener,

e = Blwava#»’UdCOS(GQ)

x

¢, = —ej,wr — vgsin(ep) (19)
ég = Wp — Wwq.

A partir de la representacién de los errores de seguimiento

obtenida en (19), es posible ahora proponer una solucién

al problema de formacién planteado, mediante la consi-

deracion de una retroalimentacion del tipo propuesta en

Samson y Ait-Abderrahim (1991).
4.2 Solucidn del problema lider-segquidor

Con respecto al problema de formacién lider-seguidor
mostrado en la Figura 4, se tiene el siguiente resultado.
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Lema 1. Para cualquier lg, ¢4 deseados no nulos, la
retroalimentacién

vp = kiey, + vqcos(eg)

sin(eg) (20)

WE = wq + kavg el, — kseq

€
con k1, ko y k3 constantes positivas, resuelve globalmente
el problema de formacién lider-seguidor.

Demostracion. Notese inicialmente que vy, wg conside-
radas en (20) y definidas en el modelo virtual pueden
obtenerse a partir de los estados de (1) con i = d en la
forma,

. . o _ YdTd — Ta¥d

vg = Tqco8(0g) + Yasin(0g), wq Z 1

La convergencia del robot seguidor al robot virtual se
puede mostrar a partir de la convergencia de los errores de
seguimiento (19) a cero. Entonces considerando el sistema
en lazo cerrado (19)-(20) se obtiene

) sin(eg) o
e, = e, wq + kavg o €U, ksey, eq — kiey,
0
. sin(egp) .
é1, = —e,wa — kavg e e, + ksei,eg — vg sin(eg)
i sin(eg)
€p = k‘gvd o ely — kgee (21)
0

considérese ahora la siguiente funcién candidata de Lya-
punov,

1 1
Vie) = 5/{52(6121 + efy) + 563 (22)
su derivada con respecto al tiempo resulta,
V(e) = —kikae], — ksep <0 (23)

con lo que solo es posible establecer la estabilidad del sis-
tema. Invocando el lema de Barbalat, dada la estabilidad
del sistema y el hecho que V resulta acotada, V(e) — 0
cuando t — co. Como kq, ko, y k3 € RT, implica que e, y
ep también tienden a cero. A partir de (21), considerando
que e, y eg — 0 cuando ¢t — oo se obtiene,

2
e, wd + k:gvdely — 0, kavgey, — 0

de tal forma que siempre que vg u wy sean diferentes de
cero, se obtendra también la convergencia de ey, . O

Observacion 3. Nétese que vy y wq s6lo pueden ser nulos
simultdaneamente cuando el robot virtual no tiene movi-
miento, lo que a su vez implica que {4, ¢4 son constantes
y que el robot lider se encuentra estatico, lo que plantea
la no existencia del problema de formacién.

5. SIMULACIONES NUMERICAS

A continuacién, se muestran algunos resultados en simu-
lacién numérica para evaluar la estrategia de formacién
propuesta en este trabajo.

Aunque el robot lider puede seguir cualquier trayectoria
generada por entradas acotadas vy, wy,, para la realizacién
del experimento se asume que el robot lider describe una

CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



trayectoria tipo lemniscata generada por las senales de
entrada

vr(t) = Vaz(t) + g72(b),

donde  z,(t) = asin(2f,t), yr(t) = beos(fiut),
cona=08m,b=15m, f, =n/20 rad/s.

Como se mencioné anteriormente, se desea que el robot
seguidor siga al robot lider manteniendo una distancia
l4(t) y dngulo p4(t) deseados (constantes o variantes en el
tiempo). A continuacién, se muestran los valores deseados
utilizados en este trabajo.

la(t) = Asin(Bt) + C, @q4(t) = Dsin(2Bt) + E, (25)
donde A =0.1m, B=n/5rad/s, C =05m, D =m/9
rad, y £ = w rad.

Las condiciones iniciales de los robots son z1,(0) = 0 m,
yr(0) = 1.5 m, 61(0) = 7w rad para el lider y xr(0) = 0.5
m, yr(0) = 2 m, 6p(0) = 37/4 rad para el seguidor, las
ganancias del controlador utilizadas en esta simulacién
fueron k1 = ko = k3 = 5. En la Figura 3 se muestra la

25

y[m]

-05

Figura 3. Trayectoria en el plano descrita por la formacién
lider-seguidor.

evolucién en el plano X —Y de las trayectorias realizadas
por el robot lider, el robot seguidor y la referencia
calculada para la longitud y angulo deseados mostrados
en (25). Los errores de seguimiento y su convergencia al
origen se muestran en la Figura 4.

En la Figura 5 se muestran la distancia y orientacion
relativas (reales y deseadas) entre robots, ademds de la
convergencia del robot seguidor al robot virtual cuando
l, — 0.

Las velocidades de los robots lider, seguidor y virtual se
muestran en la Figura 6.
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Observacion 4. Las velocidades (vp, wp) calculadas por
el controlador (20) tienden a las velocidades (vq, wq) del
robot virtual, esto debido a que se desea que el robot
seguidor se acople sobre el virtual.

Por 1ltimo, en la Figura 7 se muestra el comportamiento
de las restricciones no-holonémicas de los robots virtual
v seguidor.

o
)

E o
x
]
=
2 02
i}
04 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
— 03
E
> 02
9]
S5 01
=
w0
04 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
= 03
©
=
= 02
(o)
5 01f
S
w 0r
01 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo t [s]

Figura 4. Errores de seguimiento para el robot seguidor.

Dist. entre robots [m]
o o 9
k= o [+
g
7,

o
]

240

220
5200,
S 180

160

140 I I I I I

0 10 20 30 40 50 60
0.6
E o4
S
S 02t
c
T
K] of
a
02 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo t [s]

Figura 5. Distancias y dngulos relativos entre robots.
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Vel. lineal [m/s]

Vel. angular [rad/s]

0 10 20 30 40 50 60
Tiempo t [s]

Figura 6. Velocidad lineal y angular de los robots lider,
virtual y seguidor.

4 x10*

- = = Virtual (i=d)
Seguidor (i=F)

N
L

@; sin(0;) — g; cos(6;) [m/s]
;

Tiempo t [s]

Figura 7. Comportamiento de la restriccién no-holonémi-
ca para los robots virtual (i = d) y seguidor (i = F).

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se abordé el problema de formacién lider-
seguidor para robots méviles tipo (2,0). Se propuso una
técnica basada en el cdlculo de las velocidades necesarias
para que el robot seguidor pueda mantener tanto una
distancia como un angulo deseado respecto al lider, todo
esto respetando la restriccién no-holonémica asociada con
los robots diferenciales. Gracias a esto, es posible generar
trayectorias variables en el tiempo para el seguidor ligadas
al avance del robot lider.

Se prob6 mediante técnicas de Lyapunov la estabilidad en
lazo cerrado en términos de los errores de seguimiento, y
se prob6 mediante simulaciones numéricas la convergencia
hacia los valores deseados que con fines ilustrativos en
este trabajo se tomaron variantes en el tiempo. Se debe
hacer mencién de la dependencia en este trabajo del
conocimiento de la trayectoria y sus derivadas del robot
lider para poder calcular la velocidad angular deseada wgy
sin hacer uso de la derivada sucia.
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Noétese que este trabajo puede ser extendido a multiples
robots seguidores, en cadena o donde dependan sélo del
lider e incluso lograr algin tipo de formacion variante en
el tiempo entre robots. Es importante mencionar que se
debera generar un robot virtual por cada robot seguidor
en la formacién.
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