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Resumen: Este trabajo contribuye al tema de la sincronizacién de redes de sistemas cadticos
idénticos. Inicialmente, los sistemas cadticos de Lorenz y Chen se expresan en forma Hamiltonia-
na. Hacer esto nos permite observar caracteristicas particulares del sistema, ya que el sistema se
divide en una parte conservativa y una parte disipativa. Esto ayuda a disefiar una ley de control
optimizada que nos permite sincronizar redes de sistemas cadticos idénticos. En particular, la
técnica de Acoplamiento a Modelos se utiliza para el diseno de la ley de control, pero se realiza
una optimizacién en el diseno con una ley de control basada en la parte conservativa de los
sistemas cadticos de Lorenz y Chen expresados en forma Hamiltoniana. Esto nos da un nuevo
punto de vista en el disenio de los controladores utilizados para lograr la sincronizacién entre
redes de sistemas cadticos idénticos, lo que simplifica los cdlculos que se realizan para obtener
una ley de control util. Se presentan algunas simulaciones numéricas.

Keywords: Control de Sistemas No Lineales, Sincronizacién de Sistemas, Sistemas Cadticos.

1. INTRODUCCION

La sincronizacién es un fenémeno observado en muchas
disciplinas cientificas, se refiere en general al fenémeno
por el cual ocurren dos o mas cosas al mismo tiempo.
En Strogatz (2003), podemos encontrar varios ejemplos de
este fenomeno. Desde la publicacion del trabajo de Pecora
y Carroll (1990) ”Synchronization in Chaotic Systems”, se
ha generado mucho interés en el tema de la sincronizacién
de sistemas cadticos, ya que se crefia que los sistemas
cadticos desafiaban la sincronizacién. El uso de leyes de
control ayuda a resolver el problema de la sincronizacion
entre redes de sistemas cadticos, como se muestra en
Mancilla y Cahuich (2018). Uno de los objetivos de este
trabajo es simplificar las leyes de control que se obtienen
mediante Acoplamiento a Modelos que se utilizan para
lograr la sincronizacién de redes de sistemas cadticos
idénticos, utilizando formas generalizadas Hamiltonianas
para encontrar las leyes de control.

Los sistemas de Lorenz y Chen se pueden expresar en una
forma Hamiltoniana, como se muestra en los trabajos de
Sira-Ramirez y Cruz-Hernandez (2000); Posadas-Castillo
et al. (2014), para dividir los sistemas originales en una
funcién conservativa, disipativa y un vector desestabili-
zante. En este trabajo, se usa una analogia al método de
Acoplamiento a Modelos para obtener una ley de control,
basada solo en la parte conservativa del sistema en forma
Hamiltoniana.

Para expresar un sistema en forma Hamiltoniana, debemos
considerar una funcién de energia, donde el gradiente de
la funcién de energia se usa como un vector de estado para
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transformar los sistemas. También hay otros articulos co-
mo Lépez-Mancilla et al. (2005) en los que se usan formas
Hamiltonianas de sistemas cadticos para aplicaciones en
comunicacién.

El objetivo de este trabajo es lograr la sincronizacion
entre los nodos de redes compuestas de sistemas cadticos
idénticos, dispuestos en una topologia de anillo con 6
nodos, utilizando una analogia a la ley de control general
del método de Acoplamiento a Modelos, basado en la parte
conservativa de una forma Hamiltoniana de los sistemas
de Lorenz y Chen. Tomando provecho de la estructura
de esta transformacion, solo se usa la parte conservativa
para encontrar una ley de control, considerando que la
parte disipativa del sistema tendera a cero a medida que
el tiempo tiende a infinito, y la funcién desestabilizante
depende de las variables de estado. El hecho de utilizar
solo una parte del sistema en una forma Hamiltoniana
para el diseno de una ley de control, simplifica los calculos
utilizados para obtenerla, minimiza el tiempo de computo
para la simulacién y permite una posible implementacion
fisica. Cabe mencionar que los sistemas que conforman
la red no son modificados, se usa solamente la parte
conservativa de los sistemas en forma Hamiltoniana para
encontrar una ley de control.

En la Seccién 2, se explican los conceptos bésicos del
método de Acoplamiento a Modelos y la forma general
de obtener una ley de control basada en la parte conser-
vativa de un sistema expresado en forma Hamiltoniana
generalizada. En la seccién 3 se expone el tema principal,
presentando las leyes de control obtenidas para lograr la
sincronizacion de las redes de sistemas cadticos de Lorenz y
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Chen. La seccién 4 muestra las simulaciones numéricas de
la aplicacién de las leyes de control y la seccién 5 contiene
las conclusiones generales de este trabajo.

2. LEY DE CONTROL USANDO ACOPLAMIENTO A
MODELOS DE FORMAS HAMILTONIANAS PARA
SINCRONIZAR REDES

Considerando un sistema auténomo n-dimensional

i = f(x),€r" (1)
se puede escribir en una forma Hamiltoniana generalizada
con la siguiente forma:

. OH OH

i = J@) 5+ 8(@) 5+ Fl) )
donde H(x) denota una funcién de energia suave que es
globalmente definida positiva en r™. El vector de columna
del gradiente de H(z), se denota por %—57 se supone
que existe en todas partes. Para la eleccién de H(z),
las funciones de energia cuadréaticas son utilizadas con
frecuencia, con la forma:

H(z) = %xTMx (3)
con M siendo una matriz simétrica definida positiva. Las
matrices cuadradas, J(x) y S(z), dentro de la expresion
(2) satisfacen, para todo « € r"™, las siguientes propiedades
que muestran la estructura de administracién de energia
del sistema son:

J()+JT(x) =0, S(z)=5T(z) (4)
El campo vectorial J (x)%—f exhibe la parte conservativa
del sistema y también se conoce como la parte sin trabajo.
La matriz S(x) es, en general, una matriz simétrica que
representa la parte que presenta el trabajo o la parte
disipativa del sistema. Para ciertos sistemas, la matriz
S(z) es semi-definida negativa o definida negativa. En tales
casos, el campo vectorial se conoce como la parte disipativa
del sistema. Si S(x) es definida positiva, o semi-definida
positiva, representa la parte desestabilizadora global, semi-
global y local del sistema. F'(x) representa un campo vec-
torial localmente desestabilizante, podemos encontrar mas
informacién en Sira-Ramirez y Cruz-Hernandez (2000).

Dada una red con N sistemas cadticos idénticos como
nodos, expresados en forma Hamiltoniana generalizada, se
puede expresar la red por

0H OH

+F(z;) z(t)er™ i=1,---N

()

donde cada &; = f(x;1, Zi2, -, Tin) €s un sistema cadético
dentro de la red, n es el orden del sistema de ecuaciones
que describe cada sistema. Definiendo un nodo &; donde
j # i, que también pertenece a la misma red, el objetivo
de una ley de control para sincronizar cada nodo dentro
de la red debe cumplir la siguiente condicién

(6)

lo que nos indica que los estados entre los nodos z; y x;
convergen.

Jim [l — ;]|= 0
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El sistema (5) puede expresarse como una planta en forma
Hamiltoniana generalizada de la siguiente manera:

& = J(ml)agi;::Z) + S(mz)aggl) + F(x3)
Py { +g(@i)um; (7
yi = h(z;).

Si consideramos que los sistemas x; son parte de una red,
podemos proponer modelos con tal que i # j con a forma:

(’)H(ach) ]
0xprj +S(@as)

+ Fxag) + g (@arg)wr g

;= J(xm; ) TM]J

My ®)

yum; = h(zar)-

El problema de Acoplamiento a Modelos nos dice que
dada una planta P y un modelo M, alrededor de sus
respectivos puntos de equilibrio z° y x4, y un punto z%,
el problema de Acoplamiento a Modelos es encontrar una
ley de control u(t), tal que yg — 0 cuando ¢ — oo. El
modelo M es el maestro y la planta P actia como el esclavo
en una configuraciéon maestro-esclavo. En el método de
Acoplamiento a Modelos se propone un sistema auxiliar,
que contiene los dos sistemas que se pretenden sincronizar
mediante una ley de control u(t). El sistema auxiliar se
basa en la planta P y el modelo M y se expresa como
E. La salida del sistema auxiliar E es la diferencia de las
salidas de P y M, esto significa que cuando el resultado es
0 los sistemas P y M estan sincronizados, como se explica
en Lépez-Mancilla (2005).

Tomando como referencia Mancilla y Cahuich (2018),
la ley de control para lograr la sincronizacién entre los
estados de los nodos de una red usando acoplamiento a
modelos, esta dada por

N
wp =Y aijug; 9)
j=1

La matriz de acoplamiento de una red describe las cone-
xiones entre los nodos que la conforman. En acoplamiento
a modelos para redes, el subindice ¢ indica qué nodo se
toma como planta, el subindice j indica qué nodo se usa
como modelo. Los valores de a;; se toman de la matriz de
acoplamiento A = (a;;) € rRV*N, si existe una conexién
entre un nodo 7 y un nodo j, el elemento a;; = 1 en caso
contrario a;; = 0.

Los valores de u;; estan dados por:
_
Lo L™ h(x;)
—+ LgL}ilh(xj)Uj)

’LLij =

(Vij — Lh(z;) + L h(z) (10)

Esta ley de control se puede obtener a partir del sistema
auxiliar que se plantea en el método de acoplamiento a
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modelos. Es importante notar que la ley de control (10) es
basada en los sistemas completos.

Teniendo en cuenta que la parte disipativa del sistema
serd cero a medida que el tiempo tiende hacia el infinito
y la funcién desestabilizante depende de las variables de
estado, las partes disipativa y desestabilizante del sistema
en forma Hamiltoniana, no se consideran parte del sistema
cuando aplicamos Acoplamiento a Modelos para encontrar
una ley de control que logre la sincronizaciéon entre un
modelo y una planta. De tal manera que la planta y modelo
que se usan para plantear un sistema auxiliar estan dados
por:

Py Fi=Jw) ag(c‘ D gl (11)
yi = h(z:)
, H ()
M, M= J(frzvfj)ﬁ T on (@)
yj = hlea;)

En base a las ecuaciones (11) y (12) se puede plantear un
sistema auxiliar con la forma :

By cd TEi = TEij(xRij) + 9(xmij)um: + g (TEij)um g
v YEij = hpij(TEij)

(13)
Donde
TEij = (%1,%27 y Linsy Tl T2, © ,%'n)
feij(TEi;) = ( J(Oxi) J(a:0 : ) oMy
Mj) 0T pij
(14)

H(z;) y H(zp;) son las funciones de energfa propuestas
para los sistemas P; y M; en forma Hamiltoniana. La
funcién de energia del sistema auxiliar es Hg(zp;;) =
H(z;)+ H(z;). Con la propuesta de los nuevos sistemas
y haciendo una analogia de la ecuacién (9), la ecuacién
para encontrar una ley de control para sincronizar redes de
sistemas caéticos idénticos usando formas Hamiltonianas
queda como:

N
UH; = E QijUH i (15)
j=1
donde
o= 1 (V.,_LT h ( )
YH S T (T i) Hij fei; VBT Eij
9 frij FEij szj (16)
r—1
+ Loy LY, hpij (T pij ) um ;)
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3. LEYES DE CONTROL PARA LOS SISTEMAS
CAOTICOS DE LORENZ Y CHEN

Para calcular las leyes de control basadas en la parte
conservativa de los sistemas en forma Hamiltoniana gene-
ralizada, se usan las ecuaciones (15) y (16). Para el calculo
de las constantes de Vi;j, se usa el método de ubicacién
de polos.

8.1 Ley de Control para una red en topologia de anillo de
sistemas cadticos de Lorenz

Basado en Sira-Ramirez y Cruz-Hernandez (2000) la forma
Hamiltoniana de un sistema de Lorenz, con una funcién de

energfa H(z) = 3 [le + a2+ x%} es:
o

1 1

7 0 =0 O —d? 26 0
i-l _ 1 2 8£+ 1 2 8£+
x; B —50 0 —z1| 9z 50 -1 0| 9z

0 =z O 0 0 —b
0
rx1
0

(17)

Utilizando solo la parte conservativa de la forma Hamilto-
niana, se proponen las plantas P; y modelos M; como:

0 o 0
2| = | _ o UH
Pr:q i 50 0 —za| Oz 0
0 Zi1 0
Yi = Ti1
(18)
0 1
o N4
Fz\m} . 2 OH (xpr7)
M2l = | _ 1 | T .
Z0j3 2 o 0 ' xéu]l O]
My : M1 (19)
0
+ |1 UH M j
0
Yj = TMmj1

Dados P; y M los sistemas auxiliares E;; queda como:
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_ 1 -
0 50 0 0 0 0
Q'S,*Q —50 0 —X;1 0 0 0
Tiz | 0 x;1 O 0 0 0
| 1
g1 0 0 0 0 =0 0
TMj2 1 2
TMj3 0O 0 O —50 0 —zmj
EJij: L 0 0 0 0 TMj1 0 ]
0 0
1 0
0 0
+ 0 Ui + o| wEM;
0 1
0 0
YEij = Tj1 — TMj1
(20)

Calculando las derivadas de Lie necesarias a partir del
sistema auxiliar (20) , donde el grado relativo se considera
como 1 = 2 y sustituyendo los valores de las derivadas de
Lie en (16) la ley de control para la sincronizacién es:

1 2c
UH,;; = (5 - 71)(371'1 - SCMjl) - 02(%‘2 - il‘MjQ) (21)

+ Ti1%33 — TMj1T 53 + UH M

3.2 Ley de Control para una red en topologia de anillo de
sistemas cacticos de Chen

Basado en Sira-Ramirez y Cruz-Hernandez (2000) la forma
Hamiltoniana de un sistema de Chen con una funcién de
energla H(z) = § [2% + a3 + 23] es:

i 0k 0 —a
i3 0z 0]09

donde k£ = a — §, usando solo la parte conservativa de
la forma Hamiltoniana, una planta Py, modelo My y un

sistema auxiliar Fy, se proponen como:

or
0| 5z
—b

(22)

ool o
(= N N

Ti1 0 k 0 OH 0
P {%2} = [—k 0 —:Eu} e + | 1| wm 93
H - i‘ig 0 Zi1 0 x 0 ( )
Yi = Tij1
m:Mjl 0 k 0 OH 0
A [EMiz| = -k 0 —xpj1 o T 1 uparg
23 LEwmgs 0 zmji O M
Yj = Tmj1
(24)
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Figura 1. Grafo de una red de Anillo
matriz de adyacencia.

con 6 nodos y su

Ti1 0 k 0 0 0 0
:'Uig -k 0 —Ti1 0 0 0
Tis | | 0 a1 O 0 0 0
ivii| |0 0O 0 0 k 0
.’i‘MjQ 0 0 0 —k 0 *IMjl
i‘]wjg 0 0 0 0 TMj1 0
0 0
En 1 0
OHE(zgij) 0 0
T oumy, o] vt o wi
0 1
0 0
YEij = Ti1 — TMj1

(25)

Calculando las derivadas de Lie necesarias, donde el grado
relativo se considera r = 2, sustituyendo los valores de
las derivadas de Lie en (16), la ley de control para la
sincronizacién de dos sistemas cadticos de Chen es:

c
UHGj = (k - *1)(581‘1 - 96‘Mj1) - 02(1“1:2 - ﬂﬁsz)

k

+ Ti1%3 — TMj1T M3 + UM

(26)

4. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccidn, las simulaciones numéricas de los sistemas
se presentan utilizando las leyes de control obtenidas en la
seccion 3. Las simulaciones se realizan usando un algoritmo
de Runge-Kuta de cuarto orden, programado en MatLab
®. Se utilizo una topologia de anillo con seis nodos para los
dos ejemplos presentados en este trabajo, como se muestra
en la Fig.1.

El sistema de Lorenz exhibe una dindmica cadtica con los
pardmetros r = 28, 0 = 10 y b = 8/3. Se usaron los mismos
parametros para todos los nodos de la red.

En la Fig. 2 podemos ver la gréfica del espacio de estados
entre los nodos de la red en topologia de anillo de sistemas
cadticos de Lorenz. En la parte superior izquierda se
muestra un acercamiento de como los estados convergen
usando la ley de control. En la Fig. 3 se puede apreciar la
grafica de sincronia entre los estados, en la cual se puede
apreciar que estan a cuarenta y cinco grados, lo que indica
que se logra la sincronizacién entre los nodos de la red.

El sistema Chen exhibe una dindmica cadtica con los
pardmetros a = 35, b = 3 y ¢ = 28. Se usaron los mismos
pardmetros para todos los nodos de la red.
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Figura 2. Grafica de los estados z;; contra el tiempo en
una red de sistemas cadticos de Lorenz con topologia
de Anillo.

Figura 3. Gréficas de sincronizacién entre los estados z;;
de la red de sistemas caoticos de Lorenz.
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Figura 4. Grafica de los estados z;; contra el tiempo en
una red de sistemas cadticos de Chen con topologia

de Anillo.
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Figura 5. Gréficas de sincronizacién entre los estados z;1
de la red de sistemas caoticos de Chen.

En la Fig. 4 podemos ver la grafica del espacio de estados
entre los nodos del la una red en topologia de anillo de
sistemas caéticos de Chen. En la parte superior izquierda
se muestra un acercamiento de como los estados convergen
usando la ley de control. En la Fig. 5 se puede apreciar la
grafica de sincronia entre los estados, en la cual se puede
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apreciar que estan a cuarenta y cinco grados, lo que indica
que se logra la sincronizacion entre los nodos de la red.

5. CONCLUSIONES

En base a las simulaciones, se puede concluir que las leyes
de control obtenidas para la sincronizacién de las redes de
los sistemas cadticos de Lorenz y Chen en topologia de
estrella se logra. El método de Acoplamiento a Modelos
se utiliza para obtener las leyes de control basadas en la
parte conservativa de la forma Hamiltoniana generalizada.
Hacer esto nos brinda una ley de control optimizada,
simplificando los calculos que se hacen en el método
original. Los sistemas de Lorenz y Chen fueron elegidos por
el hecho de que las formas Hamiltonianas de los sistemas
va se habian obtenido en otros trabajos y por ser sistemas
clasicos. Dado que las leyes de control son relativamente
simples, se puede realizar una posible implementacion
fisica para futuros trabajos.

REFERENCIAS

Lépez-Mancilla, D., Cruz-Herdndez, C., y Posadas-
Castillo, C. (2005). A modified chaos-based commu-
nication scheme using Hamiltonian forms and observer.
Journal of Physics: Conference Series, 23(1), 267-275.
doi:10.1088/1742-6596,/23/1/028.

Lépez-Mancilla, D. (2005). Sincronizacion de Oscilado-
res Cadticos Perturbados con Aplicaion a Sistemas de
Comunicaciones. Ph.D. thesis, Centro de Investigacién
Cientifica y Educacién Superior de Encenada.

Mancilla, D.L. y Cahuich, G.L. (2018). Sincronizacién de
osciladores cadticos por acoplamiento a modelos en redes
de topologia estrella. Pistas Educativas, 38(120).

Pecora, L.M. y Carroll, T.L. (1990). Synchronization in
chaotic systems. Physical Review Letters, 64(8), 821
824. doi:10.1103/PhysRevLett.64.821.

Posadas-Castillo, C., Garza-Gonzalez, E., Diaz-Romero,
D.A., Alcorta-Garcfa, E., y Cruz-Herndndez, C. (2014).
Synchronization of irregular complex networks with
chaotic oscillators: Hamiltonian systems approach.
Journal of Applied Research and Technology, 12(4), 782—
791. doi:10.1016/S1665-6423(14)70094-X.

Sira-Ramirez, H. y Cruz-Hernandez, C. (2000). Synchro-
nizaton of chaotic systems: a generalized hamiltonian
systems approach. Proceedings of the 2000 American
Control Conference. ACC (IEEE Cat. No.00CH3633/4),
2(5), 1381-1395. doi:10.1109/ACC.2000.876602.

Strogatz, S.H. (2003). Sync:how order emerges from chaos
in the universe, nature, and daily life. HYPERION, New
York, 1 edition.

CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



