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Resumen: En este trabajo se presenta un controlador de tipo dinámico para la sincronización de
sistemas descritos por ecuaciones diferenciales parciales. La metodologı́a utilizada para el diseño del
controlador parte de la existencia de un elemento primitivo diferencial. El análisis de estabilidad del
controlador propuesto hace uso de la teorı́a espectral y la teorı́a de semigrupos, dado que el error de
sincronización evoluciona en un espacio de Hilbert de dimensión infinita. Para demostrar la efectividad
del controlador, se presentan los resultados numéricos de la sincronización generalizada de dos sistemas
Gray-Scott.
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1. INTRODUCCION

Normalmente, para controlar un sistema no lineal se busca
compensar las no linealidades de dicho sistema. Tal compen-
sación se puede realizar de diferentes maneras. Una de ellas, es
hallando una representación alterna del sistema, misma que fa-
cilite el diseño de un controlador. En este trabajo, utilizaremos
el llamado elemento primitivo diferencial para generar un ma-
peo que permita hallar la ya mencionada representación alterna
del sistema no lineal. Anteriormente, este concepto ha sido
utilizado en problemas de dimensión finita, (vea [1],[2],[3]).
En particular, Martinez-Guerra et al. resolvieron el problema
de sincronización generalizada de sistemas caóticos, tanto en
el caso entero como en el fraccional.

El elemento primitivo diferencial es objeto de estudio del
algebra diferencial, (vea [4]). Dadas sus caracterı́sticas, este
puede ser utilizado para generar un mapeo o trasformación
cuya primer componente es precisamente el elemento primi-
tivo diferencial. A través de este mapeo, es posible hallar una
representación equivalente conocida como forma canónica de
observabilidad generalizada. Esta representación es particular-
mente útil para atacar el problema de sincronización generali-
zada.

La sincronización es un fenómeno que sucede cuando el com-
portamiento de dos o más sistemas es igual transcurrido un
tiempo. La sincronización puede ocurrir naturalmente o de
manera forzada. La sincronización de sistemas dinámicos ha
sido objeto de estudio desde 1990, cuando se demostró la
posibilidad de sincronizar sistemas caóticos, (vea [5]). Pecora
y Carroll demostraron que era posible lograr la sincronización
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de sistemas idénticos, también conocida como sincronización
idéntica. Para ello era necesario un acoplamiento unidirec-
cional (configuración maestro-esclavo) que satisfaciera ciertas
propiedades geométricas. No obstante, tales propiedades no
siempre se satisfacen, tal que es necesario el uso de algún
tipo de controlador, [6],[7],[8]. Con ayuda de un controla-
dor, además de resolver el inconveniente de las propiedades
geométricas, es posible incluso sincronizar sistemas estric-
tamente diferentes. En tal caso, se habla de sincronización
generalizada.

El concepto de sincronización generalizada fue inicialmente
propuesto para estudiar la sincronización de sistemas estric-
tamente diferentes. En este trabajo, la definición de sincro-
nización generalizada utilizada se basa en la existencia de
un mapeo o transformación H, tal que el estado del sistema
maestro µ y el del sistema esclavo ν satisfacen H(ν) = µ . Esta
definición fue introducida en [2]. Debido a la existencia de
una relación entre los sistemas, el concepto de sincronización
generalizada toma relevancia en cuestiones prácticas, dado
que es casi imposible construir dos sistemas completamente
idénticos. Además, es fácil notar que este concepto es una
generalización, pues si el mapeo H coincide con la identidad,
hablamos de sincronización idéntica, (vea [9]).

En [2] se sincronizaron sistemas estrictamente diferentes ha-
ciendo uso del ya mencionado elemento primitivo diferencial.
No obstante, los sistemas considerados ahı́ son sistemas descri-
tos por ecuaciones diferenciales ordinarias. En este trabajo se
mostrará que es posible emplear una metodologı́a similar para
sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales.
Para ello, es necesario tener en cuenta que la solución de los
sistemas involucrados evoluciona en un espacio de Hilbert de
dimensión infinita, tal que es necesario hacer un análisis de
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estabilidad diferente al que normalmente se harı́a para sistemas
en dimensión finita.

2. DEFINICIONES

A continuación se introducen algunas nociones básicas del
algebra diferencial.

Definición 1. Un campo K dotado de un conjunto finito
∆ = {∂1, ...∂n} es denominado un campo diferencial, denotado
como (K,∆), si ∂1, ...,∂n son derivadas ∂i : K → K tales que

1) ∂i(a+b) = ∂i(a)+∂i(b)
2) ∂i(ab) = ∂i(a)b+a∂i(b)

Para todo a,b ∈ K.

Note que, (K,∆) es un campo diferencial ordinario si ∆ = {∂}
y un campo diferencial parcial si ∆ = {∂1, ...,∂n}.

Definición 2. Sean (L,∆L) y (K,∆K) campos diferenciales
con ∆L =

{

∂ L
1 , ...,∂

L
n

}

y ∆K =
{

∂ K
1 , ...,∂ K

n

}

respectivamente.
La extensión L/K es una extensión de campo diferencial si
K ⊂ L y para i,1 ≤ i ≤ n,

∂ K
i |L = ∂ L

i

Por simplicidad, en lo que sigue (K,∆) será denotado única-
mente como K.

Definición 3. Todo elemento a ∈ L se dice diferencialmente
algebraico sobre K si satisface una ecuación algebraica dife-
rencial cuyos coeficientes pertenecen a K. Si todo elemento de
L es diferencialmente algebraico sobre K, la extensión de cam-
po diferencial L/K se dice ser diferencialmente algebraica.

Sean u = (u1, . . . ,um) y y = (y1, . . . ,yp) conjuntos de canti-
dades diferenciales. Un sistema dinámico puede ser definido
como una extensión de campo diferencial K < u,y>/K < u>
con entrada u y salida y, la cual es algebraicamente diferencial.

Definición 4. El elemento ζ ∈ L es un elemento primitivo
diferencial de la extensión de campo diferencial L/K tal que L
es diferencialmente generado por ζ y K, i.e. K < ζ >= L.

Definición 5. Considere dos sistemas dinámicos acoplados
unidireccionalmente. Los sistemas están dados por

Σm :=

{

∂ (µ) = Fm(µ,um)
ym = hs(µ)

Y por

Σs :=

{

∂ (ν) = Fs(ν ,us(ym,ν))
ys = hm(ν)

Donde µ ∈ R
nm y ν ∈ R

ns . Fm y Fs son polinomios de sus
argumentos. Las funciones hm y hs son analı́ticas.

Los sistemas Σm y Σs estan en un estado de sincronización
generalizada si existe un elemento primitivo diferencial ζ que
genere el mapeo H : Rns → R

nm , con H = Φ−1
m ◦ Φs, una

variedad algebraica N = {(µ,ν)|µ = H(ν)} y un conjunto
compacto B ⊂ R

nm ×R
ns , N ⊂ B, tal que toda trayectoria con

condiciones iniciales en B se aproxime a N conforme t → ∞.

Cuando la condición de sincronización generalizada se satis-
face, se tiene que

lı́m
t→∞

||H(ν)−µ||= 0.

O equivalentemente

lı́m
t→∞

||e(t)||= lı́m
t→∞

||δ −η ||= 0.

Con δ = Φm(µ) y η = Φs(ν). La variable e(t) es conocida co-
mo error de sincronización y es solución del siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales parciales

et = Ae (1)

Donde A es algún operador lineal. La solución del sistema
(1) evoluciona en un espacio de Hilbert de dimensión infinita.
De tal manera que para analizar la estabilidad del sistema, se
recurre a la teorı́a de semigrupos y a la teorı́a espectral, [11],
[12].

Considere el sistema lineal (1), donde A es algún operador
lineal en un espacio de Hilbert E. La solución del sistema esta
dada por

e(t) = S(t)e0

Donde e(0) = e0 y S(t) es un semigrupo fuertemente continuo.

Definición 6. Una familia de operadores acotados S(t), con
t ≥ 0, en un espacio de Hilbert E, se denomina un semigrupo
fuertemente continuo si

1) S(0) = I
2) S(t)S(s) = S(t + s)
3) lı́ms→t ||S(s)e−S(t)e||= 0

Para todo e ∈ E y para todo t,s ≥ 0.

Definición 7. El semigrupo S(t) es exponencialmente es-
table si existen ∞ > M ≥ 1 y α > 0 tales que ||S(t)|| ≤
M exp(−αt) para todo t ≥ 0.

Definición 8. El sistema (1) es estable si el operador lineal
A genera un semigrupo exponencialmente estable.

Definición 9. Un operador lineal A en un espacio de Hilbert
E genera un semigrupo fuertemente continuo que satisface
||S(t)|| ≤ M exp(−αt) si y sólo si A es cerrado, denso y
Re(λ ) < −α para todo λ ∈ σ(A). Donde σ(A) denota el
espectro de A.

De lo anterior, es evidente que la estabilidad exponencial de
S(t) depende principalmente de α . Sin embargo, la estabilidad
exponencial del sistema (1) puede ser determinada directa-
mente del llamado radio espectral del semigrupo. Para ello,
consideremos la siguiente relación

r(S(t)) = exp(α0t)

Donde α0 y r(S(t)) se definen a continuación.
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Definición 10. El lı́mite de crecimiento de un semigrupo
fuertemente continuo es

α0 = in f {α | ||S(t)|| ≤ M exp(αt),∀t ≥ 0,1 ≤ M < ∞}

Definición 11. El radio espectral de S(t) para algún t > 0 es

r(S(t)) = sup{|Λ| | Λ ∈ σ(S(t))}

Donde σ(S(t)) es el espectro del semigrupo y está dado por

σ(S(t))\{0}= {exp(λ t) | λ ∈ σ(A)}

Por lo tanto, si el radio espectral r(S(t))→ 0 conforme t → ∞,
entonces Re(λ )≤−α0 < 0 para todo λ ∈ σ(A) y por lo tanto
el sistema (1) es asintóticamente estable.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

A continuación se presenta una metodologı́a basada en el ele-
mento primitivo diferencial para la sincronización generaliza-
da de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales parciales.
Considere dos sistemas en una configuración maestro-esclavo.
El sistema maestro está dado por

∂ µ

∂ t
= Lmµ +Nm(µ), µ ∈ R

nm

ym = hm(µ) (2)

Con condiciones iniciales µ(0) = µ0. Por su parte, el sistema
esclavo es

∂ν

∂ t
= Lsν +Ns(ν), ν ∈ R

ns

ys = hs(ν) (3)

Con condiciones iniciales ν(0) = ν0. Lm y Ls son operadores
lineales diferenciales, Nm y Ns son términos no lineales. Las
funciones hm y hs son funciones analı́ticas. Rnm y R

ns denotan
el espacio n-dimensional del sistema maestro y esclavo respec-
tivamente.

Definamos ahora un elemento primitivo diferencial para cada
sistema como una combinación lineal tal que para el sistema
maestro tenemos

δ = ∑
i

αiµi, αi ∈ R< u >

Mientras que para el sistema esclavo

η = ∑
i

βiνi +∑
j

γ ju j, βi,γ j ∈ R< u >

Sin pérdida de generalidad, se considera la entrada del sistema
maestro um = 0. Por lo tanto, la entrada del sistema esclavo us

es denotada simplemente como u. A partir de cada elemento
primitivo diferencial se generan las siguientes transformacio-
nes

Φm =









δ
∂δ/∂ t

...

∂ n−1δ/∂ tn−1









, Φs =









η
∂η/∂ t

...

∂ n−1η/∂ tn−1









Estas, satisfacen Φm(µ) = δ y Φs(ν) = η . De tal manera
que los sistemas maestro y esclavo pueden ser representados
respectivamente como

∂δ j

∂ t
=δ j+1

∂δn

∂ t
=Lm(δ1,δ2, ...,δn) (4)

Y como
∂η j

∂ t
=η j+1

∂ηn

∂ t
=Ls(η1, ...,ηn,ut0 , ...,utn−1

)+utn (5)

Para 1 ≤ j ≤ n−1 y donde uti = ∂ iu/∂ t i.

Sea el error de sincronización

e(t) = δ (t)−η(t) (6)

Luego, de (4) y (5) tenemos que

e j,t = e j+1

en,t = Lm −Ls −utn (7)

Nuevamente, para 1 ≤ j ≤ n−1 y donde ek,t = ∂ek/∂ t.

El controlador dinámico es obtenido a partir del siguiente
sistema extendido equivalente

e j,t = e j+1

en,t = Lm −Ls −utn

ut j
= ut, j+1

utn = Lm −Ls +
n

∑
i=1

Kiei, ki > 0 (8)

Por lo tanto, en lazo cerrado, el sistema (7) es

et = Ae (9)

Donde la matriz A es

A =













0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

−k1 −k2 . . . −kn−1 −kn













Notemos que A es un operador lineal que genera el semigrupo

S(t) =

{

exp(At) | máx
||e||=1

||Ae|| ≤ R ∈ R,∀e ∈ E

}

Donde E es un espacio de Hilbert y

exp(At) :=
∞

∑
k=0

(At)k

k!

Esta familia de operadores es fuertemente continua y satisface
exp(A(0)) = I, exp(A(t + s)) = exp(At)exp(As),∀t,s ≥ 0. Por
lo tanto, el semigrupo S(t) es un semigrupo fuertemente conti-
nuo. Ası́, tenemos que el sistema (9) es asintóticamente estable
si el radio espectral r({exp(At)})→ 0 conforme t → ∞.
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Teorema 1. Si existe un controlador dinámico, dado por (8),
tal que el error de sincronización satisface

lı́m
t→∞

||e(t)||= 0

o equvalentemente

lı́m
t→∞

||H(ν)−µ||= 0

Entonces, los sistemas (2) y (3) están en un estado de sincro-
nización generalizada

✷

4. EJEMPLO

El sistema de Gray-Scott es un modelo autocatalitico de dos
reacciones irreversibles. Este modelo presenta caos espacio
temporal. Sus patrones espaciales pueden ser observados en la
naturaleza, (vea [13]). Tales patrones dependen de la cantidad
de las sustancias involucradas en la reacción.

El sistema Gray-Scott está dado por las siguientes ecuaciones
diferenciales parciales

∂X

∂ t
=−XY 2 +Γ(1−X)+DX ∇2X

∂Y

∂ t
= XY 2 − (Γ+Θ)Y +DY ∇2Y (10)

Donde X y Y representan la concentración de substrato y ac-
tivador respectivamente. El operador ∇2 denota el Laplaciano
del sistema. Γ es la relación de alimentación, Θ es la velocidad
de reacción, mientras que DX y DY son constantes de difusión.

Sean

∂ µ1

∂ t
=−µ1µ2

2 +Γm(1−µ1)+Dµ1
∇2µ1

∂ µ2

∂ t
= µ1µ2

2 − (Γm +Θm)µ2 +Dµ2
∇2µ2

ym = µ1 (11)

Y

∂ν1

∂ t
=−ν1ν2

2 +Γs(1−ν1)+Dν1
∇2ν1

∂ν2

∂ t
= ν1ν2

2 − (Γs +Θs)ν2 +Dν2
∇2ν2

ys = ν1 (12)

Dos sistemas Gray-Scott. El primero es denominado como
sistema maestro y el segundo como sistema esclavo.

El comportamiento de estos sistemas, en su caso unidimen-
sional, puede ser observado en las figuras 1 y 2. Los patrones
espaciales presentados por estos sistemas son completamente
diferentes entre sı́. Este comportamiento es influenciado por
las condiciones iniciales ası́ como por los parámetros del sis-
tema y es ampliamente estudiado en la teorı́a de Turing, (vea
[14]).

Sea δ1 = µ1 elemento primitivo diferencial del sistema maes-
tro, tal que

Φm(µ) =

(

δ1

δ2

)

=

(

µ1

∂ µ1

∂ t

)

(13)

Por lo tanto, el sistema (11) puede ser expresado como

∂δ1

∂ t
=δ2

∂δ2

∂ t
=−

(

µ2
2 +Γm

) ∂ µ1

∂ t
−2µ1µ2

∂ µ2

∂ t
+Dµ1

∂∇2µ1

∂ t
=Lm(µ) (14)

Por otro lado, para el sistema esclavo definamos η1 = ν1 +u1

como su elemento primitivo diferencial. De tal manera que

Φs(ν) =

(

η1

η2

)

=

(

ν1 +u1

∂ν1

∂ t
+u2

)

(15)

Por lo tanto, tenemos que el sistema esclavo es equivalente a

∂η1

∂ t
=η2

∂η2

∂ t
=−

(

ν2
2 +Γs

) ∂ν1

∂ t
−2ν1ν2

∂ν2

∂ t
+Dν1

∂∇2ν1

∂ t
+u3

=Ls(ν)+u3 (16)

De (14) y (16) tenemos que

∂e1

∂ t
= e2

∂e2

∂ t
= Lm −Ls −u3 (17)

Se propone el controlador dinámico obtenido a partir del
siguiente sistema equivalente

e1t = e2

e2t = Lm −Ls −u3

u1t = u2

u2t = u3 = Lm −Ls +
n

∑
i=1

kiei (18)

Tal que en lazo cerrado tenemos

et = Ae =

(

0 1
−k1 −k2

)(

e1

e2

)

(19)

La estabilidad exponencial del sistema (19) puede ser determi-
nada de la siguiente manera. Considere el espectro de la matriz
A dado por

σ(A) = {λ1,λ2}

=

{

−
1

2

(

k2 +
√

−4k1 + k2
2

)

,−
1

2

(

k2 −
√

−4k1 + k2
2

)}

De tal manera que el radio espectral del semigrupo generado
por A es

r({exp(At)}) = sup{|exp(λ1t)|, |exp(λ2t)|}
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Figura 1. Sistema Gray-Scott maestro con relación de alimentación Γm = 0,09, velocidad de reacción Θ = −0,01 y constantes
de difusión Dµ1

= 0,63, Dµ2
= 0,8.

Figura 2. Sistema Gray-Scott esclavo con relación de alimentación Γm = 0,09, velocidad de reacción Θ =−0,01 y constantes de
difusión Dν1

= 0,63, Dν2
= 0,8.

Es posible notar que si k1,k2 > 0 entonces Re(λ1),Re(λ2)< 0
y por lo tanto r({exp(At)})→ 0 conforme t → ∞. Es decir, el
sistema (19) es asintóticamente estable.

4.1 Resultados Numéricos

La simulación numérica presentada a continuación considera
sistemas de Gray-Scott unidimensionales. La discretización
espacial se realizó haciendo uso del método de diferencias
finitas.

Las condiciones iniciales para ambos sistemas son aleatorias.
Por otro lado, los parámetros de los mismos fueron escogidos
de la siguiente manera. Relación de alimentacı́on Γm = Γs =
0,09, velocidad de reacción Θm = Θs =−0,01 y constantes de
difusión Dµ1

= Dν1
= 0,63, Dµ2

= Dν2
= 0,8. Las ganancias

del controlador dinámico son k1 = 200 y k2 = 500.

En la figura 3 es posible apreciar que el error de sincronización
en cada punto del espacio discretizado tiende a cero, por lo
tanto, es posible hablar de sincronización generalizada. Por
otro lado, las figuras 4 y 5 muestran los patrones espacia-
les correspondientes a cada sistema, mismos que son iguales
después de transcurrido un tiempo. Debemos notar que estos
corresponden a las coordenadas transformadas de ambos siste-
mas, es decir, es posible visualizar esta sincronización gracias
a los mapeos generados para ambos sistemas a partir de sus
respectivos elementos primitivos diferenciales.

Figura 3. Error de sincronización en cada punto del espacio
discretizado.

5. CONCLUSION

Se presentó un controlador dinámico para la sincronización
generalizada de sistemas gobernados por ecuaciones diferen-
ciales parciales. El diseño del controlador dinámico se realizó
en función de la existencia del denominado elemento primitivo
diferencial. El controlador dinámico fue empleado para resol-
ver el problema de sincronización generalizada dado que es
posible hallar un mapeo H = Φ−1

m ◦Φs que permite observar
un comportamiento común de los sistemas involucrados. No
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Figura 4. Sincronización generalizada de la concentración de substrato.

Figura 5. Sincronización generalizada de la concentración de activador.

obstante, el mismo podrı́a ser utilizado para resolver cualquier
otro problema de seguimiento de trayectoria. Por otro lado,
se comprobó la estabilidad exponencial del sistema en lazo
cerrado. Para dicho análisis se utilizaron algunos aspectos de
la teorı́a de semigrupos y la teorı́a espectral, debido a que el
error de sincronización evoluciona en un espacio de Hilbert de
dimensión infinita. Tal análisis, proporciona un criterio para la
elección de las ganancias del controlador. Finalmente, notemos
que la metodologı́a utilizada puede ser empleada para sincroni-
zar sistemas estrictamente diferentes, no solo idénticos, como
se hizo en este trabajo.
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[15] L. Torres, G. Besançon, C. Verde, J.F. Guerrero-
Castellanos, Generalized synchronization of a class of spa-
tiotemporal chaotic systems using nonlinear observers.,
International Journal of Bifurcation and Chaos, 25(11)
(2015), 1550149.

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019 748 Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx


