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Resumen: En este trabajo se investiga el surgimiento de comportamiento comtn entre un grupo
de redes formadas por nodos idénticos pero con estructuras de conexién diferentes. Para logra
sincronizacion completa se usa una senal de forzamiento externa, la cual se aplica solo corto
periodo de tiempo, a este esquema le llamamos sincronizacién en lazo abierto. La novedad de
este enfoque es que las redes estan desacopladas una vez que la senal de forzamiento es retirada,
sin embargo se preserva su comportamiento sincronizado. En este contribucién nos acotamos
al caso de redes de tres nodos con conexiones direccionadas e investigamos numéricamente el
surgimiento de sincronizacién en lazo abierto.
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1. INTRODUCCION

Una red dindmica compleja es un conjunto de subsistemas
interconectados formando un grafo, en el cual cada nodo
es una unidad funcional con su propia dindmica y cada
enlace representa interaccion entre ellos. Un tema de
interés en el estudio de red dindmicas es el surgimiento
de autoorganizacion entre los estados de sus subsistemas;
de los fendmenos autoorganizados, el mas estudiado es la
sincronizacion. El fenédmeno de sincronizacién se puede
definir como el proceso donde dos 0 mas sistemas dindmi-
cos ajustan su movimiento a un comportamiento comun a
medida que el tiempo avanza hacia el infinito Boccaletti
et al. (2002). Este fenémeno puede aparecer de manera
espontanea presentandose tanto en sistemas naturales,
como en sistemas hechos por el hombre, donde indepen-
dientemente de su naturaleza los sistemas sincronizan
sus ritmos a través un canal que les permite transferir
informacién entre ellos Pikovsky et al. (2003).

En los ultimos anos el estudio de sistemas modelados
como redes ha tomado gran relevancia para la comunidad
cientifica. En particular el surgimiento de sincronizacién

* Durante este trabajo A. Ruiz-Silva recibié becas del Consejo
Nacional de Ciencia y Tecnologia (No. 424195) y del Instituto
Potosino de Investigacién Cientifica y Tecnoldgica, A.C.

Puebla, Puebla, México, 23-25 de octubre de 2019

en redes de nodos idénticos acoplados de manera lineal,
simétrica y difusiva. Generalmente el fenémeno de sin-
cronizacién en redes dindmicas se define en términos de
tener una evolucion dindmica idéntica de las variables de
estado en cada uno de los nodos de la red, por lo tanto,
se suele llamar sincronizaciéon completa. Para evaluar la
estabilidad del comportamiento sincrono en una red, dos
aspectos son importantes, por un lado la naturaleza de
los nodos aislados y por el otro la estructura de conexién
entre ellos. En este sentido suponiendo un acoplamiento
simétrico y difusivo suficientemente fuerte la red dindmica
logra asintéticamente la sincronizacién completa de sus
nodos Wang and Chen (2002); Chen et al. (2015). En la
literatura, es posible encontrar extensiones sobre el anali-
sis de sincronizacién en sistemas interconectados, don-
de se consideran variantes del modelo como conexiones
ponderadas, dependientes del tiempo, o dirigidas. Estas
variantes pueden ser interpretadas como cambios en la
matriz de acoplamiento que describe el grafo de conexién
de la red. Més aun, es posible considerar que las conexio-
nes son funciones de acoplamiento no lineal Boccaletti et
al. (2002); Arenas et al. (2008). Sin embargo, son pocos
los trabajos que abordan el problema de sincronizacién
para multiples redes acopladas Boccaletti et al. (2014).

En esta contribucién extendemos la metodologia de sin-
cronizacién en lazo abierto, propuesta por Pena-Ramirez
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Figura 1. Esquematico para la sincronizacién en lazo
abierto de subredes.

et al. (2015), al caso de redes con nodos idénticos y
acoplamiento diferentes. El resultado principal de este
trabajo es mostrar que diferentes redes no acopladas entre
si, pueden lograr un comportamiento comun después de
ser expuestas a una senal de sincronizacién durante un
periodo suficientemente largo. En primera instancia ase-
guramos que cada red aislada se sincroniza a su propia
solucién de sincronizacion, de modo que cuando todas las
subredes son expuestas a la misma senal de sincronizacién
las diferencias entre sus comportamientos desaparecen,
luego cuando la senal de sincronizacién es retirada las
redes asiladas se mueven al unisono. En términos gene-
rales, buscamos resolver el problema de sincronizar M
subredes de N nodos bajo un esquema de sincronizacién
en lazo abierto donde la senal de sincronizacién se aplica
solo por un tiempo corto a un solo nodo de la red. La
novedad del trabajo presentado aqui es que la senal de
sincronizacion provine de un sistema externo que no re-
quiere ninguna informacién de la dindmica o estructura de
las redes interconectadas para lograr la sincronizacién. En
este trabajo, acotamos nuestro estudio al caso de subredes
direccionadas compuestas por tres sistemas dindamicos
donde solamente se aplica la senal de sincronizacién a
uno de ellos.

El resto de la contribuciéon se organiza como sigue: el
modelo de red dindmica y su sincronizacion es presentado
en la seccién 2. En la seccién 3 se presenta el diseno de
sincronizacion el lazo abierto para el caso de subredes
con tres células beta con diferentes estructuras de aco-
plamiento. Las simulaciones numéricas presentadas en la
seccién 4, son utilizadas para ilustrar la efectividad del
algoritmo de sincronizacién propuesto. Para terminar la
contribucién en la seccién 5, se presentan comentarios
finales y conclusiones.

2. DESCRIPCION DE SUBREDES DINAMICAS

Consideremos un conjunto de M redes desacopladas,
donde cada una de ellas esta conformada por Nj nodos
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idénticos, a su vez, cada nodo es un sistema dindmico
n-dimensional descrito por

i) = £l (1) (1)
donde el subindice indica el nimero de nodo en la subred
y el superindice indica a que subred corresponde en la
red. La variable xg»k] (t) = [xyi] ), -, acy;] t)]T € R"esel
estados del i-esimo nodo de la k-esima subred; la funcién
f R — R” es la funcién no lineal que describe la
dindamica de los nodos.

Suponga que una subred es la conexién de varios de
los nodos (1) en una estructura descrita por la matriz

Laplaceana Al = {ay;]} € RMeXNe De modo que cada
subred se describe por:

Ny,
[k k k k
i) = fa @) + g Yl M), (2)
j=1
para ¢ = LNy vy k= 1,2,..., M. La constante

g!¥l > 0 representa una fuerza uniforme de acoplamiento;
la matriz de acoplamiento externa de la k-esima subred
Al*l es constante y suma cero por renglén, para la cual,
si existe una conexién entre los nodos ¢ y j, entonces

[k]

> 0, de otra manera a =0 (i # j). Los elementos

de la diagonal de A[K satlsfacen las restricciones de
acoplamiento difusivo, es decir, ayf] = —Z;Vkl joi ij
para Vi. La matriz de acoplamiento interno de la k-esima
subred T'*l € R™ " es constante de cero-uno y describe

cuales variables de estados se conectan de nodo a nodo.

Para cada subred dindmica (2), la sincronizacién com-
pleta se logra cuando todos sus nodos evolucionan al
unisono. Esto se puede expresar como pedir que en el
limite conforme ¢t — 0o exista una solucién tal que

o () =2l = =ay 0 =51 @)

donde s*l(t) € R™ es llamada la solucién de sincroni-
zacion de la k-esima subred. Una forma de interpretar la
solucién de sincronizacién es como la solucién de la subred
donde cualquier nodo evoluciona igual que cualquier otro
nodo. En este caso, para un acoplamiento difusivo el
segundo término derecho de (2) es igual a cero, entonces
tenemos §Fl(t) = f(s¥)(t). Sincronizacién completa de
(2), quiere decir que la solucién (3) es asintdticamente
estable Chen et al. (2015).

Para determinar el surgimiento de sincronizacién comple-
ta primero definimos los errores de cada nodo respecto
de su solucién de sincronizacién: el (t) = 2" (1) — s¥)(1)
para i = 1,2,...,Ni. A partir de estos errores, lineali-
zando sobre s*l(t) se puede obtener la siguiente funcién
variacional del error

M) = D(sM) )M o) +g’“2a’“r EHONNC)

Jj=1
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Figura 2. Tren de pulsos con « = 24, T =6, 7 =3y
tyin = 120.

donde Df(-) es la matriz Jacobiana de f(-) evaluada en
sl¥l(t). Bajo la suposicién que la matriz A*! es diagona-
lizable de modo que se puede usar un cambio de coordi-
nadas para reescribir (4) como un conjunto de ecuaciones
diferenciales lineales variantes en el tiempo

[k k k

e = (DI @) + g NI (5)
con i = 1,2,..., N, donde )\Ek] son los eigenvalores de la
matriz A¥l. Si ademss, los eigenvalores de A*] se pueden
ordenar como 0 = A\ > Ag > A3 > ... > A, . Entonces,
la estabilidad de la solucién (3) puede ser establecida
mediante la funcién de Lyapunov V(sgk]) = sgk]TPsgk]
con P=P" >0 € R" " como se describe en el siguiente
resultado Wang and Chen (2002a).

Lemma 1. Para la k-esima subred (2), suponga que
existen una matriz P > 0, dos contantes d < 0y 7 > 0,
tal que

[Df (s + ar¥) TP + P[Df(s™) + ar¥] < —7T,, (6)

para toda d < d, donde I,, € R"*" es una matriz unitaria.
Si ademas

g < d (7)

entonces el estado sincronizado (3) es exponencialmente
estable.

Considere que M subredes con topologia de conexiéon di-
ferentes se conectan mediante una senal de sincronizacion
generada por un sistema dindmico externo que se conecta
como se muestra en la Figura 1, cuya ecuacion de estados
se describe por

#1(0) = £@(®) + 9 3 af T (1) + Beu(), (8)

donde B € R™ es un vector de entradas, y cs(t) € R
es una senal escalar de sincronizacién generada como se
indica en la siguiente seccion.

Un aspecto particular de la conexién propuesta es que
cs(t) esta activada solo por un periodo de tiempo pequeno
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Figura 3. Senal de sincronizacion c,(t) generada por (10).

después del cual su valor es cero. En esta contribucién con-
sideramos subredes con diferentes estructuras de conexién
las cuales después de que las subredes estan expuestas a
la misma senal de sincronizacién por un tiempo suficien-
temente largo cuando la senal se desvanece cada subred
siguen la solucién de sincronizacion. A este fenémeno se
le llama sincronizacion en lazo abierto Pena-Ramirez et
al. (2015).

3. DISENO DE SINCRONIZACION

En esta contribucién utilizamos una senal externa de
sincronizacion similar a la utilizada en Pena-Ramirez et
al. (2015). En particular, consideramos que la senal de
sincronizacién es producida por un tren de impulsos p(t)
de la siguiente forma:

o, simod(t,T) <7y mod(t,T)<trn
p(t) = { 0, en caso contrario ()

donde « es la amplitud del pulso, mod(a, b) es el sobrante
de la divisiéon de a entre b, T es el periodo del tren de
impulsos, 7 < T es la duraciéon de encendido del pulso y
tfin es la duracion de la senal de sincronizacién. La forma
del tren de pulsos utilizado en esta investigacion es similar
al presentado en la Figura 2.

El sistema que genera la senal de sincronizacién (Figura
3) surge de pasar el tren de pulsos por un sistema
asintéticamente estable de segundo orden descrito por:

{28] - {—(1).8 —%.5] [28” + {ﬂp(t), (10)

et = .0 | 2] (1)

En este trabajo para investigar la sincronizacién de lazo
abierto nos limitamos a nodos que son modelos del
comportamiento eléctrico de la célula beta Pernarowski
(1998):
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i1(t) = ~5a1 (1) + auer (0 + (1= a(w? =) (1)
71‘2(2) — I’g(t),
ia(t) = (1= Z)aa(t)’ + auzy (1) —a(u® —iP)ma(r) (12)

w3(t) = y(B(z1(t) —up) — x3(t)).

Donde a = 0.25, n = 0.75, u = 1.5, 8 = 4.0, up = —0.954,
v = 0.0025, z(t) = [z1(t),22(t),23(t)]T € R3, con
x1(t) asociado al voltaje de la membrana; x2(t) con las
concentraciones de iones y x3(t) es la variable lenta de
cambio de concentraciones. El comportamiento de modelo
de células beta se presenta en la Figura 4.

Asi mismo, nos enfocamos en subredes de tres nodos para
las cuales solamente se aplica la senal de sincronizacién a
un solo nodo en la red. En este sentido los nodos pueden
ser conectados en las formas mostradas en la Figura 5.
En particular, consideramos que la senal de sincronizacién
¢s(t) se aplica solo en la primer coordenada x1(t).

Un aspecto importante a considerar es la controlabilidad
de la red expuesta a la senal de sincronizacién. En
particular, la controlabilidad estructural de las subredes
en la Figura 5 se pueden establecer facilmente en el
caso de sistemas lineales directamente de los pesos de las
conexiones, esto es Chen (2017):

Para la cadena dirigida controlada desde la raiz, la matriz
10 0

de controlabilidad estructural es C; = [O fo1 O ] , la
0 0 fa1l5

cual es de rango pleno, es decir la subred es controlable.

100
Cy = [0 Loy 0] corresponde a la cadena dirigida y con-
043 0

trolada desde el centro, la cual no es controlable. Final-

mente, cerrando la cadena con enlaces bidireccionales la
10 0

matriz de controlabilidad es C3 = [0 lo1 lo3l3 ] la cual
0 31 32021

es controlable bajo la condicién de que fo303; # (3203;.

Por otro lado, la controlabilidad del nodo se puede es-
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752

tablecer, al menos localmente, mediante el Jacobiano de
(12), que es:

a(z1(t)) 1 1
J(a1(t)) = [b(xl(t)) —10 ] (13)
v 0 -1
donde a(x1(t)) = —ax1(t)? + 2auzi(t) + (1 — a(u® —

%)), y blai(t)) = 3(1 — §)a1(t)? + 2auw1(t) — a(u® —
n?). Donde la accién de control solo entra en la primer

coordenada, es decir, B = [I,O,O]T. Entonces, la matriz
de controlabilidad local tiene la forma:

L a(zi(t)) a(z1(t))? +b(x1(t) + 75
0 b(z1(t)) a(z1(t)b(z1(t)) — b(z1(t))
0 B YBa(z1(t)) — B

Donde por construccién tenemos rango pleno, esto signi-
fica que el modelo de célula beta es controlable, al menos
localmente, desde la primer coordenada.

Cs(z1(t)) = (14)

Es importante notar que aunque sepamos que la su-
bred es estructuralmente controlable y los nodos son lo-
calmente controlables, no es suficiente para determinar
que la red resultante lo sea Chen (2017). Para esta-
blecer la controlabilidad de nuestro arreglo de células
beta como una cadena direccionada controlada desde
la raiz se obtiene una matriz de controlabilidad para

la variable de estados [z1(t),z2(t), z3(t)] a partir de:
B = [1,0,0,0,0,0,0,0,0] "
controlada desde la raiz es:

y el Jacobiano de la cadena

N J(w1(1)) 0 0
Ac’r‘ - [ dl J(.’El(t),.'l,‘4(t>) 0 ] (15)
0 ary J(xa(t), z7(t))

[21 00 632 00
donde &; = l 00 01 [ 00 0] J(x1(t), x4(t)) =
000 000
J(xa(t)) + Jwa(t), 0,07y J(wa(t), 27 (1)) = J(wo(1)) +
[x7(t)70 0]

Por otro lado, el Jacobiano de la cadena controlada desde
el centro esta dada por:

~ J(z1(t)) 0 0
Acc - l dl J(xl(t)’x‘l(t)) 0 ‘| (16)
a2 J(w4(t), 27(1))

Cabe remarcar que la matriz de controlabilidad C. =
[B,ACTB,
ladas desde la raiz y desde el centro es de rango completo.
En este sentido, en los ejemplos numéricos presentados
en la siguiente seccion utilizamos dos redes de estructura
diferente pero que son controlables desde la senal de
sincronizacion, razoén por la cual surge la sincronizacién
de lazo abierto entre ellas a pesar de su diferencia estruc-
tural.

Agé} para la cadena de celulas beta contro-

4. RESULTADOS NUMERICOS

Para ilustrar el surgimiento de sincronizacién en lazo
abierto, realizamos el experimento que se muestra en
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Figura 5. Redes de tres nodos con una sola entrada.
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Figura 6. Experimento numérico de sincronizacién de lazo
abierto con diferentes estructuras.

la Figura 6. Donde el sistema externo y la senal de
sincronizacién son los descritos en (9)-(10), mientras los
nodos son células betas idénticas descritas por (12). Aqui
la fuerzas de acoplamiento entre los nodos son iguales
lo1 = f31 = l32 = 2.5, con lo que se satisface la condicién
de sincronizacién de las subredes descrita en (7).

El estudio numérico que se muestra en la Figura 7 se
realizé de la siguiente forma: Durante los primeros 1000
instantes la senal de sincronizacién en lazo abierto esta
apagada. Internamente cada subred se sincroniza, luego se
aplica la senal de sincronizacién. Posteriormente, se activa
la senal de sincronizacién por 2000 instantes. Al remover
la senal de sincronizacién los estados todos los nodos de
las subredes terminan con sincronizacién completa. Al
terminar

5. COMENTARIOS FINALES

En esta contribucién se presenta el resultado de ampliar
los experimentos de sincronizaciéon en lazo abierto des-
critos en Pena-Ramirez et al. (2015) al caso de redes de
nodos idénticos. Mostramos que para redes controlables
en las cuales la senal de sincronizacién llega a todos
los nodos de las subredes este mismo fenémeno puede
puede observarse. Mas aun, inclusive si los arreglos de
las subredes son estructuralmente diferentes la sincroni-
zacién de lazo abierto sigue presentandose. El resultado
presentado aqui es preliminar ya que se enfoca en redes
de nodos idénticos de tamano tres en arreglos especificos,
actualmente trabajamos en encontrar soluciones para el
problema general en cuanto al tamano y la estructura.
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Figura 7. Estados de las células beta de ambas subredes
en sincronizacion de lazo abierto.
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