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Resumen: En este trabajo, se disena un control integral discontinuo de tercer orden para
realizar robustamente, el swing-up y la estabilizacién en tiempo finito de la posicién de arriba
del sistema de Péndulo de Rueda Inercial (RWP de sus siglas en inglés), a pesar de la presencia
de incertidumbres y perturbaciones no desvanecientes. El algoritmo de control produce una
senal de control continua, reduciendo el efecto de chattering usual en los controles por modos
deslizantes. Los resultados tedricos del articulo se verifican experimentalmente en el sistema

real.
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1. INTRODUCCION

El Péndulo de Rueda Inercial (RWP de sus siglas en
inglés) fue presentado por primera vez en Spong y Vid-
yasagar (1989) y es un sistema simple que presenta un
area amplia para la investigacién en la teoria de control.
Histéricamente, hay dos problemas principales que se han
estudiado:

= El swing-up: Diseno de un control que lleve al péndu-
lo de la posicién de abajo, a la posicién de arriba.

= La estabilizacion: Diseno de un control que mantenga
los estados en el origen (el péndulo en la posicién de
arriba).

El problema del swing-up se ha estudiado principalmen-
te usando el control basado en energia, desarrollado en
Astréom y Furuta (2000) (ver Andrievsky (2011) y Spong
et al. (2001)); este tipo de controladores suministran
energia al péndulo hasta que llega a una regioén cerca de
la posicion de arriba. Después es necesario cambiar a un
control estabilizante, por ejemplo, el control linealizan-
te por retroalimentacién (Moreno-Valenzuela y Aguilar-
Avelar (2017); Spong et al. (2001)), los modos deslizantes
(Andrievsky (2011), Gutiérrez-Oribio et al. (2018), Iriar-
te et al. (2013)), y el control basado en pasividad con
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interconexién y amortiguamiento (Ortega et al. (2002),
Srinivas y Behera (2008)).

La mayoria de los trabajos de estabilizacion transforma al
sistema a una representacion local, debido a que el control
que usan tiene una singularidad cuando el péndulo pasa
por la horizontal. Debido a esto, no se puede considerar
el problema de disefio de un control que resuelva los dos
problemas, el swing-up y la estabilizacién, en un solo paso.

Por lo tanto, una alternativa para solucionar esto, es usar
una representacién global del RWP, como son los trabajos
de Olfati-Saber (2001), Ryalat y Laila (2016) y Ye et al.
(2008). Estos articulos disenan un solo controlador que es
capaz de realizar el swing-up y la estabilizacién (Olfati-
Saber (2001) v Ye et al. (2008) usando backstepping
y Ryalat y Laila (2016) usando el moldeo de energia),
mostrando simulaciones de sus resultados. El problema es
que se requiere un torque para su realizacién no aceptable
para un experimento con el sistema real (esto tultimo
fue dicho en (Moreno-Valenzuela y Aguilar-Avelar, 2017,
Capitulo 8)). Mas atn, estos trabajos no consideran la
existencia de incertidumbres y o perturbaciones en el
sistema, un paso importante para el diseno de un control
robusto, lo cual es un objetivo de este trabajo.
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Para rechazar un tipo de perturbaciones (Lipschitz con-
tinuas), una alternativa es usar algoritmos por Modos
Deslizantes Continuos (Chalanga et al. (2013); Edwards y
Shtessel (2016); Laghrouche et al. (2017); Moreno (2016,
2018)), asumiendo que la dindmica del actuador sea sufi-
cientemente rapida. El primer algoritmo de este tipo fue
el Super-Twisting (Levant (1993, 1998); Seeber y Horn
(2017)). Después seguieron los algoritmos basados en el
Super-Twisting, como el Twisting Continuo (Mendoza-

Avila et al. (2017); Torres-Gonzalez et al. (2017)) y los
algoritmos Integrales Discontinuos (Moreno (2016), Mo-
reno (2018)). Todos estos controladores se conforman de
una parte estdtica homogénea que provee convergencia
en tiempo finito para el sistema nominal, y una parte
integral discontinua que rechaza tedricamente la pertur-
bacién Lipschitz. Estos algoritmos por modos deslizantes
homogéneos producen una senal de control continua, por
lo que el efecto del chattering debido a la discontinuidad
y la discretizacion, es fuertemente atenuada.

En este trabajo, el problema del swing-up y la estabiliza-
cién del RWP en un solo paso, es considerado. Se presenta
una transformacién para el sistema, con la cual se obtiene
una representacién global. Entonces, un Control Integral
Discontinuo de Tercer Orden (3-DIA de sus siglas en
inglés) se propone para resolver el problema.

El disefio de ganancias del 3-DIA se realizé para incre-
mentar el dominio de atraccién del origen (el péndulo
en la posicién de arriba), encerrando la posicién de aba-
jo del péndulo. El 3-DIA produce una senal de control
continua y asegura tedricamente convergencia exacta en
tiempo finito a la posiciéon de arriba, desde un conjunto
de condiciones iniciales que incluyen la posiciéon de abajo.
También, el 3-DIA es insensible a la presencia de pertur-
baciones Lipschitz. Para ilustrar los resultados obtenidos,
se realizaron experimentos comparando el controlador
propuesto con un algoritmo lineal.

La estructura del trabajo es la siguiente. El sistema en
lazo cerrado del RWP con el 3-DIA, el planteamiento
del problema y el resultado principal se presentan en la
Seccidén 2. Los experimentos realizados en el sistema real,
junto con la comparacion con el control lineal, se muestran
en la Seccion 3. Finalmente se dan las conclusiones del
trabajo en la Seccion 4.

Notacidn: Se define la funcién [-|7 :=| - |7sign(-), para
cualquier v € Rxg.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y
RESULTADO PRINCIPAL

Considere el sistema RWP mostrado en la Fig. 1. Se
describe un péndulo rotando en un plano vertical, con
pivote montado en una base estacionaria. El pivote de
la rueda esta acoplado al péndulo. Los ejes de rotacién
del péndulo y la rueda son paralelos entre si. La rueda
esta actuada por el torque 7 [Nm]. El vector de estados
es x = [x1, 79, 73,74)7, donde x1 [rad] es el dngulo entre
la posicién de arriba y el péndulo medido en direccién
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antihoraria (r; = 0 para la posicién de arriba del
péndulo), x5 [rad/sec] es la velocidad angular del péndulo,
x3 [rad] es la posicién angular de la rueda y x4 [rad/sec]
es la velocidad angular de la rueda.

Xa;

mass center

Figura 1. Péndulo de Rueda Inercial.

La dindmica del sistema fue presentada en Spong y
Vidyasagar (1989) y puede ser descrita por las siguientes
ecuaciones:

Trp =T2,
. doos W sin (.131) + di9boxy — di2T
T2 = D ’

1
T3 =T4, M)
. —do1 W sin (ml) —di1boxy + dinT
Ty = D )

donde
do1 =dy2 = dag = Ja,
d11 ::mllgl + mgl% + Jl + JQ,
D :=dy1das — d12d21 > 0,
m ::mllcl -+ mgll, W = ﬁ”Lg

Es féacil de obtener los puntos de equilibrio z* del sistema
(1), los cuales son

z* = [nm,0,p,0/7, peR, neZ. (2)

En este trabajo no se va a considerar el estado x3 (posicién
de la rueda) como un objetivo de control y solo se
controlaran los otros tres estados del sistema.

Definiendo el siguiente cambio de coordenadas global
(similar al usado en Olfati-Saber (2001))
21 1=d1172 + d1224,
29 =T, (3)
23 1 =9,
se puede reescribir el sistema como
21 =W sin (22),
S ()
_doomgsin (z2) + ba(21 — d1123) — dioT
D .

Ahora, si se hace el control 7 como

. doo W sin (2’2) + b;(zl — dllzg) — DV’ (5)
12

el sistema finalmente se convierte en
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21 =W sin (22),
22 =Z3, (6)
Z3 =V + (1),
donde ¢(t) son las incertidumbres/perturbaciones supues-
tas en el sistema, tipo Lipschitz, i.e. |¢(t)] < L.

Se presenta el 3-DIA escrito como

v=—ks [[z)% + 1 [22)d +hihia | +¢ .
. 1 40
(=—kn [21 + kro [22]|3 + krs [23] QJ )

el cual es una extension integral del controlador estético
presentado en Cruz-Zavala y Moreno (2017). Note que
debido a que la funcién discontinua sign se encuentra en
el integrador, la senal de control generada es continua.

El sistema en lazo cerrado de (6) con el controlador (7) y
la nueva variable z4 = ¢ + ¢(t) es
=W sin(z2),

Z9 =23,

i

+ 24 (8)

+ [—Z,Eﬂ ,

4 4 4 4 4
=— k3 “zSJE + k3 [22]3 + k3 ku1J

o

24 € —kn

4 4
[21 +kra[22]3 + ki3 [23] §J

donde L = ki
Il

Definicion 1. Sea el vector x € R™, su operador de
dilatacién se define como Af := (e"x1,...,e™mxy), Ve >
0, donde r; > 0 son los pesos de las coordenadas y
r es el vector de pesos. Una funcion V : R* — R
(respectivamente un campo vectorial f : R® — R", o
conjunto de vectores F(x) C R™) se llama r-homogénea
de grado m € R, si la identidad V(AL) = €™V (z) se
cumple (0 f(ATz) = emAT f(z), F(AL) = emATF(z))
Baccioti y Rosier (2005), Moreno (2016).

Observacion 1. Cerca del origen, el sistema (8) es ho-
mogéneo de grado m = —1 y pesos (r1,7r2,73,74) =
(4,3,2,1). Debido a propiedades de homgeneidad Levant
(2005), las precisiones tedricas de los estados después del
transitorio son |21 < A;74, |22] < AgTP) |23 < AzF? y
|24] < Ay7T,donde A; > 0coni=1,...,5y 7 como tiempo
de muestreo.

Realizando un andlisis de los puntos de equilibrio z* del
sistema (8) sin tomar en cuenta la accién integral z4,
resulta en

¥ = [—k;% fmrJ% ,nm, 07, neZz, (9)

y los puntos de equilibrio en las coordenadas originales x*
son

[an%]T, peER, neZ.

(10)

Se puede notar que los puntos de equilibrio (10) del RWP
se ven afectados por el valor de la ganancia k; del 3-DIA,
en comparacion con los puntos de equilibrio originales del
sistema (2), esto se muestra en la Fig. 2. Como resultado,
el 3-DIA puede empezar a actuar desde la posicién de

x* = [nm,0,p, d12
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abajo del péndulo con velocidades iguales a cero, que
en un principio era un punto de equilibrio del RWP con
entrada cero.

‘—o—Original RWP
~-kp =1

worky = 0.5

sy = 0.3

Figura 2. Puntos de equilibrio del RWP en funcién de k;.

Definiendo el nuevo vector de estados z = [21, 22, 23]
para el sistema (6), el objetivo de este trabajo es estabi-
lizar en tiempo finito el punto de equilibrio z = [0, 0, 0]"
empezando desde la posiciéon de abajo del péndulo x; =
z9 = £ con velocidades igual a cero, usando el 3-DIA
como entrada de control v, a pesar de la presencia de
perturbaciones tipo Lipschitz ¢(t). Debido a la Eq. (3) los
estados originales 1, 3, x4 alcanzaran el origen también.

Teorema 1. El origen del sistema (6) es localmente es-
table en tiempo finito, sin tomar en cuenta la posicién
de la rueda, cuando el control 7 toma la forma de (5)
y (7), v el conjunto de ganancias k;, con i = 1,2,3, se
escogen apropiadamente. Los puntos z = [r,0, ,0]T y
r = [-m,0, ,0]T, pertenecen a la regién de atraccién.

Prueba. Considere una funcién candidata de Lyapunov
homogénea (con m > 7)

m—2

ﬁZﬂ%Jrkl%élJ ! z3+

V3 =y Vo + — |23\ Bl +k

(-2

7n

4 1
[22]5 +E3e| + —vslal™,
m

donde
& =21 — ke [24)", & = Wsin(22) — ke |24]” 24,
ke =k 41(%1{%

R n mo _
Vo =—m [&a| % +*|22\3 tE T [&]” T ot
m m

3 m m
<1 - m) L IS

Usando la desigualdad de Young, es facil de mostrar que
la funcién V3 es positiva definida para cualquier constante
positiva 71, 72 and 3. Su derivada a lo largo de las
trayectorias del sistema (8) estd dada por

Vs =F1(2) + kn Fa(z, L), (11)

donde

CopyrightoAMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



F1 =v2Fk 5 (2) + k3Gry(2) + Fry(2),

m—2
m—2 m—2 4 4 7
Grg = — |:]'Z3J2 +k, 2 [[Zgjs +kf§1J ] X

4 2 4 4 4 —4 4 1 —1
r23J 2 4 k; ’—ZQJ 3 + k22 kf &1+ kg ’—Z4J — k3 24

m—2 4 4 m=6
Fry =ky 2 |[22]3 + k3 &

4 1 B
3 |z2]3 23 4+ k2 W sin(zz2) | X

2

(272) [t

m—3 m— 5
‘3) K, B e T [zQ + ki raﬁ” x

- m=3 m—
W sin(z2) + [[ZQJTS +k 3 (§1JT3i| z3

Frpp = {’Yl |—f§hlj%74 + (m4

4 4 4° -
Fy e — HV& +kr2[22]3 + ki3 [23] 2 + ke [24] J + [7L’LH X
m—6

Vs
91

m—2 4
—(m—2)kek, 2 k3

4 4
[22]3 + k&1 X

|:4’YQ k:g

4 |3 .
|:23 + k2 ’7|—Z2J% + kfélJ 4:| + 73 r24Jm_4:| A

El término sin(z3) en el sistema (6) puede verse como
z3 usando la aproximacién de Taylor y despreciando los
términos de alto orden, ya que pueden ser dominado
cerca del origen. Considerando esto, puede probarse que
la derivada de la funcién candidata de Lyapunov es ne-
gativa definida cerca del origen y puede concluirse que
el origen del sistema (8) es local y asintéticamente esta-
ble. Ademaés, por propiedades de homogeneidad Levant
(2005), el origen es localmente estable en tiempo finito
y por la Eq. (3), el origen del sistema (1) es localmente
estable en tiempo finito (esta prueba analitica se muestra
en Gutiérrez-Oribio et al. (2018), donde se provee la forma
del disefio de ganancias del 3-DIA).

La principal ventaja de la transformacién de coordenadas
(3) es que obtenemos una representacién global del sis-
tema (1). Como resultado, se puede estimar una regién
de atraccién para mostrar si los puntos de interés en el
espacio de estados estan encerrados en ella. Esto no puede
hacerse usando la transformacién presentada en Spong et
al. (2001) debido a que solo es vélida localmente.

Hay que notar que resolver analiticamente la funcién de
Lyapunov y su derivada para obtener un conjunto de
ganancias del 3-DIA que estabilicen el origen del sistema
lejos de él, es una tarea dificil. Por lo tanto, se pueden
obtener las ganancias usando un método numérico. Pri-
mero, se obtienen puntos sobre las superficies de nivel de
la funciéon de Lyapunov, i.e.,

2 m m=—2 4 4 m2
Vo=aVat = |z|¥ + k7 [[2a)f + k6] 2t
2 m 4 a7 1 m
(1_ ) ke’ “Z2J3 +Eig|T + Zmlal™ =0,
m m

(12)
donde C € R.
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Para realizar esto, se puede tomar ventaja de que la
funcién de Lyapunov es homogénea. Por lo tanto, se
toman valores de z sobre la esfera unitaria, i.e., ||Z]| =1

Z cos(0) - sin(¢) - sin(y))
Zo| _ |sin(0) - sin(o) - sin(v)
zZs| cos(@) - sin(v) ’
Z4 cos(1)

donde 6 € [0,27], ¢ € [0,7] , ¢ € [0,27]. Ahora, ya
que la funcién de Lyapunov satisface la propiedad de
homogeneidad

(13)

V3(ALZ) = €"V3(2) = C, (14)
podemos trasladar los puntos de la esfera unitaria a
superficies de nivel V3(z) = C como

c N 6251
" € 22
= = 1
€ <V(Z)) ) < 6223 ( 5)
€24

Ya que los puntos z se encuentran ahora sobre superficies
de nivel de la funcién de Lyapunov, se obtiene la derivada
(11) de estos puntos para diferentes valores de C.

En la Fig. 3 se muestran las superficies de nivel para
ganancias y; = 0.6, v2 = 20, v3 = 0.0001, m = 7,
ki1 = 0.55, ko = 2.3, ks = 12.7, kp = 0.15, k2 =
krs = 0y L = 0 (caso nominal) en el plano z; — zs.
Las superficies de nivel de color azul muestran que todos
los puntos dentro de ella tienen derivada negativa. Esto
quiere decir que las trayectorias que empiezan dentro de
ellas, convergeran al origen. Mientras que las de color rojo,
son puntos cuya derivada es no negativa, por lo que no
se asegura estabilidad dentro de ellas. Por otro lado, se
muestran los puntos de equilibrio del sistema: el origen
(estable), y los dos mas cercanos (inestables); y los puntos
de interés donde el péndulo se encuentra en la posiciéon de
abajo con velocidades cero (los cuales se muestran dentro
de la estimacion de la regién de atraccién y ese era uno
de los objetivos).

5-
—Negative derivative
---Non-negative derivative

Equilibrium points
s, ¢ Points (3)‘1‘c interest

29 [rad]

05

21 [kgm?rad/s)

Figura 3. Superficies de nivel con la eleccién de ganancias
dada.

Por lo tanto, se prueba a que nivel de superficie de
la funcién V3, su derivada V3 es negativa definida, y
se concluye que el origen del sistema (8) es local y
asintoticamente estable, obteniendo una estimacién de
la region de atraccion donde los puntos de interés estén
dentro. Ademads, por propiedades de homogeneidad cerca
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del origen Levant (2005), el origen es local y estable en
tiempo finito. Finalmente por (3), el origen del sistema
(1) es local y estable en tiempo finito.

Ahora, se considera el caso cuando la constante de Lips-
chitz de la perturbacién ¢(t) es L # 0. La constante
encontrada con la cual la derivada de la funcién de Lyapu-
nov se hace no negativa con las ganancias anteriormente
dichas, es L = 0.14. Esto concuerda con la condicién
k71 > L para la estabilidad local en tiempo finito mostra-
da en Gutiérrez-Oribio et al. (2018). B

Observacion 2. En la prueba, es posible ver que el origen
del sistema (8) es estable en tiempo finito. Por lo tanto,
el punto (z1,x2,24) = 0 en el sistema (1) es estable en
tiempo finito también y la accién integral ¢ converge al
negativo de la perturbacién ¢(t). El estado no controlado
x3 tiende a un valor constante debido a que x4 converge
a cero y se mantiene ahi para todo tiempo futuro.

3. VALIDACION EXPERIMENTAL

Para ilustrar el desempeinio del algoritmo presentado,
se realizaron simulaciones y experimentos en el sistema
RWP descrito en (1). Los pardametros del sistema se
obtuvieron con un algoritmo de identificacién fuera de
linea, y estdn dados por m=0.22[kgm], d1;=0.0479[kgm?],
J2=0.0027[kgm?], bo=0.015[Ns/m?] y g=9.81[m/s?].

Los experimentos se realizaron en el sistema RWP real
mostrado en la Fig. 1. Este sistema fue desarrollado en
el Institut fiir Regelungs- und Automatisierungstechnik
de TU Graz, Austria. Los experimentos se hicieron en
Matlab Simulink sobre una tarjeta de adquisicién de datos
conectada al sistema.

El sistema RWP real solamente cuenta con la informacién
de las posiciones x1, x3, por lo que se implemento un
diferenciador exacto y robusto de segundo orden Levant
(2008) para obtener un estimado de las velocidades s,
x4 para el control.

También, es importante senalar que la senal de control 7
se convirtié en una senal de voltaje usando la expresién
V = —0.27787 + 3.6 x 10~ °z,. Esta sefial esta saturada
entre [—0.9,0.9][V] y, después de una etapa de potencia,
se conecta a un motor de 12[V] que es el que actia en el
sistema.

El control (5), la transformacién (3) y el 3-DIA descrito
por(7) con ky = 0.55, ks = 2.3, ky = 13, k1 = 0.15,
ko = krz = 0, fueron implementados en el sistema RWP
real. Esto usando el método de integracion de Runge-
Kutta de paso fijo y un tiempo de muestreo de 1 x 1074[s]
y una condicién inicial de zo = [x,0,0,0]%.

También se probo el mismo control lineal v = —Kz
con K = [3.1623,9.0792,5.3064], el control (5) y la
transformacién (3). La condicién inicial usada fue de
xo = [0.5,0,0,0]" .

Los resultados se muestran en las Figs. 4-6. El 3-DIA
puede compensar algunas incertidumbres tipo Lipshitz
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propias de las dindmicas no modeladas del sistema real.
También lleva a los estados al origen desde la posicién de
abajo del péndulo, usando una senal de control continua y
saturada (debido a que el voltaje es el control real, como
puede verse en la Fig. 6). El control lineal solo puede llevar
a los estados alrededor del origen y con una condicién
inicial cerca de él, debido a que no puede contrarrestar
las mismas incertidumbres que el 3-DIA.

—3_DIA |
- - Linear Algorithm

1 [rad]

—3-DIA
- - Linear Algorithm |

oy [rad/s]

" —3-DIA 1
- - Linear Algorithm

Figura 4. Trayectorias de los estados en los experimentos.

'—3-DpIA
- - Linear Algorithm |

Figura 5. Senal de control en los experimentos.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo, se considera el problema del swing-up
vy la estabilizacién en un solo paso del sistema RWP.
Se utiliza una representacién global del sistema y el 3-
DIA para solucionar los dos problemas. El disenio de las
ganancias del controlador se realizé para inflar la regién
de atraccién del origen e incluir los puntos donde la
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'—3-DIA

- - Linear Algorithm
— 05 ]
=,
1 Rt e e e = =
E’ 0
3
> -

6 7 8 9 10

5
t[s]

Figura 6. Senal de control de voltaje en los experimentos.

posicién del péndulo esta abajo y las velocidades son
cero. La senal de control generada es continua y asegura
convergencia tedrica local en tiempo finito al origen a
pesar de la presencia de incertidumbres/perturbaciones
tipo Lipschitz en el sistema. Se realizaron experimentos
para ilustrar el comportamiento del control propuesto y
compararlo con un control lineal.
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