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Resumen: En este articulo se provee un controlador homogéneo discontinuo capaz de estabilizar
el origen de un sistema de multiples entradas y multiples salidas en tiempo finito, rechazando
perturbaciones acotadas acopladas. Asimismo, se construye la funcién de Lyapunov que permite
asegurar la estabilidad del origen del sistema en lazo cerrado. Los resultados son presentados
para sistemas con grado relativo 1 y 2. Adicionalmente, se realizaran simulaciones para un
sistema de dos entradas y dos salidas con grado relativo 2.
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1. INTRODUCCION

Una de las principales tareas de control es regulacién en
un sistema [Khalil (2002)], es decir que la salida de un
sistema fisico vaya a una referencia deseada.

Considerese por ejemplo un sistema de Una Entrada y
Una Salida (SISO, por sus siglas en inglés) en la forma
Ti =Ti41, ’L':1,...,TL—1

i =g(t,2) [u+ p(t)] .
donde x € R"™ son los estados del sistema, u € R es
la variable de control, g(t,z) > gmin > 0 € R es el
coeficiente de control y p(t) es una perturbacién acoplada.

El objetivo de control consiste en estabilizar el origen
del sistema (1), rechazando la perturbacién p(t). Es muy
conocido que si la perturbacién esta acotada por |p(t)] <
c||z||, un controlador estético lineal es capaz de realizar
la tarea para ganancias apropiadas del controlador. Sin
embargo, el principal problema aparece cuando la pertur-
bacién es no desvaneciente en el origen, ya que ningin
control estdtico continuo es capaz de rechazarla [Khalil
(2002)].

Uno de los controladores clasicos para lidiar con per-
turbaciones acopladas son los controladores por modos
deslizantes. Los primeros controladores de este tipo fueron
los controntroladores por Modos Deslizantes de Primer
Orden (FOSM) [Utkin (1992)], los cuales permiten esta-
bilizar el origen de un sistema con una salida de grado
relativo uno, rechazando perturbaciones acotadas. Poste-
riormente se desarrollaron los controladores por Modos
Deslizantes de Alto Orden (HOSM) [Fridman y Levant
(2002); Levant (2005); Fridman et al. (2015)], los cuales
son capaces de estabilizar el origen del sistema (1) en
tiempo finito, rechazando perturbaciones acotadas.

Es importante mencionar que la mayoria de los resultados
de controladores FOSM y HOSM han sido obtenidos para
el caso SISO [Levant (2010)]. Sin embargo, en ocasiones
se pueden presentar problemas con Miltiples Entradas y
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Multiples Salidas (MIMO). En la mayoria de los traba-
josde HOSM para el caso MIMO se asume que la matriz
de coeficientes de entrada es conocida Levant (2010).
Por ejemplo, en Polyakov et al. (2015, 2014) se presenta
una elegante estrategia para disenar controladores HOSM
para el caso SISO y MIMO, mediante la construccién
de una funcién de Lyapunov implicita y resolviendo una
desigualdad matricial. Sin embargo, requiere que la matriz
de coeficientes de entrada sea constante y conocida.

En [Levant (2010); Levant y Dvir (2014); Levant (2014)]
se presentan controladores HOSM capaces de estabilizar
el origen de un sistema MIMO. En este caso se asume
que la matriz de coeficientesde entrada g(t,x) es incierta
y variante con el tiempo. Sin embargo, se considera que
se conoce una aproximacién de la misma G(¢,z), la cual
es suficientemente buena, satisfaciendo la desigualdad
|(G(t,z) — g(t, x)) Gil(t,ac)H1 < p < 1. Asimismo, no se
presenta una funcién de Lyapunov que permita asegurar
la estabilidad del punto de equilibrio del sistema en lazo
cerrado.

En este trabajo se busca presentar un controlador HOSM
capaz de estabilizar el origen de un sistema de dos entra-
das con dos salidas de grado relativo 1 y 2, construyendo
una funciéon de Lyapunov homogénea. En este caso la
matriz de coeficientes se asume variante en el tiempo y
de magnitud totalmente incierta, conociendo tinicamente
los signos de sus elementos y su determinante. Asimis-
mo, es importante resaltar que este resultado puede ser
extendido a grados relativos diferentes y arbitrarios.

2. PRELIMINARES

Sea el vector x € R", se define el operador de dilatacién
AL = (e"x19,...,€xy), Ve > 0, donde r; > 0 son los
pesos de las coordenadas y r = (2,...,7,) es el vector
de pesos. Una funcién V : R®™ — R (respectivamente,
un campo vectorial f : R™ — R™, o conjunto vectorial
F(z) C R™) es llamado r-homogéneo de grado m € R si
la identidad V(AF) = €™V (x) se cumple (o f(Afz) =
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€MArf(x), F(Alz) = €™ALF(x)), [Baccioti y Rosier
(2005)], [Moreno (2016)]. Suponga que el vector r y la
dilacion A estan fijados. La norma homogénea es definida

por [lall,,, = (0, |

p > 1. Asimismo, recordamos la siguiente propiedad de
funciones homogéneas continuas

Lema 1. (Andrieu et al. (2008),Moreno (2016)). Sean 7 :
R* - Ry~ : R* = Ry dos funciones homogéneas
continuas, con pesos r = (2,...,r,) y grados m, con
~(z) > 0, tal que se cumple

{z e R"\ {0} : y(2) = 0} € {z € R" \ {0} : n(z) <0},
entonces, existe un nimero real \* tal que, para toda A >
A*, € R\ {0} y algin ¢ > 0, n(z) — \y(z) < —c||z||)"

r,p’

£z P .
T )p, Vx € R™, para cualquier

El lema 1 es extendido a funciones discontinuas:

Lema 2. Cruz-Zavala y Moreno (2017) Let n : R® — R
and v : R® — R, be two lower (respectively, upper)
semicontinuous single-valued r-homogeneous functions of
degree m > 0. Suppose that v (z) > 0 (resp. v (z) < 0) on
R™ If n(x) > 0 (resp. n(z) < 0) for all x # 0 such that
v (z) = 0, then there is a constant A* € R and a constant
¢ > 0 such that for all A > \* and for all z € R™\ {0},

n(@) + M) > el
(resp. (@) +Ay(2) < —cially, ) -

Recordamos que para sistemas homogéneos, la estabilidad
local implica estabilidad global y su grado de homogenei-
dad I determina el tipo de estabilidad [Baccioti y Rosier
(2005)]: (i) ! < 0 implica estabilidad en tiempo finito,
(ii) I = 0 estabilidad exponencial, (iii) I > 0 estabilidad
racional.

2.1 Notacion

A lo largo de este articulo se usara la siguiente notacién.
Para una variable real variable z € R y un ntimero real
p € R, el sitmbolo [z] = |z|"sign (z) es la potencia
signada p de z. De acuerdo a esto, se tiene que [zJO =
sign (2), L [z]™ =m|2|" "y L2/ =m[z]™". Note
que fzf = |z|25ign z # 22,y si p es un ntimero impar
entonces [z]” = 2P, mientras que si p es par se tiene
|27 = 2P, Més aiin [27 [2] = [2/"*9, [2)7 [2)° = |2 y
[2)° [2)7 = 2",

2.2 Planteamiento del Problema

Considerese un sistema MIMO en la forma

I.i,j = Tj j+1 1= 1,...,’17’),, j:l,...,ni—l, (2)

Bim, = gi(t, o) [u+p®)] ,  yi =z

donde x; € R™ son los estados, siendo n; el grado relativo
de z;, y € R™ son las salidas, u € R™ son las variables
de control, g; corresponde al canal de entrada, la cual
puede no ser continua con signos constantes y conocidos
pero magnitud incierta y. Asimieno, el término p(t) € R™
representa incertidumbres y/o perturbaciones acopladas a
cada control. Asimismo, se define la matriz de coeficientes
de entrada como
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g1
G=|:],
Im

gi € R (3)

El objetivo de control es estabilizar el origen del sistema
(2) en tiempo finito, rechazando el vector de perturbacio-
nes acotadas p(t). Para lograr lo anterior, se busca disenar
un controlador HOSM.

Para el diseno del controlador para m = 2, se parte de las
siguiente suposicion:

Suposicion 1. El determinante de la matriz G es de signo
constante y |det (G)] > g > 0 y la fraccién definida por
% resulta en un valor constante.

Es importante mencionar que la Suposicién 1 puede ser
sustituida por la siguiente

Suposicion 2. El determinante de la matriz G es de signo
constante y |det (G)] > g > 0 y la fraccién definida por
597% resulta en un valor constante.

Permitiendo conservar la estructura del controlador. Sin
embargo, en este trabajo se tomara la Suposicion 1, siendo
andlogo el resultado considerando la Suposicién 2 ya que
siempre es posible cambiar la posicién de los controladores
en el andlisis. También es importante mencionar que las
suposuciones anteriores se encuentran consideradas para
el caso de m = 2. Sin embargo, en general la condicién
necesaria es que la matriz G puede sea triangularizable
utilizando una transformacion lineal.

Asimismo, es importante resaltar que la Suposicién 1 se
hace asumiendo el controlador u; principal, mientras que
en la Suposicién 2 se asume el controlador us principal.
Sin embargo, esto es indiferente, ya que sin pérdida de
generalidad siempre se puede trabajar con el controlador
u1 como principal. Por lo mismo, a lo largo del trabajo se
trabajara bajo la Suposicion 1.

3. RESULTADO PRINCIPAL

En esta seccion, se presenta el controlador por Modos
Deslizantes (SM) capaz de estabilizar el origen del sis-
tema (2) en tiempo finito, compensando perturbaciones
acotadas acopladas. El controlador es presentado para el
caso (m =2, n=1)y (m =2, n = 2). Sin embargo, es
facil observar que este resultado se puede extender para
el caso de m = 2 y n arbitrario.

3.1 Controlador FOSM

En este caso se considera el sistema de dos salidas de
grado relativo 1 y dos entradas. Bajo estas condiciones,
el sistema (2) queda definido como

T1,1 =91 [u+ pr ()], )
E2,1 =g2 [u+ p2(t)],
donde la matriz G corresponde a

G = gi| _ |911 912 .
g2 921 922
De esta forma, es posible formular el siguiente teorema:
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Teorema 1. Considere el sistema (4) un vector de pertur-
baciones p(t) acotado por p, i.e. |[p(t)||, < L y satisfa-
ciendo la Suposicion 1. Entonces, para cualquier oo > 1 la
ley de control

U1 = — Ky, [K1u, f$1,1Ja + kou, fl‘z,ﬂaJo
Ug = — Kuy [K1u, |—x1,1Ja + kou, fl‘z,ﬂaJo

estabiliza el origen del sistema (2) en tiempo fini-

to, a pesar de la perturbacién p(t), para cualquier
ky, > p suficientemente grande, |k,,| > p, ganancias
K1uy s B2y K1ugs k2u, € R, tal que las siguientes condicio-
nes sean satisfechas

(5)

CL. sign (k1u,) = sign (g11) v sign (k2u, ) = sign (g21)
k2y
C2. L det(G) [km - k—klu} ku, >0

Es importante recordar que las condiciones presentadas
en el Teorema 1 se estda considerando el controlador wu;
como principal bajo la Suposicién 1. Sin embargo, es
facil probar que es posible utilizar el control us bajo la
Suposicién 2 y obtener un resultado andlogo.

Asimismo, note que la construcciéon de los controladores
u1 y ug es realizada mediante una combinacion lineal de
controladores que estabilizarian los subsistemas desaco-
plados y es importante aclarar los apectos que aparecen
en las condiciones del Teorema. La primer condicién C1
asegura que la ley de control u; va en la direcciéon co-
rrecta para estabilizar el origen del subsistema #;. En la
segunda condicién C2 es importante notar que el deter-
minante de la matriz G no puede ser cero, lo cual asegu-
ra que el sistema sea controlable. Asimismo, el término

k2o .
[k2u2 - kiTikl’W puede verse como el determinante de

la matriz de ganancias del controlador, la cual debe ser
distinto de cero, lo que significa que la leyes de control
son linealmente independientes, es decir u; # cte us.
Asimismo, es posible ver que la seleccién de ganancias
depende tanto de la direccién de los canales de entrada
como la direccién de los controladores.

3.2 Controlador HOSM

En este caso se considera el sistema de dos salidas de
grado relativo 2 y dos entradas. Bajo estas condiciones,
el sistema (2) queda definido como

1,1 =%1,2,
i’l,? =01 [u + pl(t)] ; (6)
To1 =22,

Eo2 =g2 [u+ p2..(1)],

donde la matriz G conserva su estuctura y corresponde a
G = |91 = |91 912
g2 921 G22| "

De esta forma, es posible formular el siguiente teorema:

Teorema 2. Considere el sistema (6) un vector de pertur-
baciones p(t) acotado por p, i.e. |[p(t)||,, < p v satisfa-
ciendo la Suposicon 1. Entonces, para cualquier o > 2 la
ley de control
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0
U = — Ky, [k w11 + Koy, w2 2],

U = — Ky, [k1u2u1,1 + k2u2u2~,2J0 ) (7)
Uyl = L’Cl,ﬂa + kT [z10] 7,

usy = [22,2]" +k§ 2212

estabiliza el origen del sistema (2) en tiempo finito, a
pesar de la perturbacién p(t), para cualquier k,, > p
suficientemente grande, |k,,| > p, k1, ks > 0 y ganancias
kiuys k2uy s K1y, k2u, € R, tal que las siguientes condicio-
nes son satisfechas

Cl1. sign (kiu,) = sign (g11) y sign (kay, ) = sign (g21),
C2. L det (@) { houy kluz] kuy >0

g11 k2u2 " ki

Notese que el Teorema 2 rescata las mismas condiciones
que en el caso del Teorema 1 y basicamente conserva sus
propiedades. Lo anterior es debido que los controladores
tienen la misma estructura general, ya que la tnica
diferencia reside en el grado relativo de las salidas y
esto ultimo tUnicamente repercurte en el diseno de los
controladores individuales. De esta forma, es posible ver
la extensién para un grado relativo arbitrario.

4. FUNCION DE LYAPUNOV

En esta seccién se probara que los teoremas 1 y 2 son vali-
dos, por medio de una funcién de Lyapunov homogénea
suave. Para lo anterior, inicamente se mostrard para el
Teorema 2. Sin embargo, la prueba del Teorema 1 es
analoga.

Considere el sistema en lazo cerrado

i =Ax + Bu
0100 0 0 O

A=looo01| B=[5]=]%%
0000 g2 912 922

o bien
1,1 =T1,2
T2 = — g11ku, [Fru w11 + k2u1U2,2JO -
g12ku, [kiu,ur1 + k2u2u2,2J0
Tl =22
Zo,2 = — gorku, [K1u w11 + k2u1u2,2J0 -

g22ku, [Krusurn + k2u2u2,2J0 )
ury = [x12]" + kS [211]7

Ugp = [w22]|" + Kk [22,1] £

Basados en la funcién de Lyapunov para controladores ho-

mogéneos por modos deslizantes (caso SISO) presentada

en [Cruz-Zavala y Moreno (2017)], se propone la funcién

candidata de Lyapunov de grado de homogeneidad p > 2.
V(z) = Vi(w1,1,21,2) + BVa(w2,1,72,2),

donde
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2 P 1 _ p—1
Vi==lz1a]® + = Jwrelf + K7 o1 T w1+
p p
1 p
(1 — p> kf |£L’1’1 2 5
2 P 1 _ p—1
Vo == [w21]% + , |[T20” + KBS [221] T @20+

P
2

)

1
(1 — ) k}f |5L‘2’1
p

las cuales se pueden probar positivas definidas, utilizando

la desigualdad de Young. Derivando la funcién candidata
de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema, se
obtiene

. p—2 p—1 __ p—3
V:{(Il,lj 2 z10+ —kY YNoia] 2 wie

[Il,z + k1 fév11jé}:| +

2
r—2 p—1 __ pr=3 1
B [[12,1J 2 w22+ Q*kﬁ ! |z21| 2 w22 [I2,2 + k3 [x2,1] 2]:|
_ _ p—1
- kul% |:|:"I1,2Jp kYT fwa) e :| +
ug

Z%ﬁ [fxz‘zprl +hyT! f:cz,d;%l” )

2uy

“ﬂvl,zJ“ RS o) 2] + : 2,20 +k§ m,lJ%]JO,

luq
p—1 p—1 p_1
kuy (912 |[71,2] + kYT [z 2 |+
p—1 p—1 p—1
9228 | [22,2] + ki [x21] 2 X

Pﬁuzz [f131,2Ja + kY |—I1,1J%} + k2w, [(Iz,zja + kg (1’2,1J%”0
donde es posible ver que si la condicién C del Teorema
2 se cumple, es decir

. . a=p-—1
sign (k1., ) =sign (g11) 1112 o
sign (kay, ) =sign (go1) Jé] =7 “192

1u1 1

donde bajo la Suposicién 1 el pardmetro /3 es constante, el
tercer término es de signo negativo y puede dominar para
k., suficientemente grande. Este término se hace cero en
el conjunto

a k a
1= {fma -k [or1] 3 = =2 [[e22]® 4 k) [2,1] 3] }

klul
1}

o bien
S = {$1,2 = - [k? [$1,1J% +

En este conjunto, se tiene

k2u1
u2,2
klul

1

k [e3
kzul u2,2J +

luqg

V]g, = |~ Tora)® | [era] % +
S1

1

k2u1 u « «
2,2

k

luq

1
(o3 k <
”’“? [e11)2 + 2u1““J —k fmeéH+
klul

P2 « P—3 1
B [(962,1] 2 222+ Ekg |z2,1] 72 x2,2 {12,2 + k3 [z21] 2”

0
ko
’VkQuz - klulk‘lugJ luz,2|
uq

donde es posible ver que el 1iltimo término es negativo si
la condicién Cy del Teorema 2, es decir

1 k2u1
klul klul
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a p=3
Ek? lz1,1172

[’f? [21,1]% +

ku, ko
— 2277 (g11g92 — 921912)
k1ug 921

0
(911922 — 921912) ’71{;21;2 - kMQJ ku, >0

763

y puede dominar para k,, suficientemente grande. Asi-
mismo, este término sélo se hace cero en el conjunto

Sy = {fl‘zzja + k3 [22,1] 2= } )
o bien )
Sy = {1?2,2 = —k3 f172,1j§} .
En este conjunto, se tiene

. p-1 po1
Vv =—Fki|ri1| 7 — Bksl|waa] =,
S1us,

lo cual es negativo para kq, ks > 0.

5. EJEMPLO DE SIMULACION

Considerese el sistema MIMO, de dos entradas y dos
salidas representado por

0100 0 0
. |0000 44 2sin(t) —3 —sin(t) | |u1 + p1(t)
T=looo01|*T 0 0 ug—l—pg(t)}
0000 2 +sin(t) 5+ cos(3t)

Para este sistema se consideran como condiciones inucia-
les 2(0) = [0,5,0,1,0,5,0,2]. Se consideran las perturba-
ciones pi(t) = sin(2t) y p2(t) = 1,5cos(t), las cuales
se encuentran acotadas por 1,5. Asmismo, se utiliza un
controlador en la forma de (7), para lo cual es necesario
escribir la matriz G que corresponde a
G {4 + 2sin(t) —3 — sin(t)}
T | 2+sin(t) 5+ cos(3t) |’

cuyo determinante es det (G) = 26+ 15sin(t) +4 cos(3t) +
2sin(t) cos(t) + sin?(t) > 0. De esta forma, se propone el
controlador

up = — 10 [075 “171,2J2 + Il,l] +0,5 [[$2,2J2 + 1”2,1”07

0
Uy =—15 [0,5 “fﬂl,zf + 301,1} + [fﬂh,zjz + x2,1” )
el cual satisface las condiciones del Teorema 2.

Las simulaciones fueron realizadas utilizando el programa
de Matlab Simulink, utilizando el método de Euler con
tiempo de muestro de 1 x 107°[s].

En las Figuras 1-2, el comportamiento de los estados es
presentado. En las Figuras es posible observar que todos
los estados convergen a cero en tiempo finito a pesar de
la presencia de las perturbaciones. Noétese que todos los
estados convergen en aproximadamente el mismo tiempo.
Esto puede ser debido a la estructura del controlador.

Por otro lado en las Figuras 3-4, las senales de control son
presentadas. Nuevamente aprecia el efecto del chattering
que es un fenémeno clasico de los controladores HOSM.
Sin embargo, es posible ver que la senal filtrada convergen
las perturbacién acoplada de cada senal de control.

Es interesante mencionar que aunque las condiciones pre-
sentadas en los Teoremas 1 y 2 son obtenidas utilizando
una funciéon de Lyapunov y por ende sélo es posible
asegurar suficiencia de las mismas, cuando no se cumplen
las condiciones el estado diverge a +0co en simulaciones.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado un controlador por
modos deslizantes, capaz de estabilizar en tiempo finito el
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Figura 1. Comportamiento de los estados z1,1 y 21,2
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Figura 2. Comportamiento de los estados x21 y %22

origen de un sistema MIMO lineal. Aunque el resultado se
presenta para dos salidas con grado relativo 2, el resultado
puede ser extendido para un sistema de dos salidas con
grado relativo arbitrario.

Todas la pruebas fueron realizadas usando funciones de
Lyapunov homogéneas suaves. Es posible construir la
funcién de Lyapunov del sistema en lazo cerrado del
controlador MIMO, utilizando una combinacién lineal de
las funciones de Lyapunov para el caso SISO.
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