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Resumen: : En este trabajo se desarrolla el diseño de un controlador para la estabilización del
sistema de una grúa de tres grados de libertad (3DOF por sus siglas en inglés) representado
por un modelo Takagi-Sugeno (TS). A partir de su representación multimodelo, se presenta
el diseño de un controlador usando compensación paralela distribuida con desempeño robusto
H∞ ante perturbaciones en la entrada y en la salida. La condición de estabilidad y desempeño
robusto están dadas por una desigualdad matricial lineal (LMI por sus siglas en inglés), deduci-
das a partir del enfoque de Lyapunov. Se presentan resultados de simulación que demuestran la
aplicabilidad y el desempeño del controlador obtenido en presencia de perturbaciones externas
en la entrada.

Keywords: Sistemas Takagi-Sugeno, Control robusto, grúa de 3DOF, Compensación paralela
distribuida.

1. INTRODUCCIÓN

Las grúas son herramientas ampliamente usadas en el sec-
tor industrial. Son sistemas necesarios para el transporte
de todo tipo de bienes de un punto a otro de forma eficien-
te y confiable. Debido a su versatilidad y fácil operación,
son usadas para todo tipo de rubros; bodegas, plantas
de enerǵıa, desembarcaderos, entre otros. Para fines de
productividad, se espera que la grúa transporte la carga
a su destino en el menor tiempo posible. No obstante, la
aceleración y desaceleración de la grúa causa un balanceo
en la carga, especialmente durante el levantamiento y
descenso de esta. Además los factores como el viento,
obstáculos o problemas severos como desajustes en actua-
dores, sensores o el sistema mismo suman perturbaciones
que afectan el desempeño de la grúa y pueden resultar en
accidentes, daños al operador, la carga o al mismo siste-
ma. Por lo que es requerido entonces un control confiable
de modo que el sistema funcione de forma eficiente, segura
y que minimice las oscilaciones.

En la literatura gran parte de las investigaciones se han
centrado en esquemas de control tradicionales que con-
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sisten en técnicas lineales, e.g., los autores en Lee y Cho
(2001) propusieron un control basado en el control de la
posición de motor para controlar indirectamente la posi-
ción de la grúa mediante técnicas control difuso. A su vez
en Chang y Chiang (2008) se presentó un método basado
en datos que no requiere de un modelo dinámico complejo
el cual considera datos de la posición del carro y ángulo de
oscilación para reducir las oscilaciones. En el trabajo de
Garrido et al. (2008) se propone un sistema de control
antibalanceo mediante mediciones con un inclinómetro
bidimensional en linea mientras que el control modulación
de entrada es dividido en dos fases: movimiento en linea
recta y cancelación de perturbaciones externas. En el tra-
bajo de Almutairi y Zribi (2009) se presenta un esquema
de control por modos deslizantes para regular la posición
de la grúa y control de las oscilaciones en la carga. El
desempeño de este sistema de lazo cerrado fue simulado
usando MATLAB. En (Castillo et al., 2015) se explora la
aplicación experimental de la metodoloǵıa de diseño de
una superficie óptima singular LQ a través del Toolbox
de MATLAB en una grúa viajera. Recientemente, en
Maghsoudi et al. (2017) se propone un esquema de control
por modulación de entrada mejorado para un control de
oscilaciones eficiente de una grúa viajera tridimensional
con fricción el cual obtiene una mas alta reducción de
oscilación al basar el modulador de entrada en el modelo
completamente no lineal. A la vez, en Vu et al. (2017)
se establece un control adaptativo el cual garantiza el
seguimiento de posición deseada a śı como el control en las
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oscilaciones del cable de la carga. En Vu et al. (2017) se
propone un control antioscilaciones adaptativo para grúas
viajeras inciertas, presentando el modelo del sistema in-
cluyendo sus incertidumbres y perturbaciones. El desem-
peño del algoritmo propuesto es verificado v́ıa simulación
en MATLAB. Más recientemente, en Abdullahi et al.
(2018) se propone una nueva técnica por configuración
de comandos adaptativa basados en la salida del sistema
para una reducción efectiva de oscilaciones de una grúa
bajo el efecto del levantamiento de carga y perturbación
por viento.

Por otro lado, algunos autores han explorado el diseño de
controladores robustos basados en técnicas multimodelos.
Por ejemplo en Hilhorst et al. (2015) se propone un
controlador H2/H∞ de orden reducido para sistemas li-
neales de parámetros variantes (LPV) de tiempo discreto,
validando sus resultados en una grúa viajera con longitud
de cable variable. Los autores en Adeli et al. (2011)
presentan un controlador h́ıbrido incluyendo regulación
de la posición y control de oscilaciones diseñado mediante
técnicas de sistemas Takagi-Sugeno (T-S). En Zhao y Li
(2015) se explora la estabilización de sistemas T-S difusos
por medio de compensación paralela distribuida. De igual
manera, Kiriakidis (2001) proponen una estabilización
robusta de sistemas T-S considerando desigualdades ma-
triciales bilineales. No obstante ninguno de los trabajos
reportados se sometió a pruebas de desempeño en pre-
sencia de perturbaciones por parte señales desconocidas
aditivas.

En este trabajo se presenta un enfoque para la estabiliza-
ción robusta de una grúa de 3 grados de libertad (3DOF,
por sus siglas en inglés) no lineal representado mediante
un sistema T-S. El método usado en esta caso se conoce
como compensación paralela distribuida (PDC). Una de
las ventajas de este método es que las condiciones de
diseño del control quedan en términos de desigualdades
lineales matriciales (LMI’s, por sus iniciales en inglés)
gracias al uso de una representación en multimodelos
lineales. El tiempo de respuesta en el posicionamiento
del carro, nivel de reducción de balanceo en la carga y
robustez ante ruido y señales desconocidas (presentadas
como off-sets en la entrada) son tomados en cuenta para
evaluar el desempeño del controlador. Los resultados de
las simulaciones en MATLAB de las respuestas del siste-
ma son analizados en el dominio del tiempo.

El resto del documento está organizado de la siguiente
manera: en la Sección 2 se describe la naturaleza del
sistema de la grúa de forma general y se deriva su modelo
matemático no lineal. En la Sección 3 se detalla el proceso
de obtención de los submodelos y funciones de peso para
la representación del sistema no lineal en su forma T-S.
En la Sección 4 se presenta el desarrollo del controlador
por medio de la solución de LMI’s. Los resultados de
simulación se presentan en la Sección 5 y se expone el
desempeño del controlador aplicado al sistema de la grúa
con presencia de ruido y falla de actuador en la entrada

y salida del sistema. Finalmente, las conclusiones del
trabajo son presentadas en la Sección 6.

2. MODELO MATEMÁTICO DE UNA GRÚA DE
3DOF

El diagrama esquemático de una grúa viajera de 3DOF
se muestra en la Figura 1. El carro se desliza a lo largo
del riel horizontal al mismo tiempo que este es sostenido
por dos patas. Una masa es suspendida de un cable unido
al carro. La fuerza Fx(t) se aplica al carro para moverlo a
una distancia denotado como x. Este movimiento provoca
que se forme un ángulo θ en el péndulo formado por la
carga de masa m y el cable de longitud l cuyo valor puede
cambiar mediante Fl. La posición de la carga (xm, zm)
está dada por:

xm = x(t) + l(t) sin θ(t),

zm = −l(t) cos θ(t).

Para obtener las ecuaciones diferenciales que describen

x

Fx

m

l
θ

Fl

1
Figura 1. Esquema de una grúa de tres grados de libertad.

la dinámica del sistema se utiliza el método de Euler-
Lagrange, tomando como base las deducciones publicadas
en Almutairi y Zribi (2009). Las ecuaciones de enerǵıa
cinética (K) y potencial (P) son:

K =
1

2
(Mxẋ(t)

2 + Ml l̇(t)
2) +

m

2
v2m, (1)

P =mgl(t) (1− cos θ(t)), (2)

donde Mx es la suma de m y mc, Ml equivale a m (Tabla.
1) y el análisis de la velocidad usando regla de senos y
cosenos es:

v2m = ẋ(t)2 + l̇(t)2 + θ̇(t)2l(t)2 + 2ẋ(t)l̇(t) sin θ(t)

+ 2ẋ(t)l(t)θ̇(t) cos θ(t).
(3)

La ecuación de Lagrange está expresada como:

L = K − P, (4)
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y usando las ecuaciones (1), (2) y (3), la ecuación (4) se
reescribe como:

L =
1

2
(Mxẋ(t)

2 + Ml l̇(t)
2) +

m

2
(ẋ(t)2 + l̇(t)2 (5)

+ θ̇(t)2l(t)2 + 2ẋ(t)l̇(t) sin θ(t) + 2ẋ(t)l(t)θ̇(t) cos θ(t))

+mgl(t) (cos θ(t)− 1).

Las ecuaciones dinámicas de Euler-Lagrange con respecto
a la posición de la carga en el eje x y el eje z y el ángulo
entre el cable y la normal pueden ser escritas como:

d

dt

(

∂L

∂q̇1

)

−
∂L

∂q1
= Fx(t)−Dxq̇1, (6)

d

dt

(

∂L

∂q̇2

)

−
∂L

∂q2
= Fl(t)−Dlq̇2, (7)

d

dt

(

∂L

∂q̇3

)

−
∂L

∂q3
= 0, (8)

donde [q1, q2, q3] = [x(t), l(t), θ(t)]. Desarrollando
las ecuaciones presentadas en (6)-(8), se deducen las
ecuaciones diferenciales no lineales siguientes:

(Mx + m) ẍ(t) +ml̈(t) sin θ(t) + 2ml̇(t) cos θ(t)θ̇(t)

−ml sin θ(t)θ̇(t)2 + ml(t) cos θ(t)θ̈(t) =

Fx(t)−Dxẋ(t),

(9)

(Ml + m) l̈(t) +mẍ(t) sin θ(t)−mlθ̇(t)2

−mg cos θ(t) + mg = Fl(t)−Dl l̇(t),
(10)

mθ̈(t)l(t)2 +mẍ(t)l(t) cos θ(t) + 2mθ̇(t)l(t)l̇(t)

+mgl(t)sinθ(t) = 0.
(11)

Los valores de cada parámetro se muestran en la Tabla 1,
los cuales se tomaron de Petrehuş et al. (2013). Definiendo

Tabla 1. Descripción de parámetros

Parámetros Śımbolo Valor Unidad

Masa de la carga m 1 Kg

Masa del carrito mc 2.49 Kg

Aceleración gravitatoria g 9.81 m/s

Índice de amortiguamiento x Dx 82 Kg/s

Índice de amortiguamiento z Dl 100 Kg/s

un vector de estado, el cual contiene la posición en el eje
x y el eje z aśı como sus respectivas velocidades, el ángulo
formado por el cable y su velocidad angular, tal que ξ(t) =

[x(t), ẋ(t), l(t), l̇(t), θ(t), θ̇(t)]T , el vector de entrada como
u(t) = [Fx(t), Fl(t)]

T y considerando sin θ ≈ θ y cos θ ≈ 1
debido a que se asume que los ángulos en la carga serán
muy pequeños, el sistema queda representado en variables
de estado de la siguiente manera:

ξ̇(t) =



















0 1 0 0 0 0
0 −m2Dx 0 m1Dlξ5 m4g 0
0 0 0 1 0 0
0 m1Dxξ5 0 −m3Dl 0 0
0 0 0 0 0 1

0
m2Dx

ξ3
0 −(

m1Dlξ5
ξ3

+
2ξ6
ξ3

)
−m5g

ξ3
0



















ξ(t),

+



















0 0
m2 −m1ξ5
0 0

−m1ξ5 m3

0 0

−
m2

ξ3

m1ξ5
ξ3



















u(t). (12)

3. MODELO TAKAGI-SUGENO DE UNA GRÚA DE
3DOF

En esta sección se presenta un modelo TS para el modelo
no lineal de una grúa de 3DOF presentada en la seccion
anterior. Los modelos TS describen a los sistemas no
lineales mediante una colección de modelos lineales e
invariantes en el tiempo (LTI por sus siglas en inglés)
interpolados mediante funciones no lineales conocidas
como funciones de ponderación (Gómez-Peñate et al.,
2018). La forma general de un modelo TS que describe
un sistema dinámico no lineal en tiempo continuo es:

ξ̇(t) =

r
∑

i=1

hi(z) (Aiξ(t) +Biu(t)) ,

y(t) =Cξ(t),

(13)

donde ξ(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m, y(t) ∈ R
b son los vectores

de estado, entrada y salida respectivamente, Ai ∈ R
n×n,

Bi ∈ R
n×m y C ∈ R

b×n son matrices conocidas y r es el
número de submodelos. En adelante se omitirá el factor
temporal (t) para fines de simplicidad. De esta manera,
el sistema (13) se reescribe como:

ξ̇ =

r
∑

i=1

hi(z) (Aiξ +Biu) ,

y =Cξ.

(14)

Las funciones de ponderación hi(z) dependen de variables
premisas, denotadas como z, las cuales en este trabajo
se consideran medibles. Estas funciones cumplen con la
propiedad de suma convexa:

∀i ∈ [1, 2, ..., k] , hi(z) ≥ 0,

r
∑

i=1

hi(z) = 1, ∀t. (15)

Con el objetivo de desarrollar un modelo TS, los términos
no lineales del modelo presentado en (12) se eligen como
variables premisas, es decir:

z =

[

ξ5
1

ξ3

ξ5
ξ3

ξ6
ξ3

]

.

Cada estado presente en el vector premisa queda acotado
de acuerdo a limitaciones presentes en el sistema f́ısico,
tal que: ξ3 ∈ [0.1, 0.72][m], ξ5 ∈ [−0.35, 0.35][rad] y ξ6 ∈
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[−3.467, 3.467][rad/s]. Las funciones de peso para zi, i =
1, ..., 4 se obtienen de acuerdo al siguiente procedimiento:

1. Para z1 = ξ5 las cotas son z1,min = −0.35 y z1,max =

0.35. Las funciones de peso son w11 =
z1,max−z1

z1,max−z1,min

y w12 = 1 − w11. El termino z1 puede ser rescrito
como z1 = z1,minw11 + z1,maxw12.

2. El término z2 = 1

ξ3
es acotado como z2,min = 1

y z2,max = 10. Las funciones de peso son w21 =
z2,max−z2

z2,max−z1,min
y w22 = 1−w21. El termino z2(t) puede

ser rescrito como z2 = z2,minw21 + z2,maxw22.

3. z3 = ξ5
ξ3

es acotado como z3,min = −3.5 y z3,max =

3.5. Las funciones de peso son w31 =
z3,max−z3

z3,max−z3,min
y

w32 = 1−w31. El termino z3 puede ser rescrito como
z3 = z3,minw31 + z3,maxw32.

4. De igual manera z4 = ξ6
ξ3

es acotado como z4,min =

−34.67 y z4,max = 34.67. Las funciones de peso son

w41 =
z4,max−z4

z4,max−z4,min
y w42 = 1 − w41. z4 es rescrito

como z4 = z4,minw41 + z4,maxw42.

Como se aprecia arriba, cada variable premisa zi, i =
1, ..., 4 tiene dos funciones de peso, eso significa que
tenemos un modelo TS con 24 = 16 modelos locales. Las
funciones de pertenencia se obtienen:

hi(z) =
r
∏

j=1

wj
ij
(zj), i = 1, 2, ..., 2p. (16)

Con i = 2, ..., 2p, ij ∈ {0, 1}, p es el nombre de no
linealidades, r = 2p es el numero de submodelos. De esta
manera, el modelo TS obtenido en este trabajo queda
expresado como:

ξ̇ =

16
∑

i=1

hi(z)(Aiξ +Biu). (17)

Los modelos locales lineales son obtenidos al reemplazar
los valores correspondientes de las no linealidades de
(términos no constantes) en las matrices Ai y Bi de (12).
Con lo que se obtienen las 16 combinaciones que dan como
resultado 16 submodelos.
Nótese, que el modelo obtenido es exacto al modelo no
lineal dentro de las cotas consideradas.

4. DISEÑO DEL CONTROLADOR ROBUSTO

La estabilización de un sistema lineal suele realizarse por
medio de realimentación lineal del estado u(t) = Fξ(t).
De manera análoga, se aplica el esquema propuesto por
Wang et al. (1995) denominado compensación paralela
distribuida (PDC). Esta ley de control utiliza las funcio-
nes de pertenencia del sistema Takagi-Sugeno a controlar
y es, en śı misma, una combinación convexa de realimen-
tación de estado. Por facilidad, el sistema TS se reescribe
como:

ξ̇ = Ahξ +Bhu+Ghw,

y = Cξ + Ew,
(18)

donde w ∈ R
s representa perturbaciones aditivas con

G ∈ R
n×s y E ∈ R

q×s. Además:

Ah =

r
∑

i=1

hi(z)Ai, Bh =

r
∑

i=1

hi(z)Bi.

Se considera un controlador T-S de la forma:

u =

r
∑

i=1

hi(z(ξ))Fi(t) = Fhξ, (19)

donde Fi ∈ R
m×n, i = 1, 2, ..., r, son las ganancias

necesarias para estabilizar al sistema.

Sustituyendo (19) en (18), se tiene la siguiente represen-
tación del sistema realimentado

ξ̇ = (Ah +BhFh)ξ +Ghw. (20)

Esta técnica consiste en minimizar la relación entre la
norma ℓ2 de la señal de salida y la norma ℓ2 de la
perturbación; es decir, resolver el siguiente problema de
optimización:

mı́n γ
γ>0

: mı́n γ
||w||ℓ2 6=0

||y||ℓ2
||w||ℓ2

≤ γ, (21)

donde γ > 0 se denomina nivel de atenuación y la norma
ℓ2. El siguiente Teorema da condiciones suficientes para
garantizar la estabilización del sistema (18) sujeto a (21).

Teorema 1. Dado el sistema TS (17) y la ley de control
(19), el sistema (18) es estable y robusto con desempeño
H∞ y factor de atenuación γ > 0 si y solo si, existen una
matrices X = XT > 0 y Mj ∀i ∈ 1, 2, ..., r tal que:





AiX +BiMj +MT
j BT

i +XAT
i Gi XCT

GT
i −γ2I ET

CX E −I



 ≤ 0.

(22)
Las ganancias del controlador se calculan Fi = MjX

−1.

Demostración: Para garantizar la estabilidad del siste-
ma y minimizar los efectos de las perturbaciones en la
salida del sistema, se considera el siguiente criterio de
desempeño:

V̇ (ξ) + yT y − γ2wTw ≤ 0, (23)

donde V̇ es la derivada de la función de Lyapunov sobre
la trayectoria de los estados, tal que:

V (ξ) := ξTPξ > 0. (24)

Considerando la derivada de (24) en (23), se tiene:

ξ̇TPξ + ξTP ξ̇ + (Cξ + Ew)T (Cξ + Ew)

−γ2wTw ≤ 0. (25)

Desarrollando considerando el sistema retroalimentado
(20), se obtiene:

ξTP ((Ah+BhFh)ξ+Ghw)+ ((Ah+BhFh)ξ+Ghw)
TPξ

+(Cξ + Ew)T (Cξ + Ew)− γ2wTw ≤ 0, (26)

equivalentemente:

ξT (PAh + PBhFh + FT
h BT

h P +AT
hP + CTC)ξ

ξT (PGh +T
h E)w + wT (ETC +GT

hP )ξ

+wT (ETE − γ2I)w ≤ 0. (27)
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Factorizando a la izquierda y derecha por

[

ξ
w

]

y su

transpuesta se obtiene:
[

ξT

wT

]T

Φ

[

ξ
w

]

≤ 0. (28)

. Donde Φ queda definida como:
[

PAh + PBhFh + FT
h BT

h P +AT
hP + CTC

ETC +GT
hP

PGh + CT

ETE − γ2I

]

≤ 0. (29)

Nótese que el sistema (29) es no lineal debido a los
términos desconocido P y Fh, debido a ello, el sistema
no tiene solución considerando los toolboxes de LMILAB
o YALMIP. Para solventar esté problema, se pre y pos
multiplica por:

[

X 0
0 I

]

,

donde X = P−1, tal que se obtiene la siguiente LMI
equivalente.

[

AhX + PBhFh + FT
h BT

h P +XAT
h +XCTCX

ETCX +GT
hP

PGh +XCTE
ETE − γ2I

]

≤ 0. (30)

Con está consideración, el término no lineal resultante se
elimina fácilmente considerando Mh = FhX, tal que se
obtiene la siguiente desigualdad lineal matricial (LMI):

[

AhX +BhMh +MT
h BT

h +XAT
h +XCTCX

GT
h + ETCX

Gh +XCTE
ETE − γ2I

]

≤ 0. (31)

Equivalentemente, la LMI (31) se expresa de la forma:
[

AhX +BhMh +MT
h BT

h +XAT
h Gh

GT
h −γ2I

]

+

[

XCT

ET

]

[CX E] ≤ 0. (32)

Finalmente aplicando el complemento de Schur se obtiene
la LMI descrita en el Teorema 1. �

5. RESULTADOS

Resolviendo la LMI para nuestro sistema, obtenemos
γ = 1.3020 y nuestra P simétrica, la cual se calcula como
P = X−1:

P =















0.2543 −0.1612 0.0035 0.0006 0.0114 −0.0592
−0.1612 0.4171 0.0002 0.0073 0.0825 −0.0155
0.0035 0.0002 0.0034 −0.0015 0.0023 −0.0020
0.0006 0.0073 −0.0015 0.0033 −0.0006 0.0208
0.0114 0.0825 0.0023 −0.0006 0.0293 −0.0445
−0.0592 −0.0155 −0.0020 0.0208 −0.0445 0.2925















,

(33)

mientras las ganancias de realimentación se calculan como
Fh = MhX

−1. Debido a limitaciones de espacio no se
presentan todas las ganancia. De forma ilustrativa, F1

queda como:
F1 =

[

5090 7110 6830 −5360 −26770 −1860
20180 28080 31810 −11870 −108940 −8410

]

. (34)

Para validar el desempeño del controlador con las ga-
nancias obtenidas, este se pone a prueba en simulación
considerando los parámetros presentados anteriormente
en la Tabla 1. La Figura 2 muestra el comportamiento
de las variables de estado al ser afectados por la señal de
control retroalimentada definida en (19); para efectos de
probar la robustez del método propuesto, se le inyectó una
señal de ruido con media variable a partir del segundo 5
como se muestra en la Figura 3. Nótese que, a pesar de
la presencia de la señal desconocida, el sistema converge
a una región muy cercana a cero, lo cual significa que
el control el suficientemente robusto para estabilizar al
sistema incluso en presencia de perturbaciones y la posible
aparición de señales desconocidas, esto debido a que nues-
tro controlador cumple con la norma H∞. En un segundo
experimento, se realiza una prueba de seguimiento de tra-
yectorias. El sistema (señal continua) sigue la referencia
(señal punteada) con una respuesta rápida y generando
oscilaciones mı́nimas en la carga; es decir, ángulos pe-
queños formados por la cuerda y la normal, manteniendo
un rechazo significativo de las perturbaciones como se
aprecia en la Figura 4). Éstos resultados demuestran la
efectividad del método propuesto.
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Figura 2. Estados de posición de la grúa 2D
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Figura 3. Ruido más una señal desconocida presente como
un off-set en la entrada
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Figura 4. Seguimiento de trayectoria

6. CONCLUSIONES

Tomando en cuenta los resultados obtenidos, el esquema
de estabilización Takagi-Sugeno lleva satisfactoriamente a
todos los estados a cero. Las LMI’s propuestas proveen un
resultado satisfactorio al mismo tiempo que el desempeño
del estabilizador cumple con la norma H∞. Este sistema
puede entonces ser fácilmente estabilizado incluso estando
fuera de su área de desempeño nominal.
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