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Abstract: The aim of this work is to give a method to connect a set of polynomials having
all of their roots inside the stability zone for fractional difference systems with the fractional
discrete operator of Caputo. Due to the complexity of the stability zone, it is necessary to use
its explicit description to build a polynomial family with zeros belonging the described zone.
Such a construction of the polynomial family will be based on the connection of their zeros.
Moreover, the applicability is shown with the design of a robust stabilizing controller, which
is illustrated by stabilizing the fractional discrete Duffing’s oscillator.

Keywords: Fractional Systems, Systems with time delays, Linear systems, Robust control
(linear case), Polynomial methods, Linear parameter-varying systems, Robust time-delay

systems.

1. INTRODUCTION

El estudio de los sistemas de orden fraccional en sistemas
dindmicos se ha convertido en tema de gran interés
para los cientificos en las ultimas décadas debido a la
gran cantidad de aplicaciones en ingenieria y ciencias
en general, convirtiéndolo en un tépico muy producivo
en contribuciones e investigacién (ver A.A. Kilbas and
H.M. Srivastava and J.J. Trujillo (2006); R. Caponetto
and G. Dongola and L. Fortuna and I. Petras (2010),
por ejemplo). El més grande interés de los trabajos de
los sistemas fraccionales radica en la gran aproximacion
y exactitud de los modelos matemaéaticos que representan
a los fenémenos en cuestién.

Actualmente, se puede consultar bastante literatura
bésica relacionada con el célculo fraccional y su apli-
cacion a ciencias e ingenieria, por ejemplo, en F. Mainardi
(1997); I. Podlubny (1999); I. Petrds (2011); Shantanu
Das (2011). A su vez, en Christopher Goodrich and Allan
C. Peterson (2015) podemos consultar informacién bésica
relacionada con diferencias fraccionales y aplicaciones.
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with a PhD fellow support.
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Existen diferentes tipos de derivadas fraccionales y dentro
de las mas usuales por su naturaleza son la derivada
fraccional de Caputo, la de Riemann-Liouville y la de
Griinwald-Letnikov. Similarmente, y analogo al caso de
orden entero, existen las diferencias fraccionales de Ca-
puto, de Riemann-Liouville y la Griinwald-Letnikov.

A pesar de la gran cantidad de contribuciones, tanto en
ecuaciones en derivada de orden fraccional (EDOF, caso
continuo) como en ecuaciones en diferencias fraccionales
(EDF, caso discreto), existe mucha mds informacién e
investigacion en el caso continuo que el discreto. Algunas
aportaciones importantes en el caso discreto, que estudian
la estabilidad de sistemas EDF, las podemos cosultar en
BustOwicz and Kaczorek (2009); Bustowicz, M (2010);
Rafal Stanislawski and Krzysztof J. Latawiec (2013a,b);
Cermak et al. (2015).

En adicién, parte del andlisis cualitativo para sistemas
EDOF se realiza por medio del espectro de su parte
linealizada, estudiando la ecuacién caracteristica, la cual
resulta ser un polinomio de orden no entero, también
llamados pseudo-polinomios (ver en Farges et al. (2010);
D. Matignon (1996, 1998); MOZ (2005)). En ese sen-
tido, la investigacién acerca de la estabilidad de sistemas
dindmicos fraccionales se dirige en el estudio de la lo-
calizacién de ceros de pseudo-polinomios (ver Tan et al.
(2009); B. Senol and C. Yeroglu (2012); Lépez-Renteria
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and Ferndndez-Anaya (2016); J.A. Ldpez-Renterfa and
B. Aguirre-Herndndez and G. Ferndndez-Anaya (2019)).
Sin embargo, la ecuacién caracteristica de sistemas EDF
resulta ser un cuasi-polinomio, el cual se puede expre-
sar como un polinomio de orden superior al del sistema
en cuestiéon (Bustowicz, M (2010)). En este caso, en
BustOwicz and Kaczorek (2009); Bustowicz, M (2010);
Cermak et al. (2015) se describe el conjunto de estabilidad
a partir de la ecuacién caracteristica.

Especificamente, en J.A. Lopez-Renteria and B. Aguirre-
Herndndez and F. Verduzco (2017) se trabaja con conec-
tividad de polinomios de orden entero para los dos casos,
continuo y discreto. Tal conecciéon es monoparamétrica y
se realiza por medio de una funcién P : [a,b] x P, x
Pr = Py, dada por (u,po(A),p1(A)) = P(p, A), donde
[a,b] C Ry P, es el conjunto de polinomios de grado n,
tal que P(a,\) = po(A) vy P(b,A) = p1(N). La funcién P
se utiliza para disenar controladores estabilizantes para
sistemas dindmicos lineales. Esa es la importancia de
conectar las ecuaciones caracteristicas y obtener una fa-
milia de funciones caracteristicas estables, en el sentido
ahi descrito.

En el presente trabajo se abordara el problema de conec-
tar monoparamétricamente un par de polinomios con la
caracteristica de poseer todos sus ceros dentro del con-
junto de estabilidad para sistemas EDF, con la definicién
de Caputo, y obtener una familia con las mismas carac-
teristicas para todo valor del pardmetro en un intervalo.

El resto de este trabajo esta organizado como sigue: En la
seccién 3, se daran algunas nociones basicas del operador
de diferencias fraccional de Caputo aplicado a sistemas,
asi como la descripcién del conjunto de estabilidad. En la
seccidn 4, se establece la coneccién polinomial mediante el
criterio que describe la regiéon de estabilidad. En la seccién
5, se usa tal coneccién polinomial para el diseno de contro-
ladores estabilizantes para sistemas EDF. Finalmente, en
la seccion 6, se desarrolla un ejemplo ilustrativo en el cual
se implementa el controlador y se verifica graficamente la
estabilidad.

2. NOMENCLATURA

N Conjunto de niimeros naturales

N, Conjunto de nuimeros a-naturales

R Conjunto de nimeros reales

R™ Conjunto de n-adas reales

C Conjunto de nimeros complejos

D Disco unitario abierto (Schur estabilidad)
D« Interior de pa(z) = det (2(1 —z71)*T — A)
S Conjunto {z € C : [z| < @w® y |argz| > &F
A Operador de diferencias

A Operador de diferencias fraccional a

Tr Funcién gamma de Euler

o(A) Conjunto de valores propios de la matriz A
det(A)  Determinante de la matriz A

Una funcién f : C — C se dice ser Schur estable si todos
sus ceros estdn contenidos en D. La funcién f se dice
ser D“-estable 6 a-Schur estable si todos sus ceros estan
contenidos en D%; mientras que f se dice ser S®-estable
si todos los ceros de f estdn contenidos en S<.
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3. SISTEMAS EN DIFERENCIAS FRACCIONAL

3.1 Diferencia fraccional de Caputo

Sea N, = {a,a+1,a+2,...}, con @« € R, y sea x
Np — R™. Se define la a-ésima diferencia fraccional de x
como

k—o
1
—a _ o (a—1),.. +
A xk——r(a);(k i+1) zj, a € RT keN,,
donde el simbolo (5)(") es la funcién potencia fraccional
definida como

I'(s+1)
I'(s—r+1)
para todo 7, s € R, y I" es la funcién gama de Euler. Asi,

se define la diferencia fraccional de Caputo de x de orden
0 < a<1como

(5)") =

A%z = AU (Agy), ke Nj_,, (1)
donde Azy = k41 — zk. Utilizando la identidad
(a> _ INa+1)
J PG+ 1)l(a—j+1)
entonces (1) se puede escribir como

k+1
a —J «
Aiﬂ+ka=§ @4ﬁ+lj<k+1—j)%

Jj=0

o () o @

a €R, j€Np,

con k € Np.

La siguiente representacion la puede encontrar en Cermak
et al. (2015).

Lemma 1. (Cermak et al. (2015)). El sistema discreto frac-
cional

Aa$k+1,a = Al‘k, k eN, (3)
es asintOticamente estable si, y solo si, el sistema discreto
k
Tpt1 = Azp + ch_jlij + g(k), keN, (4)
j=0

es asintéticamente estable, con ¢, (o) = (—1)" <T _Of_ 1) y

o) = (-1 (1) oo

donde zg es la condicién inicial del sistema.

Aplicando la transformada de Z en el sistema (4), la serie
convergente resultante arroja el siguiente resultado.
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Theorem 2. (Cermak et al. (2015)). El sistema discreto-
fraccional (4) bajo la condicién inicial zg = 0, para
0 < a < 1, es asintéticamente estable si los ceros de

la funcién det(A] — A) estdn contenidos en D, donde
A=z(1—z71h)~

Es importante observar que A es solucién de det [A] — A] =
0 si y solo si z es cero de det (z(1 — z71)*1 — A) = 0.

Un alternativo criterio de estabilidad para (3), el cual
se puede encontrar en Cermak et al. (2015), recae en el
siguiente conjunto:

Sa:{ze(C:|z|<way|arg2|>a2i}7 (5)

(e}
con w® = [2 cos <7| dggzl_”)}
—

Para una matriz A € R"*™ sea o(A) el espectro o con-
junto de valores propios de A. Considérese también el
operador ||-|| una norma apropiada en R™. Asi, el siguiente
resultado se asegura.

Theorem 3. (Cermak et al. (2015)). El sistema (3) bajo
la condicién inicial xg = 0 es asintéticamente estable si
o(A) C 8*. En este caso, las soluciones de (3) tienden a
cero algebrdicamente (no exponencialmente), es decir

|zl = O(k™), cuando k — oo,
para cualquier solucién zy, de (3).

Por otro lado, D¢ el interior de la regién encerrada por
la funcién A = z(1 — 271)®. Observe que el sistema (3) es
estable si, y solo si, la ecuacién caracteristica det([z(1 —
21T — A) tiene todos sus ceros en D%, Este resultado
nos permite utilizar ambos conjuntos para establecer una
caracterizacién de estabilidad més amplia de los sistemas
EDF.

Theorem 4. (Cermak et al. (2015)). Se asegura la igual-
dad D¢ = 8§ para 0 < a < 1.

En este sentido, z es cero de det (z(1 — z71)*I — A) =0
si, y solo si, z estd en S¢.

En la figura 1 se observa céomo la funcién compleja A =
A(z) mapea a D en D* = §*.

4. CONECTIVIDAD DE §¢

El objetivo principal de esta seccién es exhibir la conec-
tividad de §¢, a través de la construccién de una funcién
monoparamétrica totalmente contenida en S, la cual une
a cualesquier par de polinomios a-Schur estables.

El primer paso es conectar las partes principales de lo que
serd la curva mediante el criterio que brinda el conjunto
S¢. El siguiente resultado nos provee de lo requerido.
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Fig. 1. Grafica de los mapeos de las regiones de estabilidad

para a = 0.6. Ilustracién tomada de Rafal Stanis-
lawski and Krzysztof J. Latawiec (2013a).

Theorem 5. Sean z; = rie' y 2o = roe’®2 un par de

nimeros complejos tales que |0;| > af y r; < w, para
7 =1,2, donde

91 — T * 02 — T *
w =max < |2cos , |2 cos ,
2—-«a 2—-«a
entonces,

(1) 10(p)| = |ub2 + (1 — p)b1| > aF,
(i) R(p) = pr2 + (1 —p)r1 < @,

para toda p € [0,1] y a € (0,1).

Proof. Para (i), se tiene que el intervalo abierto O, =
(aZ,a3r) es un conjunto convexo en R. Mientras que
para (ii%, si w domina a 71 y a re, entonces domina al

segmento de recta que los une.

Observacion 1. Observe que si 21 y z2 son nimeros reales,
entonces [O(u)] = © > af

, para toda p € [0,1], con
€ (0,1). Ademss, |z; — ZJ < w = 2%

Ademis, con el objetivo de exhibir la S*-estabilidad en
términos de las conecciones (i) y (ii), vamos a establecer
el siguiente resultado.

Lemma 6. Sean z; = rie'® y 2Zo = ro€'2 ndmeros
complejos tales que |0;| > af y r; < w, para j = 1,2.
Entonces,

2 (p) = R(p)e'®™ e 57,
para toda p € [0,1] y a € (0,1).

Proof. Se sigue del hecho que R(p) y ©(u) satisfacen el
teorema 5.

Esta serie de consecuencias inmediatas nos permite es-
tablecer un resultado mas fuerte que envuelve a una
familia sintética de polinomios, la cual se construye
conectando los radios y los argumentos.

Theorem 7. Sean z; = 1'% y w; = p;e'® ntimeros
complejos en 8%, j = 1,...,n. Considere las funciones

0,(1) = pd; + (1 — p)o;,
Rj(p) = pp; + (1 — p)r;
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e oo ()] e (820}

con p € [0,1]. Suponga que rj,p; < w;, j = 1,2,...,n,
for all p € [0, 1]. Entonces, la familia

FOGp) =[x = Rj(n)er®: )]
j=1

es S%-estable para toda p € [0,1], a € (0, 1).

Proof. Se sigue del teorema 5 y el lema 6.

5. APLICABILIDAD

Consideremos el sistema de control EDF

A%Zpi1-a = Az + Buy, (6)

con A € R*™™ B € R"™™ y 4 € R™. La idea es
utilizar las mismas técnicas de J.A. Lépez-Renteria and B.
Aguirre-Herndndez and F. Verduzco (2017), aplicadas a
polinomios de sistemas EDF. Asi que, vamos a considerar
a la pareja (A4, B) de la forma

o 1 ---0 1
0
A=|: : i, B=
o 0 ---1
Ay Gp—1 Q1 0

Asi, consideremos un controlador monoparamétrico de la
forma uy, = —GT (1), con GT (1) = (ga (i) - - g1 (1)) —
a®’, donde a® = (a,,...,a1)T es el vector de direccién de

G. Por tanto, el sistema en lazo cerrado se escribe como

A%Tpiq_ o= x
k+1 0 0 : k
—gn(t) —gn-1(p) -+ —g1(n)
= A(p)z, (7)

cuyo polinomio caracteristico es la familia

FOUR) = A"+ g1 (WA + -+ gn(p). (8)

Utilizando la diferencia fraccional de Caputo de la
ecuacién (2), es posible escribir el sistema de control (7)
€omo

k-1
Tp+1 = A(p)zr + Z Aj(a)zy—j, 9)
=0

con Aj(a) = ¢j(a)I, donde I € R" " es la matriz
identidad. El sistema (9) es un sistema de ecuaciones
en diferencias con multi-retardos y, por tanto, el andlisis
debe ser tratado en forma especial. Debido a que los
coeficientes ¢;(«) tienden a cero cuando j — oo a partir
de un momento J € N, ésta es una cota para j y se le
llamara la longitud de implementacion prdctica. Asi que,
es conveniente reescribir el sistema (9) como T. Kaczorek
(2008)
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N
w1 = A(wzk + Y Aj(a)zj, (10)
=0

con N =min{k —1,J}.

Con toda la discusiéon anterior es posible establecer el
siguiente resultado, el cual viene a ser el mas importante
de este trabajo.

Theorem 8. El sistema discreto con multi-retardo (10),
con 0 < a < 1, es asintéticamente estable para toda
w € [0,1].

Proof. Si consideramos la funcién f(A, ) del teorema 7,
entonces el sistema (9) tiene todos sus valores propios en
S“. Por tanto, por el lema 1 y el teorema 3, el sistema
(7) es asintéticamente estable para toda p € [0,1], con
O<a<l

6. ESTABILIZANDO EL OSCILADOR DE DUFFING

El objetivo de esta seccion es verificar el funcionamiento
del controlador disefiado en la seccion 5. Para eso, con-
sideremos el oscilador de Duffin discreto-fraccional, dado
por el sistema

(11)

AT 10 =Yk

AYps1—a = —Bar — Sy — YT} + up
donde 8, y v son nimeros reales, y up = (g2(1), g1(1)) X
es un controlador lineal escalar, X; = (a1, yx)?. El sis-
tema si control admite tres puntos de equilibrio si 8y < 0
y solo un punto de equilibrio si 8y > 0 (ver Cermak
et al. (2015)). Sin embargo, el origen siempre es punto de
equilibrio y, dado que la idea es mostrar que el controlador
disenado funciona, se estabilizard el sistema alrededor del
cero sin importar su tipo de estabilidad.

Suponga que queremos estabilizar desde los valores z; =

—1, z9 = —% hasta wy = —% y wy = —%. Si tomamos

a = %, entonces zj,w; € S3 y wie = V2 > |21, |w;],
j =1,2. Ahora, ©;(p) = 7 para toda p € [0,1], j =1,2.
Ademis,

Ri(p) = —%u —(1=p),
Ro(p) = —%u - %(1 — 1),

por lo que la familia

FOL ) =2 = [Ri(p) + Ro(p)]A + Ri () Ra(p)

tiene sus rafces en S7 para toda w € [0,1]. Definamos el
vector

G (1) = (g1(p) — B, g2(p) — 0),

= (—[Ra(p) + Ra(p)] — B, R () R (1) — 0),
para construir el controlador ug(u) = —G7(u)Xy. En-
tonces, el sistema discreto fraccional de Duffing (11) en
lazo cerrado, con implementacién practica N = 3, se
escribe como
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0 1 0
X1 = [—gz(u) —gl(u)} Xi = [vxi} (12)
3
£ 450X, (13)
j=0

donde Ag(3) = 31, A1(3) = £1, Aao(3) = 151, A3(3) =
%I . Finalmente, se conlcuye que el oscilador de Duffing
discreto fraccional (11), equivalente al sistema discreto

(12), es asintéticamente estable para toda u € [0, 1].

0.5 T ! 05
(f
| N
0t/|n o)
X ! x |.|
% > y
251 Y
| |
1 -
0 50 100 0 50 100
k
Nyquist Diagram
4 T T T T
) —— - =
X2
< '..
2§ by —
c
5 .
g 2
4 . i . . .
-15 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 25
Real Axis

Fig. 2. Fase en los planos k — x v k — y,, con diagrama
de Nyquist para g = 0.

En las figuras 2 y 3 se muestra la estabilidad para los
valores en los extremos = 0 y 4 = 1, mientras que en la
figura 4 se muestra la estabilidad para el valor intermedio
de = 0.5.

Observacion 2. Recordemos que la estabilizacién se real-
iza en una vecindad del origen, si cambiamos de punto
de equilibrio, el sistema lineal podria cambiar, por lo que
también cambiaria el vector de direccién del controlador.

7. CONCLUSIONES

Se mostré que a pesar de tener una zona de estabilidad no
convexa, es posible conectar a un par de polinomios con
todos sus ceros dentro de tal zona mediante un criterio
explicito para obtener S®-estabilidad, para cualquier 0 <
a < 1. Se aproveché tal coneccién de polinomios para
disenar un controlador monoparamétrico robustamente
estabilizante, cuya utilidad se pudo corroborar mediante
la estabilizacion del sistema discreto fraccional de Duffing.
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Fig. 3. Fase en los planos k — z; y k — y,, con diagrama
de Nyquist para g = 1.
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Fig. 4. Fase en los planos k — zy y k — y,, con diagrama
de Nyquist para g = 0.5.
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