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1. INTRODUCCION

La convergencia en tiempo finito en el contexto de con-
trol continuo ha sido un tema de interés reciente. La
homogeneidad local se ha utilizado recientemente para
producir una serie de controladores continuos que pro-
porcionan estabilidad en tiempo finito en robots manip-
uladores (Zamora-Gémez et al. (2018, 2019); Zavala-Rio
and Zamora-Gémez (2017)). Los controladores difusos se
han estudiado ampliamente y existen algunos resultados
con respecto a la estabilidad en tiempo finito de este tipo
de controladores (Na et al. (2019); Rouhani and Erfanian
(2018); Zirkohi (2019)). Calcev (1998) propuso original-
mente un controlador difuso que posee una propiedad de
pasividad, lo que facilité considerablemente el anélisis
de estabilidad de los controladores difusos. Mas tarde,
esta metodologia se aplico a los robots manipuladores en
Santibanez et al. (2004, 2005).

En este documento se presenta un controlador difuso
sectorial que permite concluir convergencia en tiempo
finito en un sistema mecédnico. Esto se logra cambiando
la funcién de membresia de entrada que corresponde a
la entrada cero. Al convertirla en una funcién que no es
Lipschitz, se demuestra que se satisface una propiedad
de homogeneidad local, lo que permite la convergencia
en tiempo finito. Segin el mejor conocimiento del autor,
esta es la primera instancia de control difuso continuo
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que utiliza la estructura tradicional de Mandami con una
modificacién de las funciones de membresia de entrada
para explotar las propiedades de la homogeneidad local
y conseguir convergencia en tiempo finito sin ninguna
estructura adicional (modos deslizantes u otro tipo de
control discontinuo).

La principal ventaja de disefiar un controlador difuso que
garantice convergencia en tiempo finito es el hecho de que
este tipo de convergencia da robustez a la tarea de control
Zamora-Goémez et al. (2020). Este beneficio se suma a
los beneficios de utilizar un controlador difuso, como
por ejemplo la sintesis del conocimiento de un experto
en una ecuaciéon de control mediante un procedimiento
sencillo y practicamente grafico. Como se demuestra en el
documento, es posible combinar estas ventajas utilizando
las reglas de diseno tradicional para controladores difusos
utilizando una funcién de membresia especial en las
entradas.

En la seccién 2, se presentan algunos conceptos relaciona-
dos a la homogeneidad local. Se presenta una reformu-
lacién de un resultado conocido en términos apropiados
para ser aplicado al problema en cuestién. En la seccién 3,
se reintroduce el controlador difuso sectorial. La seccién
4 revisa algunas propiedades bien conocidas del modelo
dindmico de manipuladores de robots. En la seccién 5,
se presenta el controlador difuso con convergencia en
tiempo finito para robots manipuladores. La seccién 6
muestra resultados en simulacién y la seccién 7 contiene
observaciones finales.
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2. HOMOGENEIDAD LOCAL

En esta seccién, recordamos algunos resultados impor-
tantes con respecto a la homogeneidad local. Como se
define por Zavala-Rio and Fantoni (2014), la homogenei-
dad local se expresa en términos de una familia de dilata-
ciones. 67 (x) = (€™ z1,...,e""xy), V& € R™, Ve > 0 donde
r = (ry,..,m,), con coeficientes positivos de dilatacién
r1,...,7n. Una vecindad del origen D C R™ se dice §7-
conectada si para cada @ € D, 67 (x) € DVe € (0,1).

Definicion 1. Dado un 7, una funcion V : R" — R,
respectivamente un campo vectorial f : R" — R",
es localmente r-homogéneo de grado a si existe una
vecindad d7-conectada del origen D C R", llamada
dominio de homogeneidad, tal que

V(<(®)) ="V (=), (1)
respectivamente

f(0e(®)) = "5 (f (), (2)
para cada x € D y toda € > 0 tal que 67 (x) € D.

Se ha demostrado que la homogeneidad local es 1til para
garantizar la estabilidad global en tiempo finito (Zamora-
Gémez et al. (2018, 2019); Zavala-Rio and Zamora-Gémez
(2017)).

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden:
& = f(z). (3)

donde f(x) es un campo vectorial continuo en una vecin-
dad abierta B C R™ del origen y f(0) = 0, e.g., el
origen es un equilibrio de (3). Se denota x(¢, o) como
una solucién de (3) con condicién inicial xg.

Definicion 2. Se dice que el origen es un equilibrio estable
en tiempo finito (Bhat and Bernstein (2005)) de (3) si es
estable en el sentido de Lyapunov y existe una vecindad
abierta del origen, N’ C Bpg, y una funcién acotada T :
N — Rsp, donde R>o = {t € R: ¢ > 0}, llamada funcién
de tiempo de establecimiento, tal que x(t, o) # 0,Vt €
[O,T($0)), Ve, € N\ {0}7 Yy $(t,$0) =0,Vt > T(l‘o))
Se dice que el origen es un equilibrio globalmente estable
en tiempo finito si N' = R™.

La estabilidad global en tiempo finito de un equilibrio
puede caracterizarse mediante la nociéon de homogeneidad
local como sigue.

Teorema 1. (Zavala-Rio and Fantoni (2014)). Supdngase
que f es un campo vectorial localmente r-homogéneo
de grado a con dominio de homogeneidad D C R".
Entonces, el origen es un equilibrio globalmente estable
en tiempo finito del sistema (3) siy solo si es globalmente
asintéticamente estable y a < 0.

Se ha demostrado que la estabilidad en tiempo finito
se mantiene en el siguiente caso de aproximacién. Con-
sidérese el campo vectorial

& = f(z)+ f(=). (4)

Lema 1. (Zavala-Rio and Fantoni (2014)). Suponga que
f en (4) es un campo vectorial localmente r-homogéneo
de grado a < 0, con dominio de homogeneidad D C R" y
0 es un equilibrio globalmente asintéticamente estable de
& = f(x). Entonces, el origen es un equilibrio estable en

tiempo finito de (4) si
Ndmero Especial 2020
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Ek+7’7', = 0’ (5)

e—0t
Viel,..,n, Ve e S donde S? ! = {x e R" : ||z| = ¢}
para alguna ¢ >0y S"~1 C D.

Es posible mostrar que el Lema 1 se mantiene si & = f(x)
tiene un equilibrio localmente asintéticamente estable en
el origen.

Lema 2. Suponga que f en (4) es un campo vectorial
localmente r-homogéneo de grado a < 0, con dominio
de homogeneidad D C R™ y 0 es un equilibrio localmente
asintGticamente estable de @ = f(). Entonces, el origen
es un equilibrio localmente estable en tiempo finito de (4)

si
- fi(6g(z))
lim —~=—*~ =0, 6
JR e ©)
Viel,..,n, Ve e S donde S? ! = {x e R": ||z| = ¢}
para algin arbitrariamente pequefio ¢ > 0y S?~! C D.

3. CONTROL DIFUSO SECTORIAL

Un controlador difuso sectorial (SFC por sus siglas en
inglés) puede ser caracterizado desde un punto de vista
entrada-salida como un mapeo estatico no lineal. Las
propiedades de pasividad mostradas por Calcev (1998)
facilitan el analisis de estabilidad de este tipo de con-
troladores. Algunas propiedades del mapeo no lineal son
presentadas en Calcev (1998) y Santibanez et al. (2005),
y se presentan a continuacién para el caso en el que el
controlador tiene dos entradas y una salida:

Propiedad 1, ¢;(0,0) = 0;
Propiedad 2, ¢; (71, 22) = —¢; (=1, —22)
Propiedad 3, ¢; (x1,0) = 0 = x5 = 0;

Propiedad 4, |¢; (z1,x2)] < 9§ := max g

e Propiedad 5, 7% < |¢; (1,0)| < 7*+10;

11,12,
)

para i =1,2,3,...,n, donde g2, %0 7*+1.0 representa

los centros de las funciones de membresia de salida.

La base de reglas difusas, para el caso de dos entradas

1, T3, una salida y, consiste en una base de reglas IF-
THEN (llamada R'!2).

IF zyis A" AND 24 is A2 THEN yis B2 (7)

donde para cada conjunto difuso de entrada Ai y cada
conjunto difuso de salida B!tz existe una funcién de
membresfa de entrada ., (z;) y una funcién de mem-

bresfa de salida ppgi.1.(y), respectivamente, con l; =
—(NV; = 1)/2;..5-1;0;1;..; (V; — 1)/2, y i = 1,2. Ny es
el numero de conjuntos difusos para la entrada 1, y No
es el numero de conjuntos difusos para la entrada 2. El
numero total de reglas difusas es M = N1 N,. La base de
reglas difusas se ejemplifica en la Tabla 1.

Las reglas difusas se disenan de la siguiente manera:

(1) Dos entradas relacionadas a una sola salida.

(2) Las reglas son simétricas respecto de cero, las vari-
ables de entrada y salida son cubiertas por un
nimero impar de conjuntos difusos de entrada y

salida..
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Tabla 1. Tabla de reglas difusas

z1/z2 | NB | NS | Z | PS | PB
NB | NB | NB | NS | Z | Z
NS | NB | NB | NS | Z | Z
7 NS | NS | Z | PS | PS
PS Z Z | PS | PB | PB
PB 7 Z | PS | PB | PB

(3) Las funciones de membresia de los conjuntos difusos
adyacentes son complementarias, de modo que cada
valor de entrada pertenece a dos conjuntos difusos
adyacentes con grados de membresia complementar-
ios, es decir, la suma de los valores de membresia
es uno (observe que solo se disparan un méaximo de
cuatro reglas en un momento dado)

(4) Los conjuntos difusos para las funciones de mem-
bresia de entrada deben ser convexos en el sen-
tido dado por (Calcev et al., 1998), pueden tener
cualquier forma geométrica si satisfacen V z # w €
R,V A €[0,1]

s O (1= Nw) 2 min { g, (o, ) |

Para p A%(z;)> alrededor de cero, la desigualdad an-

terior debe cumplirse estrictamente para garantizar
la unicidad del estado de equilibrio para el sistema de
control difuso. Por lo tanto, alrededor de cero no esta
permitido usar funciones de membresia trapezoidal.

(5) La salida es nula para entradas nulas (el drea central
de la tabla de reglas difusas es cero).

(6) Dentro de una fila, de la tabla de reglas difusas,
los consecuentes de las reglas (acciones de control)
aumentan gradualmente de izquierda a derecha, y
dentro de una columna aumentan de arriba a abajo.

(7) La salida se calcula mediante el defuzzificador de
centro promedio, utilizando el método de inferencia
minima o de producto.

Seleccionando fuzzificacién singleton, inferencia producto
y defuzzificacién de centro promedio, la salida puede ser
expresada de la siguiente manera:

(No 1)

(N1 1)
2

= b lo= M

2
l1 3] (H 1 ILAll (T1))
(No 1) .

(w1, 22) = :
2 (Ny 1) (Hz 1MAL1 (11))

2
(N1 1)

(N1 1)
2

1= lg=

Como se muestra en Santibanez et al. (2004), la salida del
sistema difuso puede ser expresada como

Ny 1) (Ng 1)
2 2

2
1
> DO | (OVICHR
i
11:_(N12 1) l2:_(1\722 1) i=1

(8)

Dado que solamente cuatro reglas difusas se activan en
cada momento (8) puede ser expresada como

d(x1,22) =

=y, (w1) iy, (o) g 9)
+ T (), () ot
+ phy, (fﬂl)ufjl(mz)ﬂ

k:+1 Ium+1
Numero Espemal‘ﬁOZg Az

¢(x17x2)

k,m+1

k:+1 m+1
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Esta forma sera util para la discusién presentada en este
documento.

4. ROBOTS MANIPULADORES

La dindmica de un robot manipulador de n grados de
libertad, puede ser descrita de la siguiente manera:

M(q)g+Cla.q)g+g(a) =7 (10)
donde g € R es el vector de posiciones angulares, M(q)
es la matriz de inercias, C(q,q)g € R™ es el vector de
pares centripetos y de Coriolis, g(g) € R™ es el vector de
pares gravitacionales, y 7 € R" es el vector de pares de
entrada.

Las siguientes suposiciones son véalidas para robots
manipuladores (Kelly et al. (2005)). Los eigenvalores
maximos y minimos de la matriz M se denotan por
Max{M} ¥ Amin{ M} respectivamente. La norma de x €
R™ se denota por ||z||.

Suposicion 1. La matriz de inercias M (q) € R™*™ es una
matriz simétrica y definida positiva. Por lo tanto, por el
teorema de Rayleigh-Ritz, se mantiene que

Amin {M (@)} |z < 2" M(@)z < Aax{M (a)}|1]?,
para todo x € R" o
Suposicion 2. La matriz
S (@)~ Cla.d)

(donde C(q,q) fue obtenida mediante los coeficientes de
Christoffel) es antisimétrica. También es cierto que

M(q) = C(q,q) + C(q.9)".

5. SFC CON CONVERGENCIA EN TIEMPO FINITO
PARA ROBOTS MANIPULADORES

(12)

(13)

El problema de control de movimiento en tiempo finito
para los robots manipuladores se formula a continuacién.
Suponga que las posiciones articulares q y las velocidades
articulares g estdn disponibles para la medicién. Suponga
que gg4 denota las posiciones articulares deseadas, y qq,
las velocidades articulares deseadas. Considere el vector
v = [qt)T,q(t)T]T. La ley de control debe disefiarse
de manera que existan tp(v) € Rsg de modo que v #
(aa()7, qu(t)7]7 para t < tp y v = [qa(t)”, qa(t)"]" para
t>1p.

Para resolver este problema, se recurre a la conocida ley

de control par calculado, expuesta por ejemplo en (Kelly
et al. (2005)), dada por

™= M(q)lda + Koq + K] + C(g,d)4 + g(q).  (14)
Como se hace en (Santibanez et al. (2004)), la parte PD
del control se remplaza por un sistema difuso, esto es,

™= M(q)lda + ®(4.9)] + Cla,d)d +g(q). (15
donde ®(q, q) es un vector n x 1 con elementos ¢; (G, ),
donde i = 1,2,3,...,n, son los mapeos entrada-salida del
controlador difuso sectorial (SFC),

o1 (1, 51)

b2 (G2, G2)

®(4,q) = (16)
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La ecuacién en lazo cerrado puede obtenerse al remplazar
(15) en (10) para obtener

i 2]~ |-aiia)

que tiene un equilibrio globalmente asintéticamente es-

(17)

table en [qT, qT] T—o para un controlador disenado sigu-

iendo las reglas presentadas en la seccién 3 (Santibanez
et al. (2004)).

Para lograr la convergencia de soluciones en tiempo finito
del sistema en lazo cerrado, las funciones de membresia
de entrada se disenaran para satisfacer la propiedad de
homogeneidad local para cada uno de los elementos del
mapeo ®(q, q).Es decir, 1%, (21) y pS, (z2) se definirdn
de la siguiente manera:

z; < =Py
—P; <z < Py

x; > Py

0

iy, () = { —filz )+1 (18)
para alguna P;; > 0, y fi(xz;) que son funciones r-
homogéneas de grado a; = 2ro —r; > 0 > ro — 1 para
algunos coeficientes de dilatacién r;. Note que f;(z;) debe
satisfacer fi(z;) = fi(—w;), fi(x;) > 0 para —Py; < x; <
Py, vy fi(0) = 0, fi(x;) # 0,Va; # 0. As{ mismo, se
debe satisfacer la propiedad de convexidad definida en la
seccion 3.

Teorema 2. Considere el sistema en lazo cerrado (17), sea
®(q,q) un controlador difuso sectorial. Si pS (z;) estd

definida como (18), entonces el origen es un equilibrio
globalmente estable en tiempo finito.

Prueba. Se sabe que el origen es un equilibrio global-
mente asintéticamente estable (Santibanez et al. (2004)).
Queda probar que también es estable en tiempo finito.
Para este propdsito, note que para 0 < z; < Py;, ¢(x1, 22)
puede ser escrito en términos de f;(x;) como sigue:

¢(z1,22) = (1 - NAl(wl))NAQ (z2)y"° (19)
+ iy, (1) (1 = p, (22)) 5™
+ (1=, (21)) (1 = gy, (2))7"1
¢(x1,22) = fr(@1)7"" + falw2)7° (20)
+ (@) fo(z2) (70 + 51 + 5.
donde se utilizé el hecho de que por disefio %0 = 0 y

la suma de funciones de membresia adyacentes siempre es
uno. Por simetria, y de la tabla de reglas difusas es posible
ver que cerca del origen (17) se puede escribir como

d q

dt [Z] N [—ka(d)sign(d)h(é) - kb@sign(a)fg(é)}

+ [ 0 ] (21)
—ke(q,9)(f1(a) © f2(q) ]

donde los elementos de las matrices diagonales k,, k; son
constantes para un cuadrante dado y positivos dado que
cada entrada x; estd asociada con una salida del mismo
signo. Esta cualidad es capturada por la funcién signo.
Note que, cerca del origen, ninguno de los valores corre-
spondientes a estos términos es cero. De manera similar,

los elementos de la matriz diagonal k. son constantes para
Nudmero Especial 2020
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un cuadrante dado, por lo tanto, como la funcién signo,
localmente homogéneos de grado 0. El producto elemento
a elemento es indicado por el simbolo ® (producto de
Hadamard) y la funcién signo se define como

1 z>0
sign(z) = { 0 x=0, (22)
-1 x<0
y sign(x) se usa para denotar
sign(xq) 0 0
0 sign(xz) ... 0
sign(x) = . ) . (23)
0 0 .. sign(z,)

Para clarificar la notacién, fi; se refiere a la funcién
f1(z1) enunciada en (18) para el j-ésimo eslabén, y

8
5 12 (41
A@={" (24)
fln (dn)
La misma notacién es usada para fo.
Ahora, considérese el campo vectorial h(z) € R?*", con
= [¢",4")" dado por

q
R = | @san(@ (@) o tan(i )
(25)
El sistema & = h(x) tiene un equilibrio asintéticamente
estable en el origen. Esto se puede mostrar usanto la
siguiente funciéon de Lyapunov,

V(w) = %éT«ﬁZ /O bl (7) fu()sien(rydr (26)

que es definida positiva dado que fi;(7)sign(r)r >
0, V71 # 0. La derivada temporal de (26) es

V(z) = —q"ky(q)sign(q) f2(a). (27)
que es semidefinida negativa. Esto implica estabilidad del
origen. Dado que f;(0) =0, f;(z;) # 0, Vx; # 0 es posible
utilizar la invariancia del conjunto limite de soluciones
para asegurar que el origen es asintOticamente estable.
Esto puede ser establecido utilizando los resultados pre-
sentados en (Michel et al. (2008)), validos para situaciones
donde el campo vectorial no es diferenciable en todo su
dominio. Note que este resultado es inicamente local dado
que (21) es solamente vélida en una regién cercana al
origen.

Para analizar las propiedades de homogeneidad de h(x)
considere los primeros n elementos, es decir, para ¢ €
{1,2,...,n}

hi(0T () = e §; = e"2G; = (27T,

= e(r2mr)drip, (z). (28)
Los siguientes n elementos satisfacen
hnti(02 () = —ka(e™ Gi)sign(e™ q) f1 (e §)
— ko(e™q)sign(e™q) f2(€™q)  (29)
hnti(02(x)) = —e™ ka(Gi)sign(q) f1(q)
— ek (q)sign(q) f2(q). (30)
4 Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



Dado que o; = 2ry — 11,

hati (0L (2)) = =277 (ka(q:)sign(@) f1(q) _
— ko (@)sign(q) f2())-  (31)
Finalmente,
I i (02 () = 727N (), (32)

lo que implica que h(x) es localmente homogéneo de
grado ro — 11.

Ahora, considere el campo vectorial

0
~ke(q.9)(f1(d) © 2(2))
Los primeros n elementos de fz(m) satisfacen trivialmente

lim hi(0% ()

Ek—‘rT‘,;

h(z) = (33)

= 0. (34)

e—=0t

Para los elementos restantes del vector es posible ver que

L Ba0z(@)

etz ()
Ek-‘r’!'i - m

e—0+ e—0+ gr2TTiAT2

= lim ¥ "1 h(x) = 0.

e—0+

(35)

para toda x € S?~! y cualquier ¢ tal que S"~! € D.
Como consecuencia del Lema 2, el origen es un equilibrio
globalmente estable en tiempo finito y el objetivo de
control se cumple.

O

Una forma sencilla de definir la funcién de membresia cen-
tral es seleccionando fi(x;) = |z;|%. Sea r; un coeficiente
positivo de dilataciéon. Entonces, si ro se selecciona como
ro = %1 para algin v > 0 es posible probar que (; puede
ser seleccionada como

2
B1+1

El resto de las funciones de membresia se puede selec-
cionar de la manera tradicional en la que se construyen
los controladores SFC.

0<B1 <1 and (B =2-—

(36)

PS PB

15 -10 -5 5 10 15 ilII'\

Fig. 1. Ejemplo de diseno de funciones de membresia para
la entrada de error de posicién en un eslaboén.

La Figura 1 muestra un ejemplo de la forma en la
que las funciones de membresia de entrada podrian ser

seleccionadas.
Numero Especial 2020
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6. APLICACION A UN ROBOT DE DOS GRADOS
DE LIBERTAD

6.1 Descripcion de un robot de dos grados de libertad

Para evaluar el controlador propuesto, se realiz6 una
simulacién utilizando Simulink, un robot manipulador de
dos grados de libertad que se mueve en el plano vertical,
construido en CICESE, México, y ubicado en el Instituto
Tecnolégico de La Laguna, México fue modelado (Reyes
and Kelly (1997) ). El robot manipulador consta de dos
enlaces rigidos. Los actuadores son motores sin escobillas
de alto par con transmisién directa. Los pares maximos
que se pueden aplicar, segin el fabricante, son 150 [N—m)]
para la junta 1 y 15 [N-m] para la junta 2.

El modelo dindmico del manipulador se puede expresar
como se muestra en (10) con

Mi1(q) = mql?) + ma[l? + 12, + 2111 cos(qz)] + I1 + I,
Mia(q) = ma[l?, + l1les cos(go)] + Io,
Mo1(q) = ma[l?y + l1le cos(qa)] + I,
Mo (q) = malZ, + I,
C11(q, ) = —malileasin(ga) o,
Ci2(q,q) = —malileosin(g2)[g1 + go],
Ca1(q,4) = —mzl leasin(qz2)qn,
Ca2(q,4) =
91(q) = [mlld + mali]gsin(q1) + male2 gsin(q1 + g2),
g2(q) = maleagsin(qr + q2),

El controlador difuso aplicado fue seleccionado de la
misma manera que en (Santibanez et al. (2005)) con la
excepcion de que 9 (z;) se seleccioné de acuerdo a (18).
Se utilizaron las siguientes funciones

1
fl(xl) P1016 PO P0.75

donde P;; denota la primera particion para la entrada del
i-ésimo eslabon.

21100 and fofw2) = myrs |27 07

Las posiciones deseadas gq(t) estdn dadas por las sigu-
ientes ecuaciones.

@a(t) = a1 + b1 (1 — e 2) 4 ¢1(1 — e 2 )sen(wyt) [rad]
Goa(t) = as + ba(1 — 6_1'8t3) +eo(l = e_l'StS)sen(wgt) [rad]

donde a; = 7/2 [rad], by = 7/4 [rad], ¢y = /18 [rad]
y w1 = 15 [rad/s], a2 = 7/2 [rad], b = 7/3 [rad],
co = 25m/36 [rad] y we = 3.5 [rad/s].

La Figura 2 muestra el comportamiento de los errores
de posicion q. Oscilaciones de alta frecuencia con una
longitud igual al paso de simulacién se observan en
ambas figuras. Esto se debe al error de discretizacién
intrinseco de la simulacién. Este comportamiento se ob-
serva comunmente cuando se resuelven numéricamente
ecuaciones diferenciales que convergen en tiempo finito.

7. CONCLUSIONES

Se presenta un controlador sectorial difuso continuo tipo
Mamdami que proporciona una respuesta en tiempo

ﬁmto ‘]:unto con su metodolo§1a de diseno, Rrueba de
opyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados Www.amca.mx
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Fig. 3. Entrada de control para los eslabones 1 y 2

estabilidad y prueba de convergencia en tiempo finito. Se
demostré que la convergencia de tiempo finito se puede
lograr mediante el uso de la misma estructura antes repor-
tada con la variante del uso de funciones de membresia de
entrada que no son Lipschitz en el origen. La metodologia
utilizada, por el momento, no permite determinar una
cota superior para el tiempo de convergencia. Sin em-
bargo, este detalle estd siendo investigado para futuras
versiones del trabajo mediante el uso de una funcién
estricta de Lyapunov.
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