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Abstract: In this article, we explore the use of a generalized diffusion equation (GDE)
for modeling shipping water (SW) events, which are bodies of water that flood the deck of
marine structures during extreme weather conditions. The GDE is obtained by substituting
the first-order time derivative of the standard diffusion equation by a generalized derivative
of non-integer order. The GDE, which in this contribution is formulated using the Caputo
fractional derivative, may permit to approximate the behavior between diffusion and wave
propagation observed in SW events. We present numerical results to demonstrate the
agreement between the response of the GDE and the standard advection-difussion equation,
which has been previously used to describe SW events.
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1. INTRODUCCION

Los embarques de agua (EE-A), también conocidos co-
mo eventos de embarque de agua en cubierta, son un
fenomenos hidrodindmicos en los que una masa de agua
invade la cubierta de una estructura maritima (Goda and
Miyamoto, 1976; Greco et al., 2005; Buchner, 2002). Se
ha demostrado que estos eventos representan un riesgo
importante en la operacion de estas estructuras, ya que
el peso agregado puede superar las tolerancias de diseno
de la estructura (Pakozdi et al., 2016; Silva et al., 2017;
Hernandez-Fontes et al., 2020a), la tripulacién puede re-
sultar gravemente herida y los equipos pueden resultar
danados por las olas de agua que se propagan por la cu-
bierta (Buchner, 2002). En la literatura se han propuesto
diversas formas de modelar este tipo de fenémenos y de
esta forma predecir su dinamica (Chuang et al., 2018;
Zhang et al., 2019).

La ecuacion de difusion adveccion (EDA) se ha propuesto
recientemente para modelarlos EE-A, la cual, ademas de
proporcionar una aceptable descripciéon de la dinamica
de estos fendémenos, es simple y puede resolverse anali-
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ticamente para ciertas condiciones, lo que significa una
ventaja ya que las soluciones analiticas de esta ecuacion
pueden utilizarse en aplicaciones numéricas de bajo costo
computacional (Hernandez-Fontes et al., 2019a, 2020b,
2019b).

Recientemente, Hernandez-Fontes et al. (2019a) encontra-
ron una solucién analitica para la EDA con coeficientes
de adveccion y difusion constantes, la cual utilizaron para
expresar la dindmica de un s6lo evento de embarque
en una estructura fija. Después, utilizaron esta misma
solucién para estimar las cargas en cubierta (Hernandez-
Fontes et al., 2019b) y para modelar multiples eventos
(Hernandez-Fontes et al., 2020b). Posteriormente, utiliza-
ron las solucion analitica de la EDA, pero con coeficientes
variables, en el modelado de embarques de agua consecu-
tivos generados con olas mas largas (Herndndez-Fontes
et al., 2020c). Los resultados mostraron el gran potencial
de la EDA. Sin embargo, atn se requiere mas investigacion
para representar mejor la evolucién de eventos generados
con olas de diferente inclinacién, particularmente olas mas
empinadas.

Por lo anterior, en este articulo se explora el uso de la
ecuacion de difusion generalizada para modelar embar-
ques de agua en cubierta, que es una extension de la
ecuacion clasica de difusion de orden entero, ya que el
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orden de la derivada temporal puede tomar cualquier
valor del conjunto de los niimeros reales. En particular,
cuando el orden de la derivada temporal varia entre uno
y dos, es decir, @ € [1,2], la EDG permite describir un
proceso de evoluciéon que es intermedio entre la difusién
clasica y la propagacion de onda clasica (Huang and Liu,
2005). Este proceso intermedio se ha denominado ante-
riormente fenémeno de ondas de difusién fraccionarias
y sus efectos son ondas de difusion fraccionarias, que
son una especie de ondas amortiguadas que involucran
oscilaciones (Mainardi, 2010).

Asimismo, se evaltia numéricamente el uso de la ecuacién
de difusion generalizada para aproximar la dindmica de
los EE-A, cuyo orden de la derivada temporal puede ser
cualquier valor real en lugar de un entero. En particular,
se propone que la derivada temporal se ubique en el
intervalo (1,2), por lo que describe la dindmica de los EE-
A con un comportamiento intermedio entre la difusion
clasica y la propagacion de onda, con menos términos.
Por lo tanto, la dindmica estaria ubicada en el llamado
fenomeno de onda de difusion fraccionaria que da como
resultado ondas de difusion fraccionaria (Mainardi, 2010).

Para evaluar la capacidad de EDG de predecir eventos de
agua, se llevaron a cabo diferentes simulaciones numéricas
con la EDA, considerando a ésta como el modelo patron
o modelo de referencia. De estas simulaciones se obtu-
vieron series de tiempo de elevaciones de agua en varias
posiciones a lo largo de la cubierta de una estructura fija.
Parte de los datos obtenidos durante las simulaciones se
utilizaron para calibrar la EDG, i.e., para estimar tanto el
orden fraccionario como el coeficiente de pseudo-difusion
que hacen que la EDG se ajuste mejor a los datos de
calibracion.

La calibraciéon se abordé como un problema de optimi-
zacion, el cual se llevd a cabo utilizando un algoritmo
genético y la transformada pulso. Esta dltima facilito el
proceso de calibracion.

El presente articulo se encuentra organizado de la siguien-
te forma: en la Secciéon 2 se presenta el modelo que se
propone para modelar los embarques de agua, es decir,
la EDG. En la Secciéon 4 se muestran y discuten los
resultados numéricos de aplicar la EDG como los eventos
EEA, asi como el algoritmo de identificacién basado en
un algoritmo genético. Finalmente, se discuten las con-
clusiones y el trabajo futuro en la Seccion 5.

2. ANTECEDENTES
2.1 Derivada de orden fraccionario

La integral o derivada de orden fraccionario puede verse
como la generalizacion de la integral o derivada de orden
entero de una determinada funcion f(t). En este sentido,
entre varias definiciones, dos de los enfoques principales
en los sistemas de control son el operador fraccionario de
Riemann-Liouville y el operador de Caputo (Gorenflo and
Mainardi, 1997).
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El operador diferencial fraccionario de Caputo (1967),
que se define como

Daf(t) =
1 t pm)(m)
dr;yn—1
F(n—a)/a (t —)a+l-n T n <a<néeN,
g/ a=neN,

es el més utilizado en control automatico, ya que puede in-
corporar condiciones iniciales en ecuaciones diferenciales
de orden fraccionario de manera similar a su contraparte
de orden entero. Sin embargo, los valores de inicializacion
no se pueden dar con tanta fluidez como en el caso del
orden de niimeros enteros, y se debe tener especial cuidado
en la definicion de las mismas (Lorenzo and Hartley,
2001). Por lo anterior, en este trabajo se emplea esta defi-
nicién de la derivada de orden fraccionario, considerando
que al inicio de los fenémenos estudiados la condicién
inicial es nula y constante para ¢t < 0.

2.2 Ecuacion de adveccion-difusion

La ecuacion de difusion adveccion, que previamente se ha
utilizado como modelo de eventos de agua en embarques,
esta dada por
on(z,t) >n(,t)
o A== =Bl 5=, (1)
donde 7(z,t) es la elevacion del agua, = denota la coorde-
nada del dominio espacial por el que se propaga el flujo
de agua (esto es, la cubierta de una estructura marina)
y t es la coordenada temporal. A(x) y B(z) son los
coeficientes de advecciéon y difusion, respectivamente, los
cuales dependen de la coordenada espacial. Estos coefi-
cientes describen la disipacion de energfa y dependen de
diversos factores, como la velocidad horizontal del liquido,
la rugosidad de la superficie y la viscosidad del fluido.
Maés detalles pueden ser encontrados en el trabajo de
Hernandez-Fontes et al. (2019a).

on(z,t)

En este articulo la EDA es utilizada como modelo patron
o modelo de referencia, es decir, que se usa para validar el
modelo que se propone, es decir, la ecuaciéon de difusién
generalizada que a continuacién se presenta.

3. ECUACION DE DIFUSION GENERALIZADA

En este articulo, consideramos la ecuaciéon de difusion ge-
neralizada como un nuevo modelo candidato para eventos
de agua embarcada. Esta ecuacion se obtiene reemplazan-
do la derivada temporal de primer orden en la ecuacion de
difusion estandar por una derivada generalizada de orden
aeR: g0 92
TULY — AT 2EY, ©)
x
donde, para EE-A, la variable n(xz,t) es la elevacion del
agua sobre la superficie horizontal, x y ¢ son las coordena-
das espacial y temporal, respectivamente. Cuando o = 1,
el parametro A(x) actua como coeficiente de difusion
dependiente de la variable espacial, mientras que cuando
a = 2 actua como la velocidad de la propagacion de onda.
En este trabajo este coeficiente se considera constante en
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el tiempo y variante en el espacio. Sin embargo, en traba-
jos futuros se llevara a cabo un analisis de la EDG con un
coeficiente dependiente del tiempo o incluso dependiente
de la propia variable 7(z, ).

La versiéon espacial-discreta de la EDG se obtuvo em-
pleando el método de diferencias finitas, que implic6 apro-
ximar 8%n(z,t)/0x? de la siguiente forma:

Pn(x,t) _ miva(t) = 2mi(t) + nia(t) 3)
Ox? (Ax)? ’

de tal manera que la version discreta en el espacio de (2)
resultod

™) = Al — 20+ mia). (4)
donde A} = A(x;)/Az?, x; = iAx and i = 1,2, ..., N.

8.1 Transformacion pulso

En un marco experimental, todas las senales se obtendrian
de sensores con un tiempo de muestreo dado y se ubicarfan
en ubicaciones especificas de la variable espacial. Por lo
tanto, como se muestra en Tang et al. (2015); Gonzélez-
Olvera and Tang (2016), en (4), n;—1 y 7i+1 son tomadas
como senales externas con 7; como el i-ésimo pseudo-
estado:

Dni(t) = aini(t) + (bi,bi2 ) ui(t), (5

donde a; £ —2AL, by 2 AL by 2 AL w(t)

(Mim1 () misa (1))

Considerando un tiempo de muestreo presente en experi-
mentos T en el intervalo ¢ € [0, 7], se emplean funciones
pulso, que estan definidas como el conjunto de N fun-
ciones continuas a tramos constantes en los subintervalos
te [T, LT):

~

1>

1,t € Q;
ilt) = { 0, otherwise. (6)

Estas funciones son ortogonales bajo el producto punto

(w(t), 2(0) 2 [T a(0)=(0)dt, e., (b (1) () = 0 ) #

k. Entonces, al agrupar las muestras mediante

i (GT/N), ... .n(T(N = 1)/N)",
j=0,...,N—1, (7)

los valores muestreados y retenidos en cada subintervalo
7;(t) se aproximan mediante

ni(t) = i (t) = 07 Yy (b), (8)
donde ) (t) = (P1(t) Pa(t) ... Pn(t)).

11—«
Aplicando Jof(t) = w5 fy #2° “dr a ni(t) de (8) y

0 t—7
asumiendo 7;(¢) = 0Vt < 0, se obtiene:

Jani(t) ~ ﬁ?Faw(N)(t)a (9)

donde
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T\“ 1

Fo=(=) ——

(N) Tat2)
g1 92 93 --- 9gn
0 9192 ... 9gv—1
0 0g1...9v2 ’ (10)

000 .. g1 /pun

yo=1,9; =7 =2(-1)* " 4(j-2)**",j=2,...,N.
Esto resulta en

Uz(t) — aiJam(t) = (bi,la bi,2 ) Jaui(t). (11)

Considerando que
ni(t) = 0} vy (1), ui(t) = (1190 T )
entonces (11) se aproxima mediante

M (INxn = aiFo, )N (t) = (binili g + bigtli 1) Fo, dn ().
(12)
Finalmente,
N = Loy, a;)(biai 1 + bioti1) Fa,,
donde L(ay,a;) = (Inxn — a;Fy, ), resultando asi en una

ecuacion algebraica en lugar de un problema diferencial.

4. RESULTADOS NUMERICOS
4.1 Identificacion basada en un Algoritmo Genético

Con el objetivo de determinar los parametros que mini-
mizan el error cuadratico del proceso de identificacion, y
dado que se manifiestan de forma no lineal en (3.1), se
emplea un algoritmo genético (GA) para determinar un
valor sub-6ptimo de a y A; que minimice a la funciéon de
costo

V() = 1] - (13)
Para este trabajo, los individuos de cada generacién son
los parametros codificados (ay,.A;) para cada pesudo-
estado 7; mediante nimeros reales en genes, y se clasifican
por el valor que resulte de aplicarlos en la funcion (13).
La siguiente generacién se crea a partir de la seleccion de
los mejores miembros de una iteracion dada (elitismo), y
el resto es generado mediante una recombinacion de dos
genes aleatorios. Finalmente, los individuos resultantes
son modificados de forma aleatoria con un determinado
porcentaje de mutacion para definir la siguiente genera-
cion que seé evaluada.

Se considera el siguiente algoritmo para cada i-ésima
discretizacion n;(¢):

1. Selecciéon del numero de genes para cada iteracion (o
generacion) Ng.

2. Generar valores iniciales aleatorios para «; y A;
dentro de un intervalo de busqueda definido.

3. Obtener los mejores %F individuos por elitismo.

4. Generar el resto de los individuos mediante recombi-
nacion.

5. Mutar el %PM de la generacién resultante por
recombinaciéon. No mutar a los individuos élite.
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Figura 2. Condiciones de frontera empleados en la simu-
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Figura 1. Algoritmo de recombinacién
Az [ a; A RMS [mm]|
0.04 | 1.6900 0.2151 0.8535
0.08 | 1.6001 0.1478 0.4542
0.12 1.6036  0.1539 0.4114
0.16 | 1.6000 0.1590 0.3891
0.20 | 1.6000 0.1464 0.3989
0.24 | 1.6002 0.0858 0.6522

Tabla 1. Parametros obtenidos y el error cua-
dréatico medio (RMS) para cada discretizacion
de la variable espacial.

6. Repetir y regresar a 3) hasta obtener un valor mi-
nimo determinado en (13) o alcanzar un ndimero
determinado de iteraciones.

Por lo tanto, los pardmetros de disefio del GA son Ny,
%E and %PM.

Con el fin de obtener los valores discretizados de 7;(t) para
la identificacién, primero se obtuvo la solucién numérica
de (1) empleando las condiciones de frontera mostradas
en la Fig. 2, las cuales se obtuvieron a partir de los
datos publicados en Hernandez-Fontes et al. (2020b).
Posteriormente, se tomaron seis valores cada Az = 0.04 m
de un dominio espacial con longitud L = 0.24 m para
alimentar el algoritmo genético y estimar (a;,.4;). Note
que x = iAz, donde i = 0,1,2,...,7. Note también que
1 =0y i =7 corresponden a las condiciones de frontera
Moy nr-

4.2 Resultados

La estimaciéon paramétrica se obtuvo mediante la aplica-
cion del algoritmo genético descrito en la Seccion 4.1 con
Ny =100, No = 5% y %PM = 1%, y el espacio de
busqueda se consdier6 como A; = [0,0.5] y o; = [1.2,1.7].
Los resultados tras la identificacién se muestran en la Fig.
4.2 y la Tabla 1. Cada término 7;(t) se obtuvo empleando
una implementacion del método PECE de tipo Adams-
Bashforth-Moulton Diethelm and Freed (1998).
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Figura 3. Resultados de la identificaciéon paramétrica.

Se puede observar que el uso del EDG puede aproximarse
al de la EDA cuando se usa una discretizacion de la
variable espacial en una restriccion 1-D, y los parametros
identificados aparecen consistentemente entre[1.3, 1.5] for
ay A; =0.07,0.102] para A4;. Asimismo, el error RMS
se encuentra por debajo de 1 mm, logrando una repro-

duccién del fend6meno de embarques de agua mediante la
EDG.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una demostracién numé-
rica de las capacidades de la EDG para modelar eventos
de embarque. A través de resultados numéricos y simu-
laciones, se encontré que si la derivada fraccionaria de
la EDG se situaba entre la dinamica clasica de difusion y
propagacion de ondas, puede aproximarse efectivamente a
su dindmica reduciendo un término en la EDA y agregan-
do un parametro adicional asociado con el tiempo término
fraccionario. El trabajo futuro se refiere a la adaptacion
de este método a los datos experimentales obtenidos de
embarques de agua en un entorno confinado, para que
los resultados puedan validarse en condiciones del mundo
real.
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Figura 4. Resultados de la identificacion y de la TFDE. Se muestra en cada figura el resultado de la identificacion
para diferentes valores de la variable espacial. En linea azul continua se muestra el resultado de la aproximacion
empleando la EDG. En linea roja discontinua, el resultado de la solucion numérica de la EDA.
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