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Abstract: In this note, we present a trajectory tracking control for a class of fully actuated
mechanical systems without velocity measurements. The proposed controller is obtained in
three steps. First, a globally convergent Immersion and Invariance velocity observer is designed.
Second, the backstepping technique is used to design a full state feedback controller. Finally,
combining the velocity observer and the controller, we obtain a control law that does not
require the measurement of velocity. Thus, global convergence of the tracking error to zero is
ensured. Realistic simulations illustrate the performance of the proposed controller.
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1. INTRODUCCION

El diseno de controladores que garanticen el seguimiento
de trayectorias variantes en el tiempo en sistemas mecéni-
cos, sin utilizar la mediciéon de velocidad—la cual en la
practica no esta disponible-ha sido estudio exhaustiva-
mente a lo largo de las ultimas cuatro décadas, por la
comunidad cientifica de control y de robética. Muchos re-
sultados dotando al sistema de estabilidad semiglobal se
pueden encontrar en la literatura, los cuales estdn basados
en técnicas continuas, discontinuas y de altas ganancias
(Baerhaug and Pettersen, 2006; Zergeroglu et al., 2000;
Dixon et al., 2004). Para lograr resolver el problema antes
mencionado, en la mayoria de las soluciones propuestas se
encuentra el uso de observadores de velocidad. En (Xian
et al., 2004) un observador discontinuo para sistemas
mecancicos inciertos con trayectorias acotadas fue prop-
uesto bajo el supuesto de que la dinamica es diferenciable.
De esta forma, un controlador discontinuo con retrali-
mentacion de salida para una clase de sistema inciertos
fue disenado, logrando seguimiento asintotico semiglobal.
En (Besangon, 2000) se propuso un controlador global de
seguimiento de trayectoria con retroalimentacién de salida
para una clase de sistemas mecénicos, la cual, al utilizar
un cambio de coordenadas sobre su matriz de inercias
permitié eliminar los términos cruzados o cuadraticos en
velocidad. Esta clase de sistemas son llamados partially
linearizable systems via coordinates changes o PLvCC por
sus siglas en ingles, para mayor informacion ver (Venka-
traman et al., 2010). Recientemente, un control con
retroalimentacion de salida de sistemas Euler-Lagrange
fue presentado en (Loria, 2015). El resultado utiliza un
control dindmico lineal y una derivada sucta para reem-
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plazar el uso de observadores de velocidad, logrando dotar
al sistema a lazo cerrado de estabilidad asintotica global
uniforme. En (Romero et al., 2015) fue propuesto un
controlador con retroalimentaciéon de posiciéon para sis-
temas mecéanicos representados en puertos Hamiltonianos
(pH), utilizando un observador de velocidad —basado en
la metodologia de Inmersion e Invarianza (I&I) (Astolfi
et al.,, 2007)-tal que, convergencia exponencial a cero
del punto de equilibrio (en cero) del lazo cerrado fuera
asegurada. Este es el primer resultado en la literatura
estableciendo dicha propiedad sin asumir acotamientos de
la velocidad. Es importante senalar que el observador de
velocidad de dimension 3n + 1 es el primero en asegurar
convergencia exponencial (Astolfi et al., 2010).

Para contribuir al problema de disenio de controladores
sin medicién de velocidad en sistemas mecénicos, en esta
nota proponemos un controlador/observador de estruc-
tura simple; para una clase de sistemas mecanicos que,
utilizando un cambio de coordenadas la dinamica a lazo
abierto no pueden ser transformada y eliminar sus tér-
minos giroscopicos como en (Venkatraman et al., 2010;
Romero and Ortega, 2015). El observador es basado en
la técnica de I&I y el controlador en la bien conocida
metodologia de Backstepping. De esta forma, conver-
gencia a cero de los errores de observacion y de los de
seguimiento es asegurada.

El resto de la nota es estructura de la siguiente forma. En
la Seccidn 2 la clase de sistemas a abordar y la formulacién
del problema son descritos. El disenio del observador es
presentado en la Seccién 3. Asumiendo que la posicién
y la velocidad son senales medibles, un controlador de
seguimiento de trayectoria es presentado en la Seccion
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4. El resultado principal es formulado en la Seccion 5
y simulaciones para su corroboracion son descritas en la
Seccién 6. Finalmente, las conclusiones y trabajo a futuro
son enunciados en la secciéon 7.

Notacion. [, es una matriz identidad de n X n y Opxs
una matriz de ceros de n x s. Para x € R™, § € R"*",
S = ST >0, se define la norma Euclidiana |z|? := 2"z
y la norma ponderada como ||z||% := 27 Sz. Dada una

funcion f : R™ — R definimos el operador diferencial
af\ " af\"
Vf:= (%) , Vo, f = (89{,) , en donde z; € RP es

un elemento del vector .

2. UNA CLASE DE SISTEMAS MECANICOS Y LA
FORMULACION DEL PROBLEMA

En esta seccion se define la clase de sistemas que seran
abordados en la nota y la formulacion del problema.

La familia de sistemas mecéanicos a tratar en el documento
tienen dos grados de libertad (GDL), son totalmente
actuados y se utilizara el formalismo de Puertos Hamilto-
nianos (pH) para describir sus ecuaciones de movimiento.
Asi, la clase de sistema esta dada por las siguientes ecua-

ciones

g | 0 Iy V.H 0

b= {—12 0} {VPH | (1)
con funcion de energia

H(q,p) = %pTM(q)‘lp +V(g). (2)

En donde ¢ = col(qi, q2) € R? representa las posiciones
generalizadas y p = col(p1, p2) € R? es el momento
generalizo, el cual de (1) es definido como p = M(q)q.
M(q) € R**? es la matriz de inercias, la cual es definida
positiva y simétrica y V(¢) € R es la energia potencial.
Adicionalmente, los siguientes supuesto son utilizados
para presentar el resultado principal.

A1l. La matriz de inercias M(q) es diagonal y depende
unicamente de la coordenada ¢o. Adicionalmente,
el elemento (2,2) de la matriz es constante. Asi, la
matriz M (q2) adquiere la forma

Mg = [ M5 6 ] 3)

con elementos positivos M (qz) y Mo.
A2. Los momentos p del sistema son acotados.

Formulacién del problema: Dado el sistema (1) bajo
los supuesto A1y A2. Para toda referencia de trayectoria
qa(t) € R? doblemente difenciable y diferenciable py(t) €
R2. Encontrar (si es posible) un controlador dindmico con
retroalimentacion de posicidon que asegure convergencia a
cero del sistema a lazo cerrado. En especifico, existen dos
mapeos (suaves)

O R? x R? x R — R?
C R*xR? xR xR — R? (4)
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tal que, para todas las condiciones iniciales
(q(t0), p(to), E(to)) € R? x R* x R?
el sistema (1) en lazo cerrado con
u=C(q,Z,1)
2 =0(¢,Z,t)

verifique
q(t) — qa(t)

lim | p(t) — pa(?)

t—o0
E(t) — p(t)

Observacion 1. En (Venkatraman et al., 2010) se de-
mostré que para sistemas mecanicos con matriz de iner-
cias como (3), no existe un cambio de coordenadas que
permita eliminar los términos giroscopicos (cuadrados en
velocidad) del modelo dinamico, por lo que no pertenecen
a la clase PLvCC (por sus siglas en ingles Partially Lin-
earizable via Coordianates Change) y un observador lineal
en velocidad no puede ser disenado.

=0.

3. DISENO DE UN OBSERVADOR DE VELOCIDAD

Siguiendo (Romero et al., 2020), en esta seccién presenta-
mos un observador de velocidad o equivalentemente para
p del sistema (3), utilizando la técnica de Inmersion e
Invarianza.

Podemos notar que del supuesto A1, el sistema (3) toma
la forma

q1 =p1]\211((J2) (5)
Go =p2M> (6)

p1=-Vg V(g +w (7)
. 1 -

P2 = — §pquzM1(Q2) =V, Vig2) + ua. (8)

Claramente, las dindmicas de los momentos estan en
cascada. Esto nos permitira disenar un observador de baja
dimensioén, el cual es descrito en la siguiente Proposicién.
Proposition 1. Considere el sistema (5)—(8) verificando
A2. El observador

prr = — Mp1Mi(g2) — Vo, V(g) + 1w (9)
. A N 1 ~ vV

Par = — AopaMa — §pqu2M1(q2) = Vg, V(g) +uz (10)
D1 =p1r + A1q1 (11)
D2 =par + Aaqo (12)

con parametros libres A\ y Ao, asegura
hm]ﬁl—plzo limﬁg—pzzo
t—o0 t—o00

para todas las condiciones iniciales de g, p, p11 v p2r-

Proof 1. Se definen los errores del observador como

D1 =p1 — D1 (13)
D2 =p2 — P2 (14)
con estimadores
p1=p11 +p1r(q1)
P2 =pa1 + p2r(q2),
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los cuales seran definidos mas adelante. *
Primero, estudiaremos el comportamiento dindmico de p .
Al tomar su deriva respecto al tiempo queda
1 =p1r + Vgpip(q)g — pr,
utilizando (5), (7) y (13) resulta
p1 = p1+Vepir(a) (Ml (]31—131)) - (U1—Vq1 V>7 (16)

proponiendo p1; como (9) con p1p = Ai1q1, la dindmica
del error (16) toma la forma

p1 = —Mp1Mi(gq2)- (17)
Para analizar su estabilidad, proponemos la siguiente
funciéon de Lyapunov

(15)

1.

Al tomar su derivada respecto al tiempo, a lo largo de
(17) obtenemos

Vi = —\piMi(ga),
por lo que podemos concluir que p; € Lo N L.

(18)

(19)

Ahora, analizaremos el comportamiento dindmico de ps.
Su derivada respecto al tiempo resulta ser

D2 = Par + V4.02p(q2) G2 — P2, (20)
utilizando (6), (8), (13) y (14) en (20), la dindmica del
error toma la forma

P2 =ps1 + V,p2r(g2) M2 (P2 — p2)

1 _
+ §p%VqQM1(Q2) + Ve,V — ua. (21)

Podemos notar que el término cuadréatico p? puede de-

scomponerse como

Pi=@—-p)=p"-20p+p° =p°— P+ 2P1() 1),
22

el cual al ser reemplazo en (21) y eligiendo ps; como (10)

y P2p = A2go, la dindmica del error (21) es

P2 = —AaPaMa — Vg, My (q2) (1 + 2p1)p1- (23)
Para analizar su estabilidad, proponemos la siguiente
funciéon de Lyapunov

1 1

Vo = 57—2 - =2

2 oP1 T+ 5P

con § un parametro libre. Entonces, obteniendo su
derivada en el tiempo a lo largo de las trayectorias de

(17) y (23) obtenemos

(24)

_ 1

. 5)\1M1(Q2) *’D(t)
Va=-p' | 2 T p=p"Q@Wp (25)

§D(t) Ao Mo
con p = [p1, pa| ¥ B

D(t) = (p1 + 2p1) Vg, Mi(q2). (26)
Podemos notar del Supuesto A2 que las trayectorias de
la planta son acotadas, y ya que los sub-sistemas (17)
y (23) son estables entonces p; es ademas acotado. Lo
cual implica que D(t) es también acotado. Usando el

1 Por cuestiones de espacio, algunos argumentos seran omitidos a
partir de ahora.
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complemento de Schur, podemos concluir que la matriz
Q es definida positiva si AaMy — ﬁDQMfl > 0.
Esto se puede satisfacer para cualquier cota de D(t) y
selecionando una § grande. Entonces, Vo < —A, |]3|2, en
donde ), es el minimo eigenvalor de Q, tal que, Vs es
semidefinida negativa y se puede concluir que p € L.
Finalmente, utilizando el Lema de Barbalat aseguramos
que p — 0 cuando t — oo. ooo

4. CONTROLADOR DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIA

En esta seccién se presenta un controlador globalmente
exponencialmente convergente utilizando la bien conocida
técnica de Backstepping.

Proposition 2. Considere el pH sistema (5)—(8). Defina el
mapeo v* = col(vy, v2) : R? x R? x R>¢ — R?

v1 =k1 (klMl(Q2)ql - Ml(QQ)ﬁl) + Grap2 My Vg, M
+ G1aM; (q2) — Mi(g2)@ — kapr + Vg,V (27)

Uy Z%quz]\% (q2)pF + Vi,V — 71 (=71 Mago + Maps)
+ M og — MaGa — Yoo (28)
con q¢i4, g2¢ € C? como las trayectorias de referencia

deseadas y k1, ko, 71 v 72 ganancias libres, positivas y
constantes.

(i) Usando el procedimiento estandar de Backstepping,
se obtienen los siguientes dos lazos cerrados

@1 _ [ —k1Mi(g2) Mi(go) Q1 (29)
D1 —Mi(g2) —k2 | D1

g2 —nMy M | ¢

2 _ | ) L 30
D2 { — M, —72} D2 (30)

con errores de seguimiento de la siguiente manera

@ =q1 — q1d; 92 =42 — G2a (31)
D1 =p1 —Pid, D2 = P2 — P2d- (32)

(i) El punto de equilibrio cero de (29) y (30) es glob-
almente exponencialmente estable (GES) con fun-
ciones de Lyapunov

1 1
Vi==q>+ =p,° 33
1 2(]1 +2p1 (33)
Vo =tg? 4 L2 (34)
2—2612 2]92-

Como consecuencia, (G(t),p(t)) — 0 exponencial-
mente rapido.

Proof 2. (i) Siguiendo la metodologia de Backstepping,
definimos

p1 = —qul +151 + Mfl(QQ)(hd, (35)

al reemplazarla en (5); y notando de la primera ecuacion
de (31) que ¢1 = 41 — G14, tenemos que (5) se puede
reescribir de la siguiente forma

G1 = —k1 M (q2)G1 + My (q2)pr (36)
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que corresponde a la primer ecuacion de (29). Por otra
parte, (35) puede reescribirse como

Pr=p1+ kidi — M{ " (g2)d1a,
al tomar su derivada respecto al tiempo, a lo largo de las
trayectorias (6) resulta

pr=p1+ kg1 — Vg, My (g2)dodra — My *(g2)d1a
==V V4u + kl( — k1 Mi(g2)q1 + 1\7[1((]2)131)
—V o M (q2)p2aMagra — My (q2)dra- (37)
Para obtener la segunda igualdad, hemos utilizado (5),

(6) v (36). Ahora, al reemplazar el controlador v; dado
por (27) obtenemos

p1 = —Mi(q2)d1 — kapr,
que corresponde a la segunda igualdad de (29).

(38)

La prueba del lazo cerrado (30) se obtiene imitando
el procedimiento realizado a partir de la defincion (35)
pero utilizando la dindmica (8), el controlador (28) y la
definicién de Backstepping

P2 = —1da + P2 + M3 '

Para probar (ii), primero tomamos la derivada respecto
al tiempo de la funcion de Lyapunov (33) a lo largo de las
trayectorias del sistema del lazo cerrado (29), resultando

Vi(Gi,p1) = — k1Mi(g2)d1” — kopn® < =1 Vi, 51)
con Ky = 2min{Amin[klﬂl(qg)],)\min[kg]}. Asegurando
la convergencia exponencial a cero de (¢1,p1).

Ahora, tomamos la derivada en el tiempo de la funciéon

de Lyapunov (34) a lo largo de las trayectorias del lazo
cerrado (30) y obtenemos

Va(G2, B2) = = Ma@o® — 7op® < kaVa(Ga. P2)  (39)
con Ko = 2min {Amin(71), Amin(12)}. Por lo que la con-
vergencia a cero de forma exponencial y (rapida) de los
errores de seguimiento (ga,p2) es establecida. oog

5. RESULTADO PRINCIPAL

La version de un controlador dependiendo unicamente del
estado medible ¢ utilizando los mapeos v1 y vs se puede
obtener al reemplazar p por su estimado p, generado con el
observador de la Secciéon 3. De esta forma, un controlador
u que no depende de la mediciéon de velocidades para el
sistema (5)—(8) es dado por

uy =k (k11\_41§1 — M (pr —P1d)) + GraMyt — Mygy
— ka(p1 — pra) + G1aMaV g, My o + YV, V' (40)
S, I

Uz =§Vq2M1(Q2)p§ — 11 (=71 MaGa + Mo(p2 — p2q))

+ My Goa — Mado + Vo,V — 72(P2 — p2a).  (41)
Podemos notar que la mayoria de los términos son lineales
en p, a excepcion del primero en wus. Realizando un
reacomodo de sefiales para p? como en (22), tendriamos
que p? = p? + p(2p1 + p1). Ademés, usando los errores de
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observacion (13) y (14) las sefiales de control (40) y (41)
pueden reescribirse como

ur =v1 +I'(q1, p1, P2, t).

ug =v2 + Q(q2, p1, P2, t) (42)
con
I(-) =61aMaV g2 M P2 — (k1 Mi(go) + ko) p1 - (43)
1 _
Q) :ip(t)ﬁl — (m Mz +72) pa. (44)

y D(t) definida en (26).

En este momento, estamos en posiciéon de mostrar nuestro
resultado principal, el cual es descrito en la siguiente
proposicion.
Proposition 3. Considere el sistema (5)—(8) verificando el
Supuesto A2. Entonces, en lazo cerrado con el controlador
de retralimentacion de posicion (40) y (41) con esti-
madores de velocidad p; v po establecidos en la Proposi-
ci6n 1 se asegura que

lim ¢ — qq4 =0

t— o0

Jim p —pg =0 (45)
para todas las condiciones iniciales (¢(t), p(t), p1(t), p2(t)).

Proof 3. Como hemos mostrado, los controladores (40) y
(41) son equivalentes a (42), por lo que al reemplazarlo en
(7) y (8) obtenemos los lazos cerrados de la Proposicion
2, con perturbaciones de entrada dadas por (43) y (44),
como se muestra a continuacion

Q1 _ | —k1Mi(g2) Mi(g2) | | @ 0

iz { —Mi(q2)  —k2 ] [ﬁl} " {N')} (49

Q@2 _ | Mz M || G2 " 0

P2 | M2 —v2 | | P2 Q@) |-
De la Proposicion 1 se asegura la convergencia exponen-
cial a cero de los errores de estimacion p; y po. Ahora,
los lazos cerrados (46) y (47) sin perturbaciones, que
es, fijando T'(:) y Q(-) a cero preservan las propiedades
establecidas en la Proposicion 2, que es, convergencia
exponencial a cero de los errores de seguimiento ¢ y p.
Debido a que D(t) es acotado, podemos invocar argu-

mentos en cascada, y utilizar el Lema de Barbalat para
establecer (45). 0oog

(47)

6. SIMULACIONES

En esta seccién se muestran las simulaciones realizadas
para verifica el resultado principal. Se utiliza un robot
manipulador de dos GDL, revoluta-revoluta (RR) como
el que se muestra en la figura 1. La matriz de inercias que
verifica el supuesto A1 tiene elementos

_ 1 _
M, =

1
» My = —
ar + az (1 —sin®(g2)) + az sin®(g2) P

y energia potencial

V(g2) = g(myo1 4+ ma(dy + 02sing))
con ay = Iio+ oo, ay = mao?, a3 = Iz — Izs. Los valores
de los parametros se pueden apreciar en la siguiente
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tabla.? Las trayectorias angulares deseadas qq utilizadas
en la simulacion fueron las siguientes

qq = [b1 sin(wt), ba cos(wt)],

dq := [biw cos(wt), —bow sin(wt)],

Gg := [—biw? sin(wt), —bsw? cos(wt)]
con by =0.4, b, =05y w=0.2.

W2

Fig. 1. Asignacion de los sistemas coordenados y angulos
de giro.

Las ganancias utilizadas para el observador fueron A\ =
1x 1073, XAy = 5 x 107* y para el controlador k; =
ke = 10 y 79 = 72 = 3. Las condiciones iniciales
[¢(0),p(0), p11, p2r]=[(0.001, 0.499), (0,0), 0, 0].

Parametros del sistema
Simbolo | Descripciéon Valor
as Distancia entre la interseccion Z7 y | 0.135
X2 con Oz [m]
dy La distancia entre Op y la intersec- | 0.127
cién de Zp y X1 [m]
o1 La distancia entre centro del primer | 0.06
eslabon y la intersecciéon de Zp y X1
[m]
o9 La distancia de intersectar Z; y Xa 0.07
con el centro del segundo eslabén [m)]
my La masa del primer eslabon [kg| 0.1
mo La masa del segundo eslabén [kg| 0.1
g Fuerza de gravedad [m/s?] 9.81
I11, 12 Valor de inercia del eslabon 1 0.1344 x
10—3
Iz, 2o Valor de inercia del sistema 2 0.1518x
10~3

Table 1. Parametros del sistema

De acuerdo con la teoria, tenemos que la convergencia
de p; debe ser més rapida en comparaciéon con ps. La
Figura 2 nos corrobora este hecho. La convergencia de los
errores de seguimiento se aprecian en las Figuras 3—4 los
cuales presentan un excelente desempeno. Claramente, el
efecto de la cascada entre el lazo cerrado y la dinamica
de los errores de observacion no genera oscilaciones o
sobresaltos, esto se debe a la rapida convergencia de los
errores de observacion. La Figura 5 muestra el compor-
tamiento de la senal de control. El rango de valores no

2 Los parametros son un aproximado para los primeros dos grados
de libertad del robot Touch Haptic Device.
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%107

0 1 2 3 4 5
Tiempo (segundos)

O 1 1 T
0 1 2 3 4 5

Tiempo (segundos)

Fig. 2. Comportamiento de los errores de observacion p;
Y P2.

x10™

10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (segundos)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (segundos)

Fig. 3. Comportamiento de los errores de seguimiento §;
y 1

sobrepasan los que puede entregar el robot Touch Haptic

Device utilizando al utilizar sus dos primeros eslabones.

Finalmente, la Figura 6 despliega un acercamiento del

desempeno de los controladores.

7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En esta nota se presentdé un controlador con retroali-
mentacion de posicién para asegurar el seguimiento de
trayectorias variantes en el tiempo, para una clase de
sistemas mécanicos. Esté clase de sistemas, resulta ser
no linealizable, en el sentido de que no se pueden elimi-
nar sus términos giroscopicos o cuadraticos en velocidad
(Venkatraman et al., 2010). El controlador fue disenado
combinando un observador de velocidad utilizando la
técnica de Inmersiéon e Invarianza y un controlador a
la Backstepping. El sistema resultante es una cascada
entre la dinamica del error del observador y la del error
de seguimiento, lo que proporcionéd establecer de forma
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0 %1073
& -0.5

-1 L L L L

0 1 2 3 4 5
Tiempo (segundos)

%10

qF

&

24

_3 L L L L
0 1 2 3 4 5

Tiempo (segundos)

Fig. 4. Comportamiento de los errores de seguimiento g,

y D2.
0
5 -05f
B ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (segundos)
0.5
o
S|
0 L L L
0 0.5 1 1.5 2

Tiempo (segundos)

Fig. 5. Comportamiento de entradas de control.

0.05 M

S o
15 20 25 30 35 40 45
Tiempo (segundos)
0.07 1
0.06 - 7
20 25 30 35 40 45

Tiempo (segundos)

Fig. 6. Acercamiento de las entradas de control.
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simple la convergencia a cero del lazo cerrado. Como
trabajo futuro se pretende utilizar el observador disenado
en (Romero et al., 2020), para extender el resultado pre-
sentado en esta nota a una clase de sistemas mecanicos no
linealizables méas grande. Adicionalmente, se esta traba-
jando en la implementacién del controlador con el robot
Touch Haptic Device.
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