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Abstract. This document presents a design strategy of a discrete functional observer, which
is used to estimate those state variables that are not available for measurement, also this
strategy helps to complete the state variables vector, with the measured and estimated
variables for control purposes. The proposed approach is based on the use of the generalized
dynamic observer (GDO) which has additional degrees of freedom, which gives it characteristics
of robustness to unexpected variations. The performance of the proposed methodology is

evaluated in a 2GDL robotic arm system.
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1. INTRODUCCION

La representacién de sistemas utilizando el enfoque
Takagi-Sugeno (T-S), ha sido de gran interés en los ulti-
mos anos, por ejemplo en Dezhi and Bin (2011); Zséfia
et al. (2010); Bezzaucha (2013); Shodan (2016) por me-
dio de relaciones locales lineales de entrada-salida de un
sistema no lineal. La principal propiedad de un modelo
T-S es poder expresar la dindmica local de cada una de
las no linealidades del sistema, delimitadas en una regién
propia.

Por otra parte, un observador es un sistema dinamico
auxiliar que refleja el comportamiento de un sistema fisico
y es impulsado por mediciones de entrada-salida, para asi
poder proporcionar una estimacién de los estados internos
del sistema [Karim et al. (2017); Akhenak et al. (2003);
Flores-Martinez et al. (2019); Heemels et al. (2010)]. El
uso de los observadores en el diseno de sistemas de control,
es una herramienta 1til, ya que muchas veces no se cuenta
con la medicién de todas las variables de estado para fines
de control, para lo cual es necesario estimar el resto de
variables.

Dentro de la teoria de los observadores existen distintos
metodologias para poder estimar las variables. En este
articulo se utiliza un observador funcional, el cual estima
una funcién lineal de los estados. Las aplicaciones uti-
lizadas para los observadores funcionales consisten en el
diseno de una ley de control en un formato de retroalimen-
tacion de estados [Bezzaoucha et al. (2013)], la estimacién
de un segmento o funcién de las variables no medibles
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dentro del sistema[Pérez-Estrada et al. (2018); Yacine and
Ichalal (2013); Nagy-Kiss et al. (2011)].

La estructura del observador considerada en este articulo,
se denomina observador dindmico generalizado (GDO).
Este tipo de observador tiene la caracteristica de aumen-
tar la precision, mejorar la robustez , proporciona grados
de libertad adicionales en el diseno, lo cual permite au-
mentar el margen de estabilidad y su capacidad de estimar
directamente la funcién lineal del vector de estados sin la
necesidad de estimar todos los estados individuales.

La principal contribucién de este documento es el diseno
del observador dinamico generalizado funcional discreto,
para estimar las variables no disponibles para su me-
dicién. Este esquema es evaluado en un sistema de un
brazo robético de 2GDL, considerando el sistema en for-
ma discreta, disminuyendo asi el ciclo de muestreo de los
sensores.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considere un sistema no lineal discreto bajo el marco de
la representacién T-S como

w(k+1)= Z pi(x(k))(Aix(k)) + Biu(k)) (1)

y(k) = Cx(k) (2)
2(k) = La(k) (3)

donde z(k) € R™ es el vector de estados, u(k) € R™ es
la entrada del sistema, y(k) € R? representa las variables
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de salida medidas y z(k) € RY es la funcién lineal que
se desea estimar. A; € R**", B, € R"*™ (C € RP*"
y L € R?7*™ son matrices conocidas, p;(z(k)) son las
funciones de ponderaciéon y x es el nimero de modelos
locales lineales, el cual es determinado por k = 29, siendo
s el niimero de no linealidades en el sistema.

Para poder realizar el disefio del observador funcional, se
asume que el sistema T-S cumple con la propiedad de
observabilidad funcional.

éﬁ? CA;
rank c ‘| =rank | C (4)
I L

Ezplicacion: La observabilidad funcional permite com-
probar si la funcién lineal de los estados puede ser esti-
mada, a partir de la informacién disponible de la entrada
y salida del sistema.

Considere el observador funcional dinamico generalizado
para el sistema (1)

C(k+1) Z 11 ( C(k) + Hiv(k) + Fiy(k) + Jau(k)]
(5)
Z pi(x (k) + Giv(k) + Miy(k)] - (6)
()—PC()+Qy() (7)

donde ((k) € R representa el vector de estado del
observador funcional, v(k) € R% es un vector auxi-
liar y 2(k) es el vector de estimacién del observador.
N;, H;, F;, S;, L;, M;, Py (@ sonmatrices desconocidas
de dimensiones apropiadas.

Considere una matriz 7" € R%*™ para definir el vector
de error transformado e(k) = ((k) — Tx(k) de modo que
la dindmica del error de estimacién puede ser expresada
como:

Z (@ ie(k) +

(N/T + F,C — TA)x(k)
+ (Ji = TBi)u(k)]  (8)

usando la definicién de €(k) en las ecuaciones (6) y (7),
puede ser reescritas como:

Zuz

v(k+1) (k)+ (S, T+M;C)z(k)+Giv(k)]
(9)

3(k) = Pe(k) + (PT + QC)x(k) (10)

Suponiendo que las siguientes condiciones se cumplen

C) S, T+ M,C =0 d) PT+QC=1L
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entonces la dindmica del error, formada por (8) y (9)
puede ser escrita como:

[ (k+1) } Z“l [Si Gll {v(k)} (11)
——
Ay
Usando la condicién d) podemos expresar la ecuacién (10)
como:
z(k) — z(k) = e, (k) = Pe(k) (12)

en este caso si las matrices A; son estables, entonces
lim e(k) =0y asuvez lim e,(k)=0.
k—o0 k—o0

3. DISENO DEL OBSERVADOR

En esta seccién se muestra la parametrizaciéon de las
matrices del observador. Considere una matriz cualquiera

de rango fila completo E € R%*™ tal que, = = [g] es de

rango columna completo y ademas Q = [é} .

Las condiciones ¢) — d) pueden ser escritas como:

Si M; | |T| |0

P Q c| |L
Para que la ecuacién (13) tenga una solucién es necesario
que se cumpla:

rank{g}:rank[g] =n (14)

(13)

L

si esta condicién se cumple, existen dos matrices de
dimensiones T' € R*™ y K € R%*P tal que:

T+KC=EFE (15)
la cual puede ser reescrita como:
T K|[L] = (16)
——
Q
La solucién de (16) estd dada por la siguiente ecuacién:
[T K] =EQ* (17)

que se puede descomponer como:

T — EQ* m vy K=EQt m

Considerando la matriz T de la ecuacién (15) en la
condicién a) se puede escribir como:

N,E+K,C =TA; (18)
donde K; = F; — N;K, la ecuacién (18) se puede escribir

como:
E
[N K | o] =7a; (19)
N~
)
cuya solucion general estd dada por
[N; K;| =TA ST — Z,(I - £x%) (20)
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donde Z; es una matriz de dimensiones apropiadas con
elementos arbitrarios. La ecuacién (20) puede ser reescrita
como:

N, = TA;S* [é} ~ 7,1 - 3%h) [é} (21)
Ny; Na
K, = TASt m _ Z(I—xxh) m (22)

K Ky
Por otro lado, usando la ecuacién (15) obtenemos la
siguiente expresién:

T I -K
o=l &
Remplazando la ecuacién (23) en (13) se tiene:
S; Mi1[I -Kle. [0
O P

la cual tiene la siguiente soluciéon general:
Si Mi| (10 |e+ Wi + I'K
28] (2] Jo==n) [3
(2

donde Wy; y Wy son matrices de dimensiones apro-
piadas con elementos arbitrarios. Entonces las matrices
S;, M;, P ueden ser escritas como:

) )

S; = Wi, (I — £5+) m (26)
M; = —Wy(I — £5%) m (27)
P =LYt — Wy(I — £5+) m (28)
Q = LYt — Wy(I — ¥5F) m (29)

Por simplicidad se asume que Wy = 0. Al usar (21) y (26)
la dindmica de error del observador (11) puede escribirse
como:

p(k+1) = Z pi(x(k)) (A — Yihg)p(k)  (30)

[Ny 0 [Nz 0 [z H
donde A;; = {0 0}, Ay = [0 71}, Y; = [Wu GZ} y
(k)

p(k) = [v(k)} El problema ahora consiste en encontrar la
matriz Y;, tal que (30) sea estable.

En la siguiente seccién se presenta el analisis de esta-
bilidad basado en Lyapunov, teniendo que resolver un
conjunto de desigualdades matriciales lineales (LMI) para
obtener la matriz Y.

3.1 Andlisis de estabilidad del Observador

Teorema 1. Existen matrices Y; tales que la dindmica
del error de estimacion (30) es asintGticamente estable si
existe una matriz X tal que satisface las siguientes LMIs

X:[Xl 0]>0 (31)

0 Xy
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Ny =X Ny +T NJ NG Xy 0
(%) -X1 0
0 0 — X5
Vi = [1,...,k]. Entonces las matrices Y; son parametri-
zadas de la siguiente manera:

Y, = X Y(B, KB + 2 — B.TB.2CCT)
donde
K =-R'B Ve, (CVv,e,T) + SELcvieT) 2

<0 (32)

(33)

(34)

S =R —R1BIV; —victc.vie,N) e viBR!
(35)

Vi=(BRBT D)t >0 (36)

-X; 0 N&X; 0
1 0 =X3 0 0 10
comBPi=11y 0 —x; 0 ’B{I]’
0 0 0 —X

Ny . .
C = [ { 0 —I] 0}, las matrices £, R y Z son matri-

ces arbitrarias de dimensiones apropiadas que satisfacen
lI£]] <1y R > 0 tal que V; sea positiva definida. Las
matrices C;, Cr, B; y B, son matrices de rango completo,
tales que C = C,C, y B = B;B,., respectivamente.

Demostracion 1. Considere la siguiente funcién de Lya-

punov:
V(p(k)) = ¢" (k) Xp(k) >0 (37)
X, 0
donde X = {01 XZ} > 0, con X; € Rox® y X, €
ququ.

La diferencia de V(p(k)) a lo largo de la solucién de (30)
es

AV(p(k)) = V(e(k+1)) = V(p(k))
=" (k+ 1) Xp(k+1) — " (k) Xp(k) (38)

reemplazado ¢(k + 1) de la ecuacién (30), se obtiene
AV (k) = il (k)" (k)
i=1

[(Ayi — Yiho)" X (Ay; — YiAg) — X]oo(k)
(39)
La desigualdad AV (p(k)) < 0 se cumple si

(Ail — YiAg)TX(Aﬂ — YiAg) — X< 0, (40)
Vi =[1,...,]. Utilizando el complemento de Schur en la
desigualdad (40) se tiene

—X (A — YA)TX
{ (+) _x <0 (41)
la cual se puede reescribir como:

-X ALX 0
donde D; = [(*) MX}’ B = {—I]’ C =[0A]y

X =XY;, Vi=[1,...,x
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Utilizando el lema de eliminacién [Skelton et al. (1997)],
la desigualdad (42) es equivalente a:
B DB <0

crp ™ <0

T1
con B+ =[I10]ycTt = [[NQO ol ?} . Usando la definicién

de las matrices B+ y D; se obtiene la desigualdad (31),
y considerando las matrices CT+ y D; se obtiene la
desigualdad (32).

4. CASO DE ESTUDIO

4.1 Modelo de un manipulador de movimiento horizontal
de 2GDL

Los manipuladores son de gran importancia para la au-
tomatizacién. En esta seccién se presenta el modelo ma-
tematico de un manipulador de movimiento horizontal de
2DGL, como se muestra en la Figura 1.

Figura 1. Brazo robético de 2GDL.

El modelo no lineal en tiempo continuo del brazo que se
mueve por el plano horizontal es [S.Bindiganavile Nagesh
(2012)):

i(t) = AQ()a(t) + Ba@)ut)  (45)
y(t) = Cux(t) (46)
donde w(t) = [61(t) 62(t) 01(2) 92(t)]T, u(t) = [28}
A1 A12 00
0 | Az Ap 00| , 0010
y(t) = [9;(15)]’ A= |70 g o] C= [0 00 1}
0 1 00
P> Py + P3COS(92(t))
P2cos2(62(t)) — P P: P2cos2(62(t)) — P, P:
Baw) = | P R ) Pt Pyt S Pseon(b)
PZcos?(02(t)) — PLPs PZcos?(62(t)) — PLPa
con
P = mllil + mgl% + I
P, = m2l§2 + I (47)

P =malile

Ay = Py(by —P305(t)sin(02(t))) P3Oz (t)sin(02(t))(Pa+Pscos(62(t)))
W= T P200s2(0,() — Py P2 PZecos?(02(t))— PL P2

by (Pa+P3cos(02(t))) _ Py Pssin(02(t))(01(t)02(t))

Az = - PZcos2(0(t))— P1Ps PZcos2(02(t))— P1Ps
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Aoy — P36 (t)sin(02(t)) (P1+P2+2Pscos(92(t)))
2= PZcos2(02(t))—PLPa

(P2+Pycos(02(1))) (b1 — P30z (t)sin(02(t)))
P326052(92 (t))—P1 P2
Agy = bo(P1 + P2 + 2P3cos(02(t)))
PZcos?(02(t)) — P1 P2
P3sin(03(t)) (P2 + P3cos(02(t))(61(2) + 02(t)))
P326052(92(t)) — PPy

donde 61(t) y 62(t) son los dngulos de unién del robot,

01(t) v 62(t) son las velocidades angulares, 71 (t) y 72(t)
son los torques de entrada del sistema. Los parametros
que se presentan en el sistema son [; = 2m es la longitud
del eslabon 1, ls = 1m es la longitud del eslabon 2,
lc1 = 1m es la longitud centro de masa del eslabén 1,
leo = 0,5m es la longitud centro de masa del eslabén 2,
I, = 1Kgm? es la inercia del eslabén 1, I, = 1K gm? es
la inercia del eslabén 2, m; = 1K g es la masa del eslabén
1, me = 1K g es la masa del eslabén 2, g = 9,81m/s? es la
gravedad, by = 1,22 es el coeficiente de friccién del eslabén
1y ba = 0,24 es el coeficiente de friccién del eslabén 2.

Examinando el modelo no lineal del sistema podemos
identificar seis variables premisas, las cuales son:

1 cos(62(t))

() = P2cos(0a()2 — PL P’ p2(t) = P2cos(02(t))2 — P P
_ Ga(t)sin(0a2(t)) _ Oa(t)cos(02(t))sin(02(t))
pa(t) = P:,)Qcos(Hz(t))2 — PP pa(t) = 1332005(92(t))2 — PP
_ 01(t)sin(02(t)) _ 61 (t)cos(B2(t))sin(02(t))
)= oz - pry W= P2cos(03(1))2 — P1 P

4.2 Formulacion Takagi-Sugeno

Al tener s = 6 variables premisas, se obtendrian 26 = 64
modelos locales lineales utilizando el enfoque T-S. Si
consideramos que las siguientes ecuaciones se cumplen,
entonces la fuerza Coriolis y las centrifugas pueden omi-
tirse

01(t)sin(02(t)) = 0 (48)
05 (t)sin(0(t)) ~ 0 (49)
Esto nos permite simplificar el niimero de modelos locales
lineales a 22 = 4 modelos locales lineales. Sin embargo,
es importante mencionar que cuando 61 (t) y 62(t) toman

valores grandes, las suposiciones (48) y (49) dejan de ser
validas, teniendo entonces una variacién no contemplada.

Dado que se considera que las suposiciones (48) y (49)
se cumplen, entonces conservamos las variables premisas
p1(t) v p2(t), las cuales varfa en una regién acotada
p(t) = [p, p|, donde p y p son el limite inferior y superior,
obteniendo asi las siguientes matrices:

Alp(t)) =
Pabip1 (t) —Pabapr (t) — P3b2p2(t) 00
—Pobap1(t) — P3bap2(t) bapi(t)(Pr+ P2) + 2P3bapa(t) 0 0
1 0 00
0 1 00
(50)
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—Pap1(t) Pop1(t) + P3pa(t)
B(p(t)) — P2p1 (t) ‘g PSP2(t) *2P3P2(t) + 81 (t)(Pl + P2)

0 0
(51)

Tomando un escenario de prueba para el sistema no
lineal, se consideraron los torques de la Figura 2, obte-
niendo asi el rango de variacién de p1(t) y p2(t).

1
= min =-1,6
LS o1 {chos(eg(t)y “ PP }
p(t) : ) (52)
P1 = maxg =1,6
Y| Picos(62(1))? — PLP;
. cos(02(t))
= min =-1,7
P8 S { Peos(0:(1))” — Pi Py 53)
P2\t cos(Ba(t))
p2 = maxg, 5 5 =1,64
P3cos(02(t))? — PLPs
Sefiales de entrada (Torques)
1 . . : : :
E o5 B
g o
05 10 20 % 20 50 ) 70 ) % 100
Tiempo(s)
1 : :
|
£ 05 |
g 0
 os b
o I 2 %0 20 50 8 70 5 % 100
Tiempo(s)

Figura 2. Gréfica de senales de entrada del manipulador

Las funciones de ponderacién se muestran a continuacién:

p1 —pi(t

= 2L @) =1 - (54)
1 —p1
P2 — pa2(t

=220 @) =1 - n (55)
P2 —p2

En este caso el nimero de variables premisas son x = 4,
cuales son

p2(p) = noni (56)

pa(p) = nini (57)

p1(p) = ngng,

p3(p) = ning,

De forma que se tienen 4 modelos locales lineales:
&(t) = Ax(t) + Biu(t)

Por ejemplo, la regla del primer modelo es:

Sip1 = p1y p2 = pa2, entonces los limites inferiores de p; y
p2 son directamente reemplazados por las variables premi-
sas en las matrices A(p(t)) y B(p(t)) de las ecuaciones (50)
y (51), respectivamente. Un ejemplo de la composicién de
un modelo local es dado por :

(t) = Arz(t) + Byu(t) (59)

(58)

donde
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Pgblﬁ —Pgbg&— P3b2@ 00
A —Pabap1 — P3bapz bap1(P1+ P2) +2P3bapa 0 0
L= P1L P2 b2p1 P2
1 0 00
0 1 00
—P2p1 Pap1 + P3pa
By = Pap1 + P3p2 —2P3p2 + p1(P1 + P2)
0 0
0 0

Finalmente, el modelo T-S que representa la dindmica del
modelo (45) con las consideraciones de las ecuaciones (48)
y (49) para obtener las simplificaciones de las matrices

(50) y (51) es
&(t) = [ (P(t))A1 +o

(11 (p(t))B1 + - -

+ pa(p(t)) Aa] z(t)+
+ pa(p(t)) Bl u(t) — (60)
A1 = A(p1, p2), A2=A(p1, p2), Az = A(p1, p2),

Ay = A(p1, p2),  B1=DB(p1, p2), B2=B(p1, p2),

Bs = B(pt, p2), Ba= B(p1, p2)
El modelo matematico T-S del brazo robético de 2GDL,
puede ser escrito como:

i(t) = Zm x(t) + Byul(t)) o)
y(t) = cm)

4.8 Discretizacion del Sistema

Una vez obtenido el modelo T-S en tiempo continuo, se
utiliz6 la metodologia de Retenedor de Orden Cero (Zoh),
con un periodo de muestreo de T, = 0,001 para discretizar
el modelo y obtener el modelo T-S discreto del brazo
robético de 2GDL simpliﬁcado como:

a(k +1) 2,“ p(k)(Aiz(k) + Biu(k)) (62)
y(k) = Ca(k)

Considerando como entrada los torques de la Figura 2,
en la Figura 3 se observan las posiciones angulares del
eslabon 1y 2.

Sistema NL completu Sistema Takagl Sugegno Discreto
T

Hy N, LEslabmll
——— 6,7 — SEslabonl

0 4

Posicién Angular(®)

4 . . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
Tiempo(s)

T T
0, NLEslabon2
—— 6,7 — SEslabon2

Posicion Angular(°)

.
10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Tiempo(s)

Figura 3. Comparacién del sistema no lineal y el sistema
T-S discreto
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Las senales de color rojo representan al sistema no lineal
sin ninguna simplificacién (45), las lineas de color ne-
gro representan las posiciones del modelo de T-S discreto
con las simplificaciones (48) y (49).

En la Figura 3 se puede ver que existe una diferencia entre
el sistema no lineal en tiempo continuo y el sistema T-S
discreto. A pesar de existir esta diferencia, se utilizo el
modelo T-S discreto para el diseno del observador, siendo
aplicado al modelo sin simplificaciones, esto con la finali-
dad de probar la robustez del observador funcional ante
variaciones no contempladas, generadas por la omisién de
las fuerzas centrifugas y Coriolis.

5. RESULTADOS

Considerando y(k) = [01(k) 62(k)]" del modelo no li-
neal sin simplificaciones (46), el observador funcional fue
utilizado para estimar las variables no medidas, siendo
entonces:

(k) = [(1) 0 8 g] (k) (63)

con lo que se cumple la condicién de observabilidad
funcional de la ecuacién (4).

Sistema NL completo-Observador funncional

- :
3 O/ NLEslabon
& —— 0,0bservador Eslabon1
< o5t J H
=
e
2 0
< "
< \
3
S 05 ,
3
8
E . . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
Tiempo(s)
3 O NLEslabon2
& —— 6,0bservador Eslabon2
5
S
E)
2
<
5
]
3
8
8
g, . . . . . . , . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo(s)

Figura 4. Comparacién del sistema NL y sus estimaciones

Considerando los torques de la Figura 2, en la Figura 4
se pueden observar las velocidades angulares estimadas
de los eslabones 1 y 2. De color rojo se tienen las
velocidades del modelo no lineal sin simplificaciones y
de color negro las estimaciones hechas por el observador
funcional discreto T-S. A pesar de que en la Figura 3
se mostré una diferencia entre el modelo no lineal sin
simplificaciones y el modelo T-S discreto, al aplicar el
observador funcional discreto logra ser robusto ante las
variaciones que generan las simplificaciones en el modelo.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se presento una metodologia de diseno
de observadores funcionales para sistemas no lineales con
representacion Takagi-Sugeno. Se comprobaron las condi-
ciones de estabilidad de este observador mediante LMIs,
utilizando diferentes técnicas de simplificacién para llegar
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a la solucién factible de las LMlIs, estas técnicas son
el lema de eliminacion y el complemento de Schur. En
cuanto a la estructura del GDO este presenta ventajas por
la adicion de los grados de libertad dando asi una robustez
de estimacion ante los errores de modelado del sistema,
ademads de poder aumentar el margen de estabilidad del
observador.

Para constatar esto se considero un manipulador robético
de 2GDL con movimiento horizontal con el que se probé el
observador funcional teniendo desempeno aceptable ante
los errores de modelado.
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