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Abstract

One of the simplest techniques to control the unstable linear systems consists of estimating
delayed signal before being delayed, to be used in the control stage. Using an observer /predictor
may be convenient for this purpose when it does not has access to such an intermediate signal.
In the present work, a control strategy based on an observer/predictor is proposed, which is an
extension to previously carried out work. In this paper, the design of an observer/predictor for
second-order systems, which contains a pole in the origin, an unstable pole and the output delay
is proposed. The methodology to demonstrate the existence of the proposed observer /predictor
and, the procedure for tuning parameters are presented.
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1. INTRODUCCION

Los retardos de tiempo estdn presentes en los sis-
temas dindmicos. Cuando el retardo es lo suficientemente
pequeno puede ser despreciable al momento de hacer
control. El problema ocurre cuando el retardo es rel-
ativamente grande, es entonces cuando se presenta un
reto al momento de hacer control. Los retardos significa-
tivos aparecen principalmente en el modelado de procesos
quimicos (Niculescu, 2001), industriales (Miranda et al.,
2008) y sistemas hidrdulicos (Romero Galvén, 1997). Es
por esto que se han desarrollado diferentes estrategias de
control para sistemas con retardo. Por ejemplo en el tra-
bajo de Lee et al. (2010) se utilizan controladores clésicos,
los cuales son: Proporcional /Proporcional-Integral(P /PI)
y Proporcional-Integral /Proporcional-Integral-Derivativo
(PI/PID). En dicho trabajo se realiza un andlisis en el
dominio de la frecuencia con lo cual es posible obtener
las condiciones necesarias y suficientes para estabilizar
un sistema retardado. El predictor de Smith (Smith,
1957) es una estrategia que consiste en hacer una esti-
macion de la senal de interés, con esta estrategia se logra
la convergencia de las senales antes de ser retardadas.
Posteriormente se aplicara una estrategia de control al
sistema libre de retardo usando dicha senal de interés. La
principal desventaja del predictor de Smith, es que solo
funciona para sistemas estables, por tal motivo se han
reportado diversos trabajos que proponen modificaciones
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al predictor de Smith para abordar el caso de los sistemas
lineales inestables con retardo. Por ejemplo el trabajo
de Kirtania y Choudhury (2011) en el que modifican
la estructura de dicho observador/predictor y de esta
manera se proporciona un esquema de control de dos
grados de libertad. En el trabajo de Marquez-Rubio et al.
(2019) se utiliza la aproximacién de Padé para representar
retardos mediante polinomios con la finalidad de disenar
una estrategia de estimacién, y posteriormente aplicar
estrategias de control al sistema libre de retardo. En el
trabajo de Normey-Rico y Camacho (2006) se analiza
el control de sistemas con retardo utilizando estructuras
modificadas del Predictor de Smith. En el trabajo pre-
sentado por Marquez-Rubio et al. (2015), se propone un
observador/predictor, lo cual hace posible mejorar las
condiciones de estabilidad establecidas en la literatura
hasta el momento de su publicacién, con respecto al
tamano del retardo. En el presente trabajo es de interés
observar que para sistemas lineales inestables retardados
con un polo en el origen, la condicién reportada por Lee
et al. (2010) es de 7 < 1/a, (usando un control PI/PID),
donde 7 es el retardo del sistema y 1/a es la constante de
tiempo inestable del sistema.

En este trabajo se presenta una propuesta de control para
sistemas lineales inestables retardados con un polo en el
origen, que permite mejorar la condiciéon de estabilidad
reportada por Lee et al. (2010) para la clase de sistemas
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que se estudian en este trabajo. Se propone un esquema
observador/predictor y se presenta la metodologia que
permite mostrar la convergencia del observador /predictor
propuesto. El trabajo estd organizado de la siguiente
manera; en la Seccién 2 se presentan la clase de sis-
temas considerados en este trabajo. En la Seccién 3 se
presentan algunos resultados preliminares. En la Seccién
4 se presenta la propuesta de observador/predictor y se
muestra su convergencia. En la Seccién 5 la propuesta
de control para el sistemas de segundo orden, el cual
contiene un polo en el origen. En la Seccién 6 se presentan
resultados en simulacién y finalmente en la Seccién 7
algunas conclusiones.

2. CLASE DE SISTEMAS

Considere la clase de sistemas lineales una-entrada una-
salida (UEUS) con retardo de tiempo a la salida dado
por,

donde Ui (s) y Yi(s) son las senales de entrada y salida
respectivamente, 7 > 0 es el retardo de tiempo que se
supone conocido, a > 0 es la posicién del polo inestable y
G(s) es la funcién de transferencia libre de retardo.

Una estrategia de control tradicional basada en una
retroalimentacién de salida de la forma

Uir(s) = [Ri(s) = Y1(9)]Q(s), (2)

produce un sistema en lazo cerrado dado por

Y QG "
Ri(s) 14 Q(s)G(s)e=7s’

donde el término e~"* localizado en el denominador de la
funcién de transferencia en la ec. (3) dificulta el anélisis de
estabilidad debido al nimero infinito de polos del sistema
en lazo cerrado.

3. RESULTADOS PRELIMINARES

En el siguiente resultado se da la condicién de estabilidad
para el sistema (1) utilizando un controlador PID.

Lema 1 (Lee et al., 2010). Considere el sistema (1), el
controlador PID dado por,

C(s) =kp(1+ % + kqs), (4)
y ley de control Ui(s) = [Ri(s) — Y1(s)]C(s). Existen

kp, ki, y kq que estabilizan al sistema en lazo cerrado
Yi(s)/Ri(s), siy solosf 7 < 1.
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Nyquist Diagram

Imaginary Axis
—§—

Real Axis

Figure 1. Nyquist deseado para un primer orden.

Otro resultado preliminar, que proporcionaremos a con-
tinuaciéon trata sobre la estabilidad de un sistema de
primer orden inestable retardado, utilizando un contro-
lador PID.

Lema 2 (Lee et al., 2010). Considere el sistema,

}/2(5) _ s)e TS = Le—‘rs
UQ(S) _Gl( ) ’ (5)

s—a
el controlador dado por (4) y la ley de control Us(s) =
[Ra(s) — Ya(s)]C(s). Existen kp, ki, y kq que estabilizan
al sistema en lazo cerrado Y2(s)/Ra(s), s y solo sf 7 < 2.

La funcién de transferencia en lazo cerrado asociado al
Lema 2 esta dada por,

- by (kas? + s + ki) . ©
 bky(kas? + s+ ki)e ™ + s(s —a) ’

donde su ecuacién caracteristica es,

bky(kqs® + s+ ki)e ™ + s(s —a) = 0. (7)

Los valores k, y kq que estabilizan al sistema son,

a2—|—w02 a2+wcz
' 2 < kp < . 2
1+ (awer — ) 1+ (hawoen — 22
1 1
T——<kg<-. (9)
a a

En el trabajo realizado por Lee et al. (2010), no reportan
el rango para el valor de k; de forma analitica. Sin em-
bargo los autores de dicho trabajo sugieren obtenerlo me-
diante un analisis en el dominio de la frecuencia. Haciendo
uso del criterio de estabilidad de Nyquist (Desoer, 1965),
se necesita un rodeo anti-horario al punto -1 (ver Nyquist
deseado en la Fig. 1). El procedimiento para obtener las
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Figure 2. Esquema de inyeccién de salida.

ganancias estabilizantes consiste en seleccionar un valor
de kq de la ec. (9). Con este valor seleccionado de kg, se
puede verificar que con k; = 0 y algunos valores de ki > 0,
la expresion,

k;
—Tw + arctan (£> + arctan <kdw - ) =0, (10)
a w

tiene dos soluciones positivas, las cuales se denotan cémo
Wel ¥ wea- Entonces, la cota minima de k; es cero y la
cota maxima es el valor maximo de k; con el cual la ec.
(10) tiene dos soluciones positivas. Se selecciona un valor
de k; en dicho intervalo. Con los valores elegidos de kg y
k; v sus correspondientes wq1 y wea, se calcula el intervalo
de ganancias k, estabilizantes con la ec. (29).

La prueba de los Lemas 1 y 2 pueden obtenerse con-
siderando un enfoque en el dominio de la frecuencia (ver

Lee et al. (2010).
3.1 Esquema de inyeccion

A continuacién se presenta un resultado para establecer
las condiciones de estabilidad para un esquema de in-
yeccién propuesto (ver Fig. 2), el cual serd utilizado més
adelante para el diseno del observador/predictor prop-
uesto.

Lema 3. Considere el sistema (1) con una inyeccién de
salida descrita en el esquema de la Fig. 2. Existen g1, go,
y g3 de modo que el sistema en lazo cerrado Y3(s)/Us(s)
es estable si y solo si 7 < 2/a.

Demostracion. Considere la funciéon de transferencia
Y3(s)/Us(s) de lazo cerrado del esquema de la Fig. 2 dada
por,

befTS

(5(g1(s — a) 4 bg2) + bgs)e™™s + 5(s —a)’
(11)

donde su ecuacién caracteristica es,

(s(g1(s — a) + bg2) + bgz)e™ ™ + s(s —a) = 0,
o bien,
(gls2 + s(bga — ag1) + bgs)e™ ™ + s(s —a) = 0. (13)
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Dado que las ecuaciones caracterfsticas (7) y (13) son
similares, se concluye que la condiciéon de estabilidad
establecida para la ecuacién (7) es la misma que para
la ecuacién (13). Observe que en la ecuacién (13), g1, g2
y g3 son parametros libres de diseno, mientras que en
la ecuacién (7), son k,, k; y kq. Entonces la ecuacién
caracterfstica (13) es estable s{ y solo si 7 < 2/a. B

Por otro lado los pardmetros del sistema de inyeccién (g1,
g2 ¥ gs) son,

a® + We2 a? + We2
ho 1 5 <01 < ha 2 35
].+ (hgwcl — :}75’1) 1 + (hgwcg — %)
(14)
ahg a? +wc§
ga > 1+ T 3 (15)
1 + (hgwcl — %)
aho a? + wez
go < 1+ T 3 (16)
1+ (hgwcg — %)
hs(bga — ag:
gy = b2 09), thy
con
1 1

El primer paso para obtener los parametros del esquema
de inyeccién de la Fig 2, es seleccionar un valor para hs
usando la ec. (18). Una vez seleccionado el valor para hs
usando la (18), se puede verificar que con hz = 0y algunos
valores de h3 > 0, la expresion,

h
—Tw + arctan (f) + arctan (hgw - 3) =0, (19)
a w

tiene dos soluciones positivas. Una para w.; y otra para
weo. El valor minimo para hg es cuando hy = 0, y
la cota méxima es el valor maximo de hs con el cual
la ec. (19) tiene dos soluciones positivas. Se procede a
seleccionar un valor para hs en dicho intervalo. Una vez
seleccionados los valores para hs y hs se obtienen los
valores correspondientes para w.; y we2. Una manera de
obtener dichos valores para w, es mediante el uso de una
grafica la ec. (19), la cual estd en funcién de w, esto se
muestra en la Fig. (3). Posteriormente con las ecuaciones
(14)-(17) se calculan los rangos para g1, g2 y g3. Lo cual
hace posible que el esquema de inyeccién sea estable.
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Figure 4. Esquema observador /predictor propuesto.

4. ESTRATEGIA DE ESTIMACION

Teorema 1. Considere el esquema observador/predictor
dado en la Fig. 4. Entonces existen constantes g1, g2 ¥ g3
tal que limy—, o [@(t) — w(t)] = 0 s y solo sf 7 < 2,

con ,

(20)

Y

fon w1 (t)
w(t) = [@z(t)} . (21)
Demostracidon. Considere el esquema observador /predictor
dado en la Fig. 4, en donde para describir la dindmica de
dicho sistema, no es necesaria la parte del control Q(t),
va que es independiente de la estrategia de estimacion.
La dindmica completa de dicho esquema puede escribirse
como,
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wi (1) A0 B 0] [wi(t)
0, 0A0B {Al(t)
o () 000 0| |wt)
wo(t) 000 0] [wat)
000 0 0 0
+ 88%2092] {y?ﬂ RS
00 g3 —gsl Lo(t) 1

conA=aB=byC=1.

Definiendo el error de prediccién como e, (t) = @(t) —w(t)
y la estimacién del error de salida como e, (t) = §(t) —y(t)
es posible describir el comportamiento de la senal del error
como,

éun (t) A B 7B92 ewl(t)
éw,(t) | =10 0 —gs ewz(t)l (24)
ey(t+7) C 0 —g1 ] Ley(t

Considere ahora una realizacion en espacio de estados del
sistema descrito en la ec. (11) que puede escribirse como

a(t) A B —Bga] [z1(t) 0
a(t) | =10 0 —g3 | |@2(t)| + |1] us(t). (25)
ys(t +7) C 0 —gi ] Lys(t) 0

Es claro ver que las condiciones de estabilidad del sistema
(25), dadas en el Lema 3, son equivalentes a las del sistema
(24), de donde se desprende el resultado del Teorema. B

5. DISENO DEL CONTROLADOR

Una vez lograda la convergencia del observador/predictor,
se procede a controlar el sistema, utilizando un control
PID dado por,

k(s + a)(s + B)

Q(s) = - (26)

donde «, By k son los pardmetros libres de controlador.

La sintonizacién del controlador Q(s) que se propone estéd
basado en el modelo del sistema sin retardo G(s). Esta es-
trategia de control, es independiente de la estrategia para
lograr la convergencia. Haciendo uso del lugar geométrico
de las raices, se propone colocar los ceros del controlador
(26) en el semiplano izquierdo, por lo tanto «, 8 > 0. La
relacion de este tipo de control PID, con un control tipo

Cpip = kp + kas + % es la siguiente,

ky = ka(a+ B), (27)
kg =k, (28)
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k; = afky. (29)
En resumen, la metodologia para estabilizar el sistema (1)
es la siguiente:

1. Cumplir con la condicién del Teorema 1 (7 < 2/a). Al
cumplir con esta condicién se garantiza la existencia del
observador/predictor propuesto.

2. Haciendo uso de las ecuaciones (14)-(17) se calculan
los valores de g1, g2 vy g3. Los cuales que aseguran la
convergencia del observador/predictor propuesto.

3. Disetio del control Q(s) a través del lugar geométrico
de las raices, donde el sistema a controlar es el sistema
libre de retardo G(s) de la ec. (1).

6. RESULTADOS

Ejemplo 1. Considere el sistema de segundo orden con
un polo en el origen, un polo inestable y retardo dado por,

Y (s) 1

R o

La condiciéon del Teorema 1 se cumple, ya que 7 < 2.
Dado que en este caso 7 = 1.4, se procede con el siguiente
paso.

Utilizando la ec. (18), el intervalo para hg es, 0.2 < hy < 1.
Por lo tanto se escoge el valor de ho = 0.6.

El intervalo de hs que hace que la ec. (19) tenga dos
soluciones positivas es: 0 < hs <0.15. El valor utilizado
en la simulacién es de hz = 0.01.

Con estos valores de hy y hs. Mediante la ec. (19) se
calculan los valores correspondientes para w¢; = y wea.
Los cuales son: we; =0.17 v weo =1.33.

Haciendo uso de las ecuaciones (14)-(17) se calculan los
valores de g1, g2 v g3. Los cuales son: g1 = 0.72, go = 1.85
y g3 = 0.01.

Para el control Q(s) dado por la ec. (26), los pardmetros
elegidos en simulacion son: a = 0.5, =1y k= 1.

Para la simulacién se utilizé6 una entrada R(s) escalén
de amplitud 3. Donde la respuesta de salida del sistema
se estabiliza en estado estacionario y sigue la referencia.
Esto se muestra en la Fig. 5.

Dado que la estimacién del error estd dada por e, (t) =
w(t) —w(t). La convergencia para w(s) y @(s) se muestran
en la Fig. 6. Para la simulacién realizada, se escogieron
condiciones iniciales para los estados de la planta libre de
retardo de 0.01. En la Fig. 6 se observa que e, (t) = 0 en

estado estacionario.

Ejemplo 2. Considere el sistema de segundo orden con
un polo en el origen, un polo inestable y retardo dado por,
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Figure 5. Respuesta de salida al sistema del ejemplo 1.

° w 20 0 a0 a0 & £ o

Temp

Figure 6. Convergencia de las sefiales w(s) y @(s) del
ejemplo 1.

Y(s) 1

R .

En este segundo ejemplo aplicando la condicién del Teo-
rema 1, es de 7 < 1. Para este caso 7 = 0.8. Por lo que se
cumple la condicién y se procede a obtener los parametros
de la estrategia de control propuesta.

Haciendo uso de la ec. (18), el rango para hs esta dado
por 0.3 < hg < 0.5. Del cual se escoge un valor de hy =
0.4.

El intervalo de valores para hs que responden a la ec. (19),
esta dado por 0 < hg < 0.05. Por lo que se escoge el valor
de hg = 0.01.

Con hs, hsz seleccionados y la ec. (19), se identifican los
valores de w1 = 0.5y weo = 1.3.

Utilizando las ecuaciones (14)-(17), los valores para g1, g2
v g3 son: g1 = 0.83, go = 3.74 y g3 = 0.02.

Los pardmetros elegidos para el control (26) son o = 2,
B = 4y k = 1. Los cuales hacen que el sistema sea
criticamente amortiguado.

En la simulacién se utilizé una entrada R(s) escalén de
amplitud 1. La respuesta de salida del sistema se muestra
en la Fig. 7. En donde la respuesta de salida se estabiliza
en estado estacionario y sigue la referencia.

La convergencia de las seniales de interés w(s) y @(s) se
muestran en la Fig. 8. Donde se muestra que la estimacién
del error en estado estacionario es 0 ante condiciones
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Figure 8. Convergencia de las sefiales w(s) y @(s) del
ejemplo 2.

iniciales de 0.1 de diferencia para los estados de la planta
libre de retardo.

7. CONCLUSION

Los sistemas inestables con retardo representan un reto a
la hora de realizar control, principalmente cuando solo
se tiene acceso a la entrada y salida. En el presente
trabajo se presenta la condicién para la existencia de
un observador/predictor para sistemas de segundo orden
retardados, el cual contiene un polo en el origen y un
polo inestable. El observador /predictor propuesto solo re-
quiere tres pardmetros. Asimismo el observador/predictor
propuesto en este trabajo, permite mejorar las condi-
ciones sobre el tamafio méximo del retardo que se puede
estabilizar para el tipo de sistemas que se aborda en este
trabajo. Es decir, al usar un control tipo PI como se
propone en el Lema 1, el sistema a controlar tiene una cota
méxima en el retardo de 7 < 1/a. En el presente trabajo
para el mismo tipo de sistemas, es posible controlar sis-
temas con un mayor tamano retardo, logrando controlar
sistemas con un valor en el retardo de 7 < 2/a. Hacer
uso del observador/predictor propuesto permite controlar
sistemas de segundo orden (un polo en el origen y un polo
inestable) con retardos méas grandes que con los resultados
previamente reportados, cuando solo se tiene acceso a la
entrada y la salida.
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