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Abstract: The development of a tracking control for a differential wheeled mobile robot
under the effect of skidding and slipping is presented in this paper. The kinematics models
of a differential robot with and without disturbances are used to solve the tracking problem.
The control scheme proposed is based on backstepping, feedback passivity and sliding modes
techniques. Simulations results are showed to prove the effectiveness of the proposed method.

Key words: Skidding, slipping, backstepping, feedback passivity, sliding modes.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, la robética mévil terrestre es un tema
ampliamente estudiado y de gran interés debido a sus
miultiples aplicaciones practicas, de caracter militar o
exploracién espacial, por mencionar algunas. A lo largo
de los anos, se han desarrollado diversas técnicas de
control para llevar a acabo de manera eficiente dichas
tareas, tales como control por backstepping de Jiang y
Nijmeijer [1997], métodos de inteligencia artificial de
Boukens et al. [2017], métodos de control adaptable
robusto de Xin et al. [2016] y control por modos
deslizantes de Huang et al. [2016], entre otros.

Sin embargo, la mayoria de los métodos desarrollados
en la literatura no consideran la influencia del desliza-
miento lateral y patinado en las ruedas, los cuales son
fenémenos inherentes a las condiciones de trabajo de
gran parte de las aplicaciones practicas de los robots
moéviles con ruedas (RMR).

Un trabajo que trata con las perturbaciones por desliza-
miento y patinado es el de Wang y Low [2008], en
el que se desarrolla el modelo cinemético de diferentes
RMR bajo la influencia de dichos fenémenos. Con este
mismo enfoque se tiene el trabajo de Cui et al. [2014],
en donde se obtiene el mismo modelo cinematico del
RMR diferencial de una manera alternativa.

Para el seguimiento de trayectoria de robots mdviles
diferenciales sujetos a las perturbaciones externas de-
scritas, se tienen algunas propuestas como es el caso de
un control por backstepping de Wang y Low [2008],
en dénde las perturbaciones se consideran conocidas.
También, para el mismo propésito, se desarrollé un con-
trol adaptable en conjunto con un estimador de pertur-
baciones basado en un observador por modos deslizantes
de Cui et al. [2014].

En este trabajo se presenta una nueva propuesta de
control basado en las técnicas de backstepping, pasi-
vacién por retroalimentacion y modos deslizantes. En
particular, la técnica por modos deslizantes se emplea
para agregar robustez y de esta manera, no considerar
que las perturbaciones de deslizamiento y patinado son
conocidas.
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El presente trabajo se organiza como se describe a
continuacién. En la Seccién 2 se explican brevemente
la caracterizacion matemadtica de las perturbaciones y
el modelo cinemdtico de un RMR diferencial que las
considera. En la Seccién 3 se presenta el desarrollo del
esquema de control propuesto. Posteriormente, en la
Seccidén 4 se muestran los resultados obtenidos mediante
simulaciéon numérica, de la implementacién de la prop-
uesta de control desarrollada. Finalmente, la Seccién 5
contiene las conclusiones finales de este trabajo.

2. MODELO CINEMATICO

El analisis y desarrollo de ésta seccion esta basado en el
trabajo de Cui et al. [2014]. En la Figura 1 se muestra
un RMR diferencial con dos marcos de referencia: el
marco inercial X —Y y el marco mévil X,,, — Y,,, cuyo
origen estd fijo al punto P (ubicado en el centro del
eje de las ruedas del robot). Estos marcos se relacionan
mediante la matriz R(#), dada por,

cos(0) sin(6) 0

R(0) = lsin(ﬂ) cos(6) 0] .
0 0 1

El vector que describe la posicién y orientaciéon del RMR,
en el marco inercial, X — Y, es el vector £ = [z,y,0],
donde # se mide con respecto al eje inercial X.

Se consideran las perturbaciones provocadas por el
deslizamiento lateral y por el patinado en las ruedas. El
deslizamiento lateral altera la direccién del movimiento
deseado y, como se observa en la Figura 1, se puede
representar con un vector v, que estd en funcién de
lo que se denomina angulo de patinado lateral 4. Este

angulo se encuentra en el rango [0, %) radianes.

El patinado longitudinal de las ruedas se presenta modi-
ficando la magnitud de su velocidad lineal. Se representa
como un factor de proporcionalidad dado como,

vy = rwr (1 —1),vp = rwr(l —1)
donde vy, vgp ¥y wr, wr representan las velocidades
lineales y angulares de las ruedas izquierda y derecha
respectivamente y donde 4 se encuentra en el rango [0, 1)

y 7 es el radio de las ruedas.
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Figura 1. Marcos de referencia en un RMR diferencial.

La relacién de las velocidades angulares de cada una de
las ruedas del RMR con la velocidad lineal v; y angular w
del mismo, al incorporar la perturbacién por patinado,
esta descrita por,

1—ig 1—ip
v - - w
B R Ereme | B

b

donde b es la distancia entre las ruedas. Considerando
que las ruedas son iguales y que el robot diferencial es
simétrico con respecto a su eje longitudinal es posible
considerar que i, = ig = i.

Noétese a partir de la Figura 1 que sobre los ejes inerciales
X — Y se obtiene el modelo cinematico,

& =wvcos(d —9),
¥y =wvsin(f — ),
0=uw,

o equivalentemente,
& = vcos(d) cos(f) + vsin(d) sin(h),
§ = vcos(d) sin(f) — vsin(d) cos(d), (2)
0 =w.

De acuerdo a la Figura 1, se observa que se cumplen las
relaciones v cos(d) = v; y vsin(d) = v,. Utilizando estas
relaciones, definiendo 7 como la perturbacién debido
al deslizamiento v = tan(d) y por la ecuacién (1),
suponiendo que la superficie de trabajo es homogénea
y las ruedas del RMR son iguales, la ecuacién 2 toma la
forma,

@ (1 —i){cos(#) +ysin(f)} 0 r
il = (=) (o)~ cos(@)} 0 || 2
0 0 1—d] L

3
SN
| |
1

€€
L

3)

Definiendo ahora a v; y @ como la velocidad lineal y
angular del RMR sin el efecto de patinado, es decir,

CNICE

con T siendo una matriz no singular, la ecuacién (3) se
puede reescribir cémo,
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B (=) feos(t) +ysime)} 0
y][a i) {sin(6) — 5 cos(8)} o_] M (5)
0 1—1

La ecuacién (5) representa el modelo cinemédtico de
un RMR diferencial considerando las perturbaciones
debido al deslizamiento lateral y patinado en las ruedas.
Se introduce la siguiente suposicién sobre las perturba-
ciones i y 7.

Suposicion 1. Se asume que la magnitud de las per-
turbaciones de patinado y deslizamiento lateral estan
acotadas para todo tiempo en que actiian, esto es, para
todo ¢ tal que t € [t1,t2] y t1 < tg con t1,t2 € R se
tiene que, || < n;, |y < 1, para n;, 7, constantes reales
positivas y diferentes de cero.

Debido a que las perturbaciones consideradas no apare-
cen en todo momento del desplazamiento del vehiculo,
la suposicién anterior permite establecer para v; y @ la
suposiciéon complementaria.

Suposicion 2. Se supone que en los instantes de aparicion
de las perturbaciones las velocidades lineal 7; y angular

@ estdn acotadas, més precisamente, |7;| < ny, [©] < g,

dénde n; y m, son numeros reales positivos conocidos

diferentes de cero.

Observacion 1. La suposiciéon anterior implica un
conocimiento a priori del tamano de v; y @, lo que
es razonable en sistemas como el considerado en este
trabajo dado que el robot se mueve en un espacio de
trabajo bajo condiciones de velocidad acotadas cuando
aparecen las perturbaciones. Condiciones no acotadas
de velocidad o de las perturbaciones salen del enfoque
de este trabajo.

Es importante enfatizar que los efectos de patinado en
las ruedas son debidos principalmente a las fuerzas de
friccién existentes en la interaccién con el piso mientras
que los efectos de deslizamiento lateral del vehiculo
se deben a un incremento de las fuerzas centrifugas.
En este trabajo se utilizan el angulo y la constante
de proporcionalidad que originan dichas fuerzas. Es
evidente que ni las fuerzas de friccién o las fuerzas
centrifugas son modeladas en este trabajo, por lo que
se asume el origen desconocido de las perturbaciones.

3. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIAS

3.1 Planteamiento del problema

El problema de seguimiento de trayectoria consiste en
llevar la posicién y orientacién del vehiculo, £(¢) a

cierto valor deseado &, (t) = [zr(t), yr(t), Or )]" cuando
t — oo. Para conseguir este propdsito, los valores de
la trayectoria deseada satisfacen el siguiente modelo

virtual,
Ty cos(f,) 0] r,
[y} - [sin(é)r) 0] {w} , (6)
0, 0 1 T

La ecuacién (6) representa el modelo cineméatico de un
RMR diferencial ideal, donde v, y w, son la velocidad
lineal de referencia y la velocidad angular de referen-
cia, respectivamente. Se considera que v, y wy, y sus
derivadas con respecto al tiempo 0, y w, son conocidas
y acotadas.
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Se considera ahora la transformacién de los errores de
seguimiento en la forma,

Te B _cos(?g) smgzgg xr:x -
£ = [0 0o gy

cuya derivada temporal junto con las dindmicas origi-
nales (5) y (6) permite obtener la dindmica de errores
de seguimiento,

Te = OYe + vy cos(0e) — Uy + f1
Yo = —WTe + vp-8in(6,) + fo (8)
9@ =w, —w+ f3

donde,
i =i(v — wye)
fo = iwze + 701 — 1) (9)
f3 =iw

son términos de perturbaciéon que involucran el desliza-
miento lateral y patinado.

Observacion 2. El modelo cinemdtico perturbado (8)
tiene la finalidad tan solo de evidenciar los posibles
puntos de afectacién de los deslizamientos y patinados
del vehiculo. A lo largo del trabajo se considera que
las perturbaciones f;, i« = 1,2,3 son desconocidas
debido a la imposibilidad de medir en tiempo real las
perturbaciones originales 7, 7.

Considerando las Suposiciones 1, 2 se introduce la
siguiente condicién sobre estos términos.

Suposicion 8. Se supone que los términos de pertur-
bacién estan acotados, es decir, satisfacen,

Ifil <, fel <m0 | fs] < s, (10)

donde 11, n2 y n3 son constantes reales positivas difer-
entes de cero.

3.2 Solucion al problema de sequimiento

La metodologia utilizada en esta seccion esta basada en
el trabajo de Gallegos-Sanlucar et al. [2018]. Se tiene
como objetivo encontrar las entradas de control v; y @
que logren que &.(t) = [zc(t), ye(t), 0 (t)]T — 0 cuando
t — oo. Considérese la dinamica de y. de la ecuacién
(8) con fo =0, es decir,

(11)

Yo = —@Te + vy sin(Be).

Se propone la funcién de conmutacion,

t
=yt hy / ye(r)dr, (12)
0

donde k1 > 0 € R. La funcién de conmutacién define la
superficie deslizante s; = 0, en la que $; = 0, esto es,

51 = Ye + k1ye = 0. (13)
La solucién de la ecuacién diferencial (13) lleva a la
conclusién de que y. — 0 cuando t — oco. Para asegurar
que todas las trayectorias de gy, sean atraidas a la
superficie deslizante s; = 0, se hace la asignacién basada
en Utkin et al. [1990],

§1 = Fl(sl) = _'7152..9”0(51)7 (14)
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donde v > 0 € R. De acuerdo a esta asignacion, la
ecuacién (13) se puede reescribir como,

$1 = Ye + k1ye = —vy18igno(sy). (15)
Sustituyendo la ecuacién (11) en (15) se tiene,
—W0xe + vpsin(fe) + k1ye = —y18igno(sy). (16)

Al escoger a; = v, sin(f,) como una entrada de control
virtual, a partir de la ecuacién (16) se tiene que,

a1 = —k1ye + 0z — y18igno(sy). (17)
Para el caso en que fo # 0, es posible garantizar la
atraccién a la superficie s; = 0. Considérese la funcién
candidata de Lyapunov,

1
V]_ = 58%

la cual es definida positiva. Derivando V7 con respecto
al tiempo y sustituyendo el control virtual (17) en la
dindmica $; = . + k1ye con fo £ 0, se tiene,

(18)

V= —v18igno(s1)sy + fas1. (19)

Tomando en cuenta que signo(xz)z = |z| y suponiendo
que la perturbacién fo cumple (10), se puede mayorar
la ecuacién (19) de modo que,

Vi < —mlsi| +melsi| = —(vi —m2)ls1]- (20)

Escogiendo 71 tal que 1 > 15 se tiene que Vi <0 y, por
lo tanto, s; converge a 0.

Por otro lado, se propone la funcién,

(21)

como salida del sistema (8). A partir de (17) y (21), la
dindmica de y. en (8) se escribe como,

y =vpsin(fe) — g

Yo =y — k1ye — 118igno(s1) + fo. (22)

Al derivar con respecto al tiempo la ecuacién (21), se
tiene,

§ = by sin(0e) + v.0, cos(0,) — cvy, (23)

donde,

a1 = — ki1 [y — k1ye — y1signo(s1) + f2]
— i[sz no(s1)] $1 + wx
ga! D51 g 1)] 81 e
+ @ [Wye + vy cos(be) — T + f1] -
Sustituyendo (22) en (15), la dindmica (23) se puede

reescribir de la forma,

y=ay+wt +Af (24)

donde,
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as = Opsin(fe) + v (wr — @) cos(b,)

+ k1 [y — k1ye — 118igno(s1)]
o .. .
b fsignofs)] [y ~ signos,)]
1
— 0T — @ [OYe + vy cos(6e)]

y Af es un término de perturbacién dado por,

Af = fsv.cos(0e) + ki fo + Vlaisl [signo(s1)] fa — fiw.

Es importante observar que, debido a las Suposiciones
1, 2, 5 y de las caracteristicas del modelo virutal (6), se
tiene que Af estd acotada, es decir, Af satisface

IAf] < nay

donde nay es una constante real positiva diferente de
cero.

Se tiene entonces el nuevo sistema dado por,

Ve =y — k1ye — 115igno(s1) + fa,

U= ay+w + Af. (25)

Se busca ahora una retroalimentacién que haga pasivo
al sistema (25) para el caso en que Af = 0, es
decir, sin términos de perturbaicién. Se propone la
retroalimentacién,

1
U = — (— 26
o= = (a2 +) (26)
donde @ # 0 y v es una nueva entrada. Entonces el

sistema (25) con f; = fo = f3 = 0 se reescribe en la
forma,

Ye =y — k1ye — 715igno(s1)

i (27)

Se propone ahora la funciéon de almacenamiento,

1
Vo=V, + §y2 (28)

donde V; estd dada por (18). La derivada con respecto
al tiempo de V5 es,

Vo = s181 + y.

Al sustituir ; = y — signo(sy) y 9 de (27) en Va, se
tiene que,

Vo = s1 [y — msigno(s1)] + yv. (29)
Definiendo la entrada v como,
v = —51 + Wy, (30)
donde w,, es una nueva entrada, se tiene que,
Vo = —y1signo(s1)s1 + ywn. (31)
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Usando otra vez el hecho de que signo(z)x = |z| se con-
cluye que V5 < yw, y por lo tanto, la retroalimentacién
(26) y (30) hace pasivo al sistema (25) desde la entrada
wyp, hasta la salida y, considerando que no hay términos
de perturbacién (Af = 0).

Al sustituir la ecuacién (30) en el sistema (27) se
obtiene,

ye =Y - klye - ’YlSZ'g’rLO(S]_), (32)

y = —S1 + W,
el cual, para un modo deslizante ideal en la superficie
s1 = 0 es estado cero observable, haciendo posible
asignar una retroalimentacién de la forma,

(33)

donde k3 > 0 € R, que logra estabilidad asintética del
sistema (27), como se puede observar en Byrnes et al.
[1991].

Es importante observar que al lograr la estabilidad
asintética del sistema (27), yo — 0y y — 0 cuando
t — 00, lo que implica que, de acuerdo a (21),

Wn = _k2y

vy sin(fe) &~ wx. — y18igno(sy).

Si, ademaés, la dindmica del error de orientacién tiende
a cero rapidamente, entonces,

QT A y18igno(sy).

Ya que signo(s1) no estd definida en s; = 0, z. oscilard
alrededor de 0 para w # 0. Este comportamiento se
verifica en las simulaciones numéricas que se describen
en la Seccién 4.

Para asegurar que se mantenga la propiedad de pasivi-
dad para el caso en que Af # 0, se define una segunda
funcién de conmutacién,

60—y — /Ot o(r)dr (34)

que define la superficie deslizante s3 = 0. En esta
superficie se tiene que $o = 0, esto es,

So=g—v=0 (35)

0, en forma equivalente y = v.

Una vez que las trayectorias del sistema son atraidas a
la superficie sy = 0, el control (26) (control equivalente)
asegura que permanezcan en ella. En esta superficie la
sefial v dada por (30) hace que el sistema sea pasivo
desde la entrada w, hasta la salida y. La asignacién
(33) logra ademads estabilidad asintética.

Para asegurar que las trayectorias del sistema sean
atraidas a la superficie sy = 0, se hace la asignacién,

89 = Fy(s2) = —yasigno(sa), (36)

donde 2 > 0 € R. Entonces, a partir (35) se tiene que,

Y = v — Y28igno(ss). (37)
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A partir de esta ultima expresién y la dindmica de y en
(25), con Af =0, se obtiene la senal de control v; dada
por,

1 .
U= z (—az2 + v — y2signo(sz)), (38)
donde v estd dado por (30). La retroalimentacién (38)
estd restringida a trayectorias para las cuales w # 0.

Al igual que para la superficie de deslizamiento s; =
0, se puede dar una condicién de suficiencia para la
ganancia 79, en funcién de la cota de Af, que asegura
la convergencia de la dindmica del sistema (25) a la
superficie de deslizamiento sy = 0.

Teorema 1. Considérese el sistema (25) bajo las Su-
posiciones 1, 2, 5 y el modelo virtual (6), entonces la
retroalimentacién (38) asegura que las trayectorias del
sistema (25) convergen a la superficie de deslizamiento
s2 = 0 con s definida por (34) si v, satisface,

Y2 > 1af (39)
donde na¢ es la cota del término de perturbaciéon Af.

Demostracion. Considérese la funcién candidata de Lya-
punov

1
‘/52 = 2837 (40)
la cual es definida positiva. La derivada con respecto al
tiempo de V;, estd dada por,

Vi, = 8280 = 8o [ — ] . (41)

Sustituyendo la dindmica de y en el sistema (25) con
Af # 0, se tiene que,

Vi, = 5o [og + @0 + Af — 0] (42)

Al sustituir la retroalimentacién (38) en
que,

(42) se tiene

Vi, = —72signo(sa)ss + Afss. (43)
Mayorando esta tltima expresion se obtiene,
Ve, = — (2 = nay) |s2l- (44)

Entonces, si la condicién (39) se cumple V;, < 0y se
tiene la convergencia de s a 0.

Para el control de orientacion, se utiliza la dindmica 6,
de la ecuacién (8) de la forma,

o= fa+w, —@ (45)
Se busca llevar la ecuacién (45) a la forma 0, = —ks0.
donde k3 > 0 € R. Para tal propésito se necesita una
entrada de control @w tal que,

W= f3+w7“+k39€
Ndmero Especial 2020
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donde f3 es un estimado del valor real fs. Para obtener
la estimacion f3 se propone un vector de estados de la
forma z = [f O, 0., fg]T que tiene la dindmica,

Z1 0107 [z 0 0 0
2l =1001] |22| + U+ + (0| A (47)
Z3 000]f [z3 0 0 1

donde h es una incertidumbre externa, u = —@w es el
control y y,, = 22 es la salida. Se propone un observador
basado en Gao [2006],

21 0107 [2 0 0 Ly
,’/3’2 = 001 22 —|— 1 U—|— LQ (yob_:gob)
3 000] |25 |0 Ls
3
(48)
donde L = [Ly, Lo, L3])T son ganancias constantes. Con

el observador (48) se obtiene la estimacién 23 = fsy se

puede implementar la retroalimentacién (46).

Observacion 3. Para la realizacién de los experimentos
es necesario tener en cuenta que las perturbaciones de
patinado y deslizamiento dependen fundamentalmente
de las fuerzas de friccién existentes entre las ruedas y
la superficie de trabajo y no dependen directamente de
las velocidades del vehiculo acentuando su naturaleza
desconocida. en general existen grandes periodos de
tiempo en los que las perturbaciones no estan presentes.

4. RESULTADOS EN SIMULACION NUMERICA

Para realizar la evaluacién del desempeno del con-
trolador desarrollado se utilizé una trayectoria de-
scrita a partir de, @, = bcos(kpt) cos(pt) + xo, Yp =
bcos(kpt) sin(pt) + Yo, con los pardmetros b =1, k = 3,
P = 155 Y o = Yo = 1. La velocidad lineal y angular

de referencia se obtuvieron a partir de v, = &, cos(6,.) +
y'sin(@r) V Wy = mryr—zyrzr .

Se considera el modelo cinemdtico de la ecuacién (5).
Para el control se consideran k; = 12107°, ky = 121074,
k3:2,’}/1:4,’)/2:11'1075}7.[11:.[/2:[/3:1.

Las perturbaciones se consideraron como funciones vari-
antes en el tiempo tal que & = %wr(xr,yr) e i =
%vr(xr, yr). Se introducen en la simulacién en un

periodo de t; = 70s a to = 130s. Estas se muestran
en la Figura 2.

0.5
0.45

o4

=R

Perturbaciones
3 o =)
= i
PR YO TR

] 30 a0 60 80 100 120 140 160 180 200
tsl

Figura 2. Perturbaciones con respecto al tiempo.

En la Figura 3 se muestran las graficas de la evolucion

de las coordenadas de error & = [¥¢,%Ye, 0T con
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respecto al tiempo, observandose la convergencia al
origen cuando las perturbaciones no estan presentes en
el sistema. En el periodo de tiempo entre ¢t; = 70s y
to = 130s, cuando se introducen las perturbaciones, se
puede apreciar el efecto de las mismas en el estado,
sin embargo rapidamente se retoma la convergencia a
cero. Debido a que normalmente las perturbaciones no
estan presentes para todo t, se puede lograr un resultado
aceptable como se muestra en la Figura 4 donde se puede
observar el movimiento del RMR en el marco inercial
X —Y y puede apreciarse la convergencia a la trayectoria
deseada.

04
g Imi
03] — Y, [m)
o [rad)

Errores de seguimiento

"o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
E[s]

Figura 3. Errores de seguimiento con respecto al tiempo.

— Raferencia
- -AMR

Figura 4. Posicién en X-Y del RMR.

En la Figura 5 se muestran las senales de control @ y
7;. Se puede apreciar un efecto de saturaciéon provocado
por la limitacién de la magnitud de las mismas que se
pueda presentar en aplicaciones practicas.

Sefales de control

120 140 160 180 200
Figura 5. Senales de control con respecto al tiempo.
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6. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta el desarrollo de un esquema
de control basado en técnicas de backstepping, pasi-
vacién por retroalimentacién y modos deslizantes, para
el seguimiento de trayectorias de un robot diferencial
bajo perturbaciones ocasionadas por deslizamiento lat-
eral y patinado en las ruedas. Mediante los resultados
obtenidos por simulacién numeérica, se muestra un cor-
recto desempeno de la retroalimentacién propuesta. Por
medio de la técnica de modos deslizantes se obtiene
robustez descartando la necesidad de conocer de manera
exacta el valor de las perturbaciones que afectan al
sistema.
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