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1. INTRODUCCIÓN

El control de movimiento o de seguimiento de trayectorias
es uno de los objetivos fundamentales en las aplicaciones
de robots. El controlador debe diseñarse de manera que
el robot manipulador siga cierta trayectoria deseada,
cuando el robot no interactúa con el entorno (Kelly
et al., 2005). Básicamente, el problema de seguimiento
se ha resuelto utilizando dos perspectivas de control
diferentes: los esquemas adaptables (Slotine y Li, 2001;
Spong y Ortega, 1990) y los no adaptables (Kawamura
et al., 1988; Paden y Panja, 1988; Wen, 1990; Kelly y
Salgado, 1994). En ambos casos, se incluye un término
proporcional-derivativo (PD) en el controlador, junto con
una compensación dinámica (adaptable) o una parte
dinámica de adelanto. Otros esquemas de control que
requieren de la disponibilidad del conjunto completo de
parámetros y de estados son considerados en (Santibañez
y Kelly, 2001; Aguiñaga Ruiz et al., 2009).

Recientemente el problema de seguimiento de trayectorias
en Tiempo Finito (TF) ha recibido un interés considera-
ble. Para el control de robots las propiedades de conver-
gencia en TF dan lugar a respuestas transitorias rápidas
y de alta precisión, mientras que los errores de segui-
miento se hacen cero en un tiempo finito(Venkataraman
y Gulati, 1993). El conocido control por modos deslizan-
tes terminales (MDT) se ha aplicado ampliamente para
seguimiento en TF para robots manipuladores de eslabo-
nes ŕıgidos cuando hay incertidumbres (Tang, 1998; Feng
et al., 2002). Estos controladores inducen vibraciones no
deseadas en la implementación práctica, ya que la ley de
control se formula con funciones discontinuas tipo signo.
Con el fin de reducir el posible castañeo (chattering) del
esquema de MDT, se han adoptado otras perspectivas.

⋆ Este trabajo ha sido financiado por CONACyT proyecto CB-

282807 y UNAM-PAPIIT IN110719.

Por ejemplo, Yu et al. (2005) propuso un control con-
tinuo por MDT para tareas de seguimiento en robots
manipuladores. Como alternativa, Zamora-Gómez et al.
(2020) formuló un control continuo con pares acotados
para seguimiento en TF. Sin embargo, todas las propues-
tas anteriores requieren de las mediciones de posición y
velocidad.

Muchos de los dispositivos disponibles comercialmente no
están equipados con sensores de velocidad y, aquellos que
disponen de tales sensores, a menudo son propensos al rui-
do. Esto exige un proceso adicional de filtrado de la veloci-
dad (Loŕıa, 2016). Los trabajos de (Feng y Postlethwaite,
1993; Santibáñez y Kelly, 1997; Cruz-Zavala et al., 2017) y
de (Romero et al., 2015; Loŕıa, 2016) resuelven de manera
asintótica los problemas de seguimiento y regulación de
trayectorias sin utilizar mediciones de velocidad. Estos
resultados emplean observadores de velocidad o filtros de
velocidad. La mayoŕıa de los observadores de velocidad
requieren un conocimiento completo de la dinámica del
sistema. En (Hong et al., 2002) se propone un observador
de velocidad que asegura estabilidad semi-global en TF.
En (Zamora-Gómez et al., 2017) se propone un control
continuo global de TF por retroalimentación de salida que
no emplea un observador para resolver las tareas de re-
gulación. Sin embargo, la ideas de (Zamora-Gómez et al.,
2017) no han sido extendidas al problema de seguimiento
en TF sin mediciones de velocidad.

La principal contribución de este trabajo es el diseño de un
esquema de seguimiento de trayectorias por retroalimen-
tación de salida para robots manipuladores, garantizando
la estabilidad global uniforme y en TF. Esto se demuestra
mediante una función de Lyapunov (FL) estricta.
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2. PREÁMBULO

Notación. N es el conjunto de números naturales y n̄ :=
{1, 2, ..., n}. R es el conjunto de números reales, R≥0 :=
{x ∈ R : x ≥ 0}, R>0 := {x ∈ R : x > 0}. Denotamos
por A ≻ 0 a la matriz A que es definida positiva, aśı
como λ{A} y λ{A} definen el valor propio más pequeño
y más grande de la matriz simétrica A ≻ 0, cuya norma

inducida es ‖A‖ :=
√

λ{A⊤A}. La norma Euclidiana del

vector x ∈ R
n se define por ‖x‖ :=

√
x⊤x. Denotamos

con 0 el origen de Rn, e I es la matriz identidad de n×n.
Bδ , {x ∈ R

n : ‖x‖ < δ} es la bola abierta de radio δ > 0
centrada en el origen 0. Una función f : R≥0 7→ R

m

es de clase Ck, para k ∈ N, si sus derivadas ḟ , f̈ , ..., f (k)

existen y son continuas. Si V : Rn 7→ R es C1, entonces
∇xV (x) = [∂x1

V (x), ..., ∂xnV (x)]⊤, con ∂xi := ∂/∂xi
para cada i ∈ n̄, y V ≻ 0 significa que esta función es
definida positiva (d.p.). Finalmente, para cualquier z ∈ R

y cualquier m ∈ R≥0, el śımbolo ⌈z⌋m , |z|m sign (z)
representa la potencia signada m de z. Para un vector
z ∈ R

m, ⌈·⌋m se aplica elemento a elemento, es decir,
⌈z⌋m := [⌈z1⌋m, ..., ⌈zn⌋m]⊤. Aśı mismo, las funciones
de saturación y tangente hiperbólica vectoriales están

dadas por sat (z) :=
[

sat (z1) , . . . , sat (zn)
]⊤

y tanh(z) ,

[tanh(z1), ..., tanh(zn)]
⊤.

2.1 Estabilidad Uniforme en Tiempo Finito

Considere el sistema dinámico descrito por

ẋ = f(t,x), t ∈ R≥0, x(t0) = x0 . (1)

x ∈ R
m define el vector de estados y f : R≥0 ×R

m → R
m

es un campo vectorial continuo, local y uniformemente
acotado en el tiempo. Suponga que x = 0 es un punto de
equilibrio, es decir, f(t,0) = 0 para todo t ≥ 0.

Definición 1. (Moulay y Perruquetti, 2008). El punto
de equilibrio x = 0 es Uniformemente Estable en TF
(UETF) si: (i) es Uniforme y Asintóticamente Estable
(UAE); (ii) existe una función acotada localmente T :
R≥0 × R

m → R≥0 (función de tiempo de asentamiento)
tal que para toda x0 ∈ Bδ \{0} la solución x(t; t0,x0) = 0
para toda t ≥ t0 + T (t,x0); y (iii) existe una función
continua p.d. α : R≥0 → R≥0 tal que T (t,x0) ≤ α(‖x0‖).
Adicionalmente, si x0 ∈ R

m \ {0}, x = 0 es globalmente
UETF. △

La estabilidad asintótica global y uniforme puede probar-
se mediante el método directo de Lyapunov.

Proposición 1. Considere el sistema (1). Suponga que
existe un función continua C1 W : R≥0 × Bδ 7→ R≥0 tal
que para todo t ≥ 0 y toda x ∈ Bδ: (i) W(t,x) es d.p.
y decreciente, es decir, existen dos funciones continuas
definidas positivas w1(x) y w2(x) tal que 0 < w1(x) ≤
W(t,x) ≤ w2(x); y (ii) existe una función continua d.p.
w3(x) tal que ∂tW(t,x) +∇⊤

xW(t,x) · f(t,x) ≤ −w3(x).
Entonces, el origen x = 0 del sistema (1) es UAE.
Además, si w1(x) es radialemente no acotada, el origen
es globalmente UAE (GUAE). △

Una consecuencia de la Definición 1 es que el origen de
(1) es globalmente UETF si es GUAE y UETF (Moulay

y Perruquetti, 2008). Además, según (Moulay y Perru-
quetti, 2008), la estabilidad uniforme en TF se puede
caracterizar utilizando una FL estricta. Análogamente,
existen caracterizaciones de estabilidad de TF para siste-
mas invariantes en el tiempo, ver (Hong et al., 2002).

Lema 1. Sea x = 0 un punto de equilibrio de (1). Si existe
µ ∈ R>0, p ∈ (0, 1) y una función de Lyapunov W(t,x) de

clase C1, decreciente y d.p. tal que Ẇ(t,x) ≤ −µWp(t,x),
entonces x = 0 es UETF.

2.2 Modelo del robot manipulador y objetivo de control

Considere un robot manipulador serial de eslabones ŕıgi-
dos de n articulaciones de revolución descrito por

M(q)q̈+C(q, q̇)q̇+ g(q) + Fq̇ = τ , (2)

dónde q, q̇, q̈ ∈ R
n son los vectores de posición, de

velocidad y de aceleración; M(q) ∈ R
n×n es la matriz de

inercia; C(q, q̇) ∈ R
n×n representa los efectos de Coriolis

y centŕıfugos (esta matriz está definida con los śımbolos
de Christoffel de primera clase); g(q) ∈ R

n es el vector
de pares gravitacionales; τ ∈ R

n es el par de control y
Fq̇ es la frición viscosa en las articulaciones del robot.
Propiedades fundamentales de (2) son (Kelly et al., 2005):

P1: La matriz de inercia M(q) está acotada por arriba y
por abajo, es decir, 0 ≺ m1I � M(q) � m2I ≺ ∞, para
toda q ∈ R

n y algunas constantes m1,m2 ∈ R>0.

P2: Las matrices de Coriolis y de inercia están relaciona-
das por Ṁ(q) = C(q, q̇) + C⊤(q, q̇). Entonces, Ṁ(q) −
2C(q, q̇) es un matriz anti-simétrica.

P3: Los torques debidos a Coriolis satisfacen ‖C(q,x)y‖ ≤
Lc‖x‖‖y‖, para alguna constante Lc ∈ R>0 y para toda
x,y ∈ R

n.

P4: El vector g(q) es globalmente Lipschitz y acotado
para todo q ∈ R

n, es decir, existen constantes conocidas
Lg, g ∈ R>0 tales que ‖g(x)− g(y)‖ ≤ Lg‖x− y‖, para
toda x,y ∈ R

n, y ‖g(q)‖ ≤ g, para toda q ∈ R
n. De

forma equivalente, para toda q cada elemento de g(q)
satisface sup

q∈Rn

{|gi(q)|} ≤ gi, para algunas constantes

gi ∈ R≥0, i ∈ n. ⊳

La trayectoria deseada qd y la matriz F satisfacen lo
siguiente:

Suposición 1. qd(t) ∈ C2 y existen constantes vd , ad > 0,
tales que ‖q̇d(t)‖ ≤ vd y ‖q̈d(t)‖ ≤ ad, ∀t ∈ R≥0. ✷

Suposición 2. La matriz F es simétrica d.p., es decir,
λ{F}‖x‖ ≤ x⊤Fx ≤ λ̄{F}‖x‖, para toda x ∈ R

n. ✷

El problema de control de Seguimiento en Tiempo Finito
por Retroalimentación de Salida (S-TF-RS) es el siguien-
te: Suponga que se cumple la Suposición 1, diseñar para
el sistema (2) una ley de control τ , tal que para cualquier
condición inicial y, sin usar mediciones de velocidad, la
posición del robot q(t) siga la trayectoria deseada dada
qd(t) con error cero después de un TF, es decir, el error de

posición q̃ , q−qd(t) y el error de velocidad ˙̃q , q̇−q̇d(t)
satisfacen

ĺım
t→T (q̃0, ˙̃q0)

q̃(t) = 0, ĺım
t→T (q̃0, ˙̃q0)

˙̃q(t) = 0, ∀(q̃0, ˙̃q0) ∈ R
2n.
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3. RESULTADO PRINCIPAL

Considere el siguiente controlador

τ = τPD + τFF ,
τFF = M(q)q̈d +C(q, q̇d)q̇d + g(q) + Fq̇d ,

(3)

con una compensación por adelanto τFF y un término
tipo PD no-lineal

τPD = −P⌈sat(q̃)⌋
2−r1
r1 −D⌈ϑ⌋

2−r1
r1 , (4)

donde ϑ es la salida del siguiente filtro de primer orden

ẋ = −A⌈ϑ⌋
1
r1 , ϑ = x+Bq̃ . (5)

Las matrices definidas positivas P, D, A, B son las
ganancias a diseñar. La ecuación dinámica de lazo cerrado
se obtiene reemplazando la acción de control (3) en el
modelo dinámico del robot manipulador (2). Usando el

vector de estados x⊤
q := [q̃⊤, ˙̃q

⊤
,ϑ⊤] ∈ R

3n el sistema
queda

d

dt





q̃
˙̃q
ϑ



 =







˙̃q

M−1(q)
(

τPD −C(q, q̇) ˙̃q− h̃(·)− F ˙̃q
)

−A⌈ϑ⌋1/r1 +B˙̃q







(6)

h̃(·) , [C(q, q̇)−C(qd, q̇d)]q̇d ,

donde ‖h̃(·)‖ ≤ kh1‖ ˙̃q‖ para toda ˙̃q, con kh1 ≥ Lcvd.

Teorema 1. Para el sistema (2) considere que las Suposi-
ciones 1 y 2 se cumplen y que λ{F} > kh1. Elija r1 tal
que 2 > r1 > 1. Entonces la ley de control (3)-(5) logra
que el punto de equilibrio xq = 0 sea globalmente UETF
para cualesquiera matrices de ganancia definidas positivas
y diagonales P, D, A, B. ✷

Este resultado establece que la convergencia uniforme y
global de las soluciones del sistema de lazo cerrado q(t)
hacia el vector de trayectorias deseado qd(t) está garan-
tizada en tiempo finito. Esto se satisface para referencias
deseadas que sean suficientemente lentas, de tal forma que
se cumpla λ{F} > kh1 ≥ Lcvd.

4. EJEMPLO ACADÉMICO

Se proporciona una simulación para un manipulador de
dos grados de libertad con articulaciones de revolución
con matrices de inercia, fricción y Coriolis dadas por

M(q) =

[

δ1 + 2δ2c2 ∗
δ3 + δ2c2 δ3

]

, F =

[

0.3 ∗
0 0.3

]

C(q, q̇) =

[

−δ2s2q̇2 −δ2s2(q̇1 + q̇2)
δ2s2q̇1 0

]

.

Las componentes del vector de gravedad son g1(q) =
1
l2
gδ3c12 + g

l1
(δ1 − δ3)c1 y g2(q) = 1

l2
gδ3c12, donde

δ1 := l22m2 + l21(m1 + m2), δ2 := l1l2m2 y δ3 := l22m2.
Los śımbolos c2, s2 y c12 denotan cos(q2), sin(q2) y
cos(q1 + q2), respectivamente. Mientras, li y mi son las
respectivas longitudes y masas de cada eslabón i ∈ {1, 2}.
Además, considere que los parámetros nominales son
m1 = 3.2kg, m2 = 1.6kg, l1 = 0.24m y l2 = 0.16m.La
trayectoria deseada de posición y las condiciones iniciales
son qd = [−2 + 0.2 sin(0.5t), 3 + 0.5 cos(0.8t)]⊤ y q(0) =
q̇(0) = [0, 0]⊤. Para la simulación se utiliza un tiempo
de muestreo ts = 0.001 [s] y el método de integración

de Euler con paso fijo. Del modelo nominal se tiene
que Lc = 0.246kgm2 (ver Kelly et al. (2005) para el
cálculo de Lc) y vd = 0.42ms−1. Por simplicidad, se
considera que λ{P} = λ{P} = 3, λ{D} = λ{D} = 1,
λ{A} = λ{A} = 2 y λ{B} = λ{B} = 1. Se simula el
controlador (4) con: C1: r1 = 1.01; y C2: r1 = 1.5.

Figura 1. Resultados de Simulación. Las gráficas (a)-
(b) muestran los errores en el caso nominal . Las
gráficas (c)-(d) muestran los errores en el caso con
incertidumbre.

La figura 1.(a)-(b) muestra los errores entre las trayec-
torias de posición real y deseada de los eslabones, supo-
niendo que los parámetros del robot son los parámetros
nominales. Mientras que la Figura 1. (c)-(d) muestra los
errores entre las trayectorias de posición real y deseada en
los eslabones cuando los parámetros reales del robot son
m1 = 4kg, m2 = 2kg, l1 = 0.3m y l2 = 0.2m. Es decir,
hay un 20% de incertidumbre con respecto al modelo no-
minal. En el primer caso, ambos controladores presentan
desempeños similares. En el segundo caso, el controlador
C1 proporciona un error de estado estable más grande,
que no es aceptable en tareas de seguimiento de control de
alta precisión. En el caso incierto, el esquema propuesto
C2 proporciona un menor error de estado estable que C1.

5. CONCLUSIONES

Este art́ıculo propone un primer intento en la solución
del problema de seguimiento en tiempo finito en robots
manipuladores sin utilizar mediciones de velocidad. En
contraste con algunos resultados reportados, se emplea
un filtro en lugar de un observador. Todas las pruebas
de estabilidad se llevan a cabo utilizado una función de
Lyapunov estricta. Ésto permitirá hacer un análisis de
robustez que se reportará en otro lugar.

Apéndice A. PRUEBA DEL TEOREMA 1

Considere el vector z ∈ R
n, entonces

T1: ‖ tanh(z)‖ ≤ √
n y ‖ tanh(z)‖ ≤ ‖z‖. Además,

‖ tanh(z)‖ ≤ n
1−α
2 ‖ tanh(z)‖α ≤ n

1−α
2 ‖z‖α, ∀α ∈ [0, 1].

T2: ∂z tanh(z) = diag{sech2(zi)}ni=1 := Sech2(z) ∈ R
n×n

y ‖Sech2(z)‖ ≤ 1.
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P5: Para todo z ∈ R y cualquier p ∈ R>0, ⌈sat(z)⌋p =
sat(⌈z⌋p) y

∫ z

0
sat(⌈x⌋p)dx = s(z, p), donde

s(z, p) :=











1

p+ 1
|z|p+1 if |z| < 1,

|z| − p

p+ 1
if |z| ≥ 1.

⊳ (A.1)

P6: Para todo z ∈ R, |ktsat(z)|
p+1

p+1 ≤ | tanh(z)|p+1

p+1 ≤
|sat(z)|p+1

p+1 ≤ s(z, p+ 1), siendo kt = tanh(1). ⊳

P7: Para todo z ∈ R y cualquier p ∈ [0, 1], ln | cosh(z)| ≤
|z|p+1/(1 + p). ⊳

Los siguientes lemas son clave en nuestro análisis.

Lema 2. (Bernstein, 2009) Para cualquier z ∈ R
n,

las siguientes desigualdades se cumplen: (i) ‖z‖2α ≤
∑n
i=1

(

|zi|2
)α ≤ n1−α‖z‖2α, ∀α ∈ (0, 1]; y (ii) ‖z‖1+α ≤

∑n
i=1

(

|zi|2
)

1+α
2 ≤ n

1−α
2 ‖z‖1+α, ∀α ∈ [0, 1]. △

Lema 3. Para cada x, y ∈ R y a, b, c, d, r1, r2 ∈ R>0, la

función v1(x, y) , v
r1+1

2

0 (x, y) − dc|x||y|, con v0(x, y) :=

a|y|2+b|x|
2
r1 , es no-negativa si y sólo si d2 ≤ a

c2
r1+1
1

[

b r1+1
r1

]

r1
1

.

Además, v1(x, y) ≤ 2v
r1+1

2

0 (x, y). △
Lema 4. Para toda x ∈ R≥0 y a, b, c, β1, β2, β3 ∈ R>0

tal que c > b > a y β1 ≤ β1(β2, β3, a, b, c) =
(

(b−a)β2

(c−a)β3

)− b−a
c−a (c−a)β2

c−b , se cumple que β1x
b ≤ β2x

a +

β3x
c. △

Definimos las constantes l , r1 − 1, l∇ , 2 − r1,
lL = r1+1 y lH , r1+2. Recuerde que P = diag{Pi}ni=1,
D = diag{Di}ni=1, B = diag{Bi}ni=1, y A = diag{Ai}ni=1.
Defina φs := sat (q̃), φ := tanh (q̃) y S(P, q̃, p1) :=
∑n
i=1 Pis(q̃i, p1), donde cada s(q̃i, p1) queda establecida

por (A.1), y p1 = 2−r1
r1

.

Considere una función candidata de Lyapunov dada por

VG(t, xq) = (γ1 + γ2 + γ3) [V (t,xq)]
lH
2 + γ3 [V (t, xq)]

lL
2

+γ1d1

n
∑

i=1

Fi ln | cosh(q̃i)|

+γ1

(

[V (t,xq)]
lL
2 + d1φ

⊤ (q̃)M(q) ˙̃q

)

+γ2

(

[V (t,xq)]
lL
2 − d2 ˙̃q

⊤
M(q)ϑ

)

,

(A.2)
donde

V (t,xq) =
1

2
˙̃q
⊤
M(q) ˙̃q+S(P, q̃, p1)+

r1
2
ϑ⊤DB−1⌈ϑ⌋

l∇
r1

y las constantes d1 y d2 se seleccionan tal que

d21 ≤ 1

2

m1

m2
2

r1 + 1

1

[

r1
2
λ{P}r1 + 1

r1

]

r1
1

, (A.3)

d22 ≤ 1

2

m1

m2
2

r1 + 1

1

[

r1
2
λ{DB−1}r1 + 1

r1

]

r1
1

. (A.4)

Como M(q) ≻ 0, P ≻ 0 y DB−1 ≻ 0, aplicando P1,

se obtiene que Vl(xq) ≤ V (t,xq) ≤ Vu(xq), con Vl(xq) ,

m1

2 ‖ ˙̃q‖2+ r1
2 λ{P}‖φs‖

2
r1 + r1

2 λ{DB−1}‖ϑ‖
2
r1 y Vu(xq) ,

m2

2 ‖ ˙̃q‖2 + r1n
l
r1

2 λ̄{P}‖q̃‖
2
r1 + r1n

l
r1

2 λ̄{DB−1}‖ϑ‖
2
r1 .

Por lo tanto, V (t,xq) ≻ 0 y
∑n
i=1 Fi ln | cosh(q̃i)| ≻

0. Por otro lado, los primeros tres términos del la-
do derecho de (A.2) son definidos positivos, y es sufi-
ciente mostrar que el cuarto y quinto término son no-
negativos para asegurar que VG(t,xq) ≻ 0. Observe que

φ⊤M(q) ˙̃q ≥ −m2‖φs‖‖ ˙̃q‖ y ˙̃q
⊤
M(q)ϑ ≥ −m2‖ ˙̃q‖‖ϑ‖.

Entonces, [Vl(xq)]
lL
2 − d1m2‖φs‖‖ ˙̃q‖ ≥ 0 y [Vl(xq)]

lL
21 −

d2m2‖ ˙̃q‖‖ϑ‖ ≥ 0 tienen que cumplirse. De acuerdo con el
Lema 3 las desigualdades anteriores se cumplen si d1 y d2
se eligen como en (A.3) y (A.4), respectivamente. Enton-
ces, se concluye que VG ≻ 0 para toda γ1, γ2, γ3 ∈ R>0,
para toda t ≥ 0 y para toda r1 ∈ R>0 tal que 2 ≥ r1 ≥ 1.

Observe que, γ3 [V (t,xq)]
lL
2 ≤ VG(t,xq), y como Vl(xq)

es radialmente no-acotada, VG(t,xq) es radialmente no-
acotada también.

De lo anterior y del Lema 3, se llega a que (γ1 +

γ2) [V (t,xq)]
lL
2 +γ1d1φ

⊤M(q) ˙̃q−γ2d2 ˙̃q
⊤
M(q)ϑ ≤ 2(γ1+

γ2)[Vu(xq)]
lL
2 . Debido a que 1

r1
∈ (1/2, 1), aplicando

P7 y el Lema 2, se obtiene que
∑n
i=1 Fi ln | cosh(q̃i)| ≤

r1
r1+1

∑n
i=1 Fi|q̃i|

1+ 1
r1 ≤ r1

r1+1
n

l
2r1 λ̄{F}

(

0.5r1n
l
r1 λ̄{P}

)

lL
2

[Vu(xq)]
lL
2 .

Entonces, VG(t,xq) es decreciente debido a que

VG(t,xq) ≤ αu(r1) [Vu(xq)]
lL
2 + γ3 [Vu(xq)]

lH
2 , (A.5)

con αu(r1) , 2(γ1+γ2)+γ3+γ1d1
r1n

l
2r1 λ{F}

(r1+1)

(

0.5r1n
l
r1 λ̄{P}

)

lL
2

.

La derivada con respecto al tiempo de (A.2) es

V̇G(t,xq)
γ1 + γ2 + γ3

=

(

lH
2

[V (·)]
r1
2 +

lL
2
[V (·)]

l
2

)

V̇ (t,xq)

+ γ4d1
d

dt

(

φ⊤M(q) ˙̃q
)

− γ5d2
d

dt

(

˙̃q
⊤
M(q)ϑ

)

+ γ4d1φ
⊤F ˙̃q

donde γ4 = γ1/(γ1 + γ2 + γ3), γ5 = γ2/(γ1 + γ2 + γ3),

V̇ (t,xq) = −(⌈ϑ⌋
l∇
r1 )⊤DB−1A⌈ϑ⌋

1
r1 − ˙̃q

⊤
h̃(·)− ˙̃q

⊤
F ˙̃q.

d
dt

(

φ⊤M(q) ˙̃q
)

= φ̇⊤M(q) ˙̃q+φ⊤C⊤(q, q̇) ˙̃q+φ⊤ [−P×

⌈φs⌋
l∇
r1 −D⌈ϑ⌋

l∇
r1 − h̃(·)− F ˙̃q

]

, y

d
dt

(

˙̃q
⊤
M(q)ϑ

)

= ϑ⊤[−P⌈φs⌋
l∇
r1 −D⌈ϑ⌋

l∇
r1 −h̃(·)−F ˙̃q]+

˙̃q
⊤
C⊤(q, q̇)ϑ+ ˙̃q

⊤
M(q)(−A⌈ϑ⌋

1
r1 +B˙̃q),

donde se usó la propiedad P2 y φ̇ = d
dtφ = Sech2(q̃) ˙̃q.

Usando las Propiedades P1, P3, las propiedades T1, T2
y el Lema 2, se obtienen las siguientes cotas:

λ{DB−1A}‖ϑ‖3−r1 ≤ (⌈ϑ⌋
l∇
r1 )⊤DB−1A⌈ϑ⌋

1
r1 ;

‖ ˙̃q⊤
h̃(·)‖ ≤ Lh1‖ ˙̃q‖2; ˙̃q

⊤
Sech2(q̃)M(q) ˙̃q ≤ m2‖ ˙̃q‖2;

φ⊤C⊤(q, q̇) ˙̃q ≤ Lc‖φs‖‖ ˙̃q‖2 + vdLc‖φs‖‖ ˙̃q‖;
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λ{P}kt‖φs‖
2
r1 ≤ φ⊤P⌈φs⌋

l∇
r1 ;

φ⊤D⌈ϑ⌋
l∇
r1 ≤ ̟D1‖φs‖‖ϑ‖

l∇
r1 ; ‖φ⊤h̃(·)‖ ≤ kh1‖ ˙̃q‖‖φs‖;

˙̃q
⊤
M(q)A⌈ϑ⌋

1
r1 ≤ ̟A‖ ˙̃q‖‖ϑ‖

1
r1 ; λ{MB}‖ ˙̃q‖2 ≤ ˙̃q

⊤×
M(q)B˙̃q; ϑ⊤P⌈φs⌋

l∇
r1 ≤ ̟P ‖ϑ‖‖φs‖

l∇
r1 ; ϑ⊤D⌈ϑ⌋

l∇
r1

≤ ̟D2‖ϑ‖
2
r1 ; ϑ⊤C⊤(q, ˙̃q + q̇d) ˙̃q ≤ Lc‖ϑ‖‖ ˙̃q‖2 +

vdLc‖ ˙̃q‖‖ϑ‖; ϑ⊤F ˙̃q ≤ λ{F}‖ ˙̃q‖‖ϑ‖; y ‖ϑ⊤h̃(·)‖ ≤
Lh1‖ ˙̃q‖‖ϑ‖; donde̟D1 := 2

l
r1 λ̄{D},̟A := 2

l
2r1 λ̄{A}m2,

̟P := 2
l
r1 λ̄{P} y ̟D2 := 2

l
2r1 λ̄{D}.

Definiendo Lv := vdLc + kh1, LF := λ{F} + Lv y
usando las cotas anteriores, se obtiene que los términos
d
dt

(

φ⊤M(q) ˙̃q
)

− φ⊤F ˙̃q ≤ m2‖ ˙̃q‖2 + Lc‖φs‖‖ ˙̃q‖2 +

Lv‖φs‖‖ ˙̃q‖−λ̄{P}‖φs‖
21
r1 +̟D1‖φs‖‖ϑ‖

l∇
r1 , y el término

d
dt

(

˙̃q
⊤
M(q)ϑ

)

≤ −m1λ{B}‖ ˙̃q‖2 + ̟A‖ ˙̃q‖‖ϑ‖
1
r1 +

λ̄{P}‖ϑ‖‖q̃‖
l∇
r1 +̟D2‖ϑ‖

2
r1 + Lc‖ϑ‖‖ ˙̃q‖2 + LF ‖ ˙̃q‖‖ϑ‖.

Del Lema 2, tenemos que 3
r1−3

2

(

a1‖ ˙̃q‖l + a2‖φs‖
l
r1 +

a3‖ϑ‖
l
r1

)

≤ [V (·)]
l
2 y 3−

l∇
2

(

b1‖ ˙̃q‖r1+ b2‖φs‖+ b3‖ϑ‖) ≤

[V (·)]
r1
2 , con constantes a1 ,

(

m1

2

)
l
2 , b1 ,

(

m1

2

)

r1
2 , a2 ,

(

r1λ{P}
2

)
l
2

, b2 ,

(

r1λ{P}
2

)

r1
2

, a3 ,

(

r1λ{DB−1}
2

)
l
2

, b3 ,

(

r1λ{DB−1}
2

)

r1
2

. Usando estas cotas, se obtiene que

− lL
2 [V (·)]

l
2 V̇ (·) ≤ −A3‖ϑ‖

2
r1 − A4‖ ˙̃q‖lL , aśı como

− lH
2 [V (·)]

r1
2 V̇ (·) ≤ −B3‖ϑ‖

3
r1 −B4‖ ˙̃q‖r1+2−B5‖φs‖‖ ˙̃q‖2−

B6‖ϑ‖‖ ˙̃q‖2, donde los coeficientes están dados por

A3 , 3
r1−3

2
lL
2 λ{DB−1A}a3,B3 , 3−

l∇
2
lH
21λ{DB−1A}b3,

A4 , 3
r1−3

2 ∆F lL
2 a1, B4 , 3−

l∇
2 ∆F lH

2 b1, B5 ,

3−
l∇
2 ∆F lH

2 b2, B6 , 3−
l∇
2 ∆F lH

2 b3 y ∆F := λ{F} − kh1.

Tomando en cuenta todas las cotas anteriores y agrupan-
do términos, obtenemos

V̇G
γ1 + γ2 + γ3

≤ −v1 − v2 − v3 − C3‖ϑ‖
2
r1 − C5‖φs‖‖ ˙̃q‖2

−C6‖ϑ‖‖ ˙̃q‖2

donde

v1 =
1

2
γ4d1λ{P}‖φs‖

2
r1 + (γ5d2m1λ{B} − γ4d1m2)‖ ˙̃q‖2

− γ4d1̟D1‖φs‖‖ϑ‖
l∇
r1 − γ5d2̟A‖ ˙̃q‖‖ϑ‖

1
r1 +

A3

3
‖ϑ‖

2
r1

− γ5d2̟P ‖ϑ‖‖φs‖
l∇
r1

v2 =
A4

2
‖ ˙̃q‖

lL
1 +

1

2
γ4d1λ{P}‖φs‖

2
r1 − γ4d1Ld‖φs‖‖ ˙̃q‖

v3 =
A4

2
‖ ˙̃q‖

lL
1 + β1‖ϑ‖

lL
r1 − γ5d2LF ‖ ˙̃q‖‖ϑ‖

con C3 = A3

3 − γ5d2̟D2, C5 = B5 − γ4d1Lc, y C6 =
B6 − γ5d2Lc. Por el Lema 4, la constante cumple β1 ≤
β1(

1
3A3, B3,

2
r1
, lLr1 ,

3
r1
).

La función V̇G(t, x̄q) es definida negativa si v1, v2 y v3 se
hacen definidas positivas, y C3 > 0, C5 > 0 y C6 > 0
satisfacen las condiciones dadas por

B5

d1Lcd2̟D2
> γ4, mı́n

{

A3

3d2̟D2
,
B6

d2Lc

}

> γ5. (A.6)

Ahora, se determinan las condiciones sobre γ4 y γ5
para asegurar que v1, v2 y v3 sean definidas positi-

vas. Se comienza con v2. Defina x , ‖φs‖
2
r1 , w ,

‖φs‖
lL
r1 , z , ‖ ˙̃q‖lL y µ1 = 1/(r1 + 1). Aplicando la

desigualdad de Young y la propiedad T1 al término

(‖φs‖
lL
r1 )µ1(‖ ˙̃q‖

lL
1 )1−µ1 , se obtiene que v2 ≻ 0 si Axx +

Bzz ≻ 0, donde Ax = 1
2γ4d1λ{P} − µ1c

− 1
µ1

1 n
l

2r1 γ4d1Ld

y Bz =
1
2A4 − (1− µ1)c

1
1−µ1

1 γ4d1Ld. Entonces, v2 ≻ 0, si

Ax > 0 y Bz > 0, lo cual implica c
1
µ1

1 > 2µ1n
l

2r1 d1Ld
d1λ{P} y

A4

2(1−µ1)γ4d1Ld
> c

1
1−µ1

1 , respectivamente. Por la propiedad

de transitividad en desigualdades, siempre existe c1 tal
que Ax > 0 y Bz > 0 si γ4 se elige tal que

A4

2(1− µ1)d1Ld

(

2µ1n
l

2r1 d1Ld
d1λ{P}

)−
µ1

1−µ1

> γ4. (A.7)

Ahora sigue v3. Defina σ , ‖ϑ‖
lL
r1 , z , ‖ ˙̃q‖

lL
1 y

µ1 = 1/(r1 + 1). Aplicando la desigualdad de Young al

término (‖ ˙̃q‖
lL
1 )µ1(‖ϑ‖

lL
r1 )1−µ1 se obtiene que v3 ≻ 0 si

Azz + Bσσ ≻ 0, donde Az = 1
2A4 − µ1c

− 1
µ1

2 γ5d2Ld, y

Bσ = β1− (1−µ1)c
1

1−µ1

2 γ5d2Ld. Entonces, v3 ≻ 0 implica

Az > 0 ⇒ c
1
µ1

2 > 2µ1γ5d2Ld
A4

y Bσ > 0 ⇒ β
(1−µ1)γ5d2Ld

>

c
1

1−µ1

2 . Por lo tanto, siempre existe c2 tal que Az > 0 y
Bσ > 0 si γ5 se elige tal que

(

β1
(1− µ1)d2Ld

)1−µ1
(

2µ1d2Ld
A4

)−µ1

> γ5. (A.8)

Ahora se analiza el término v1. Definiendo el cambio de

variables y , ‖ ˙̃q‖2, x , ‖φs‖
2
r1 , ψ , ‖ϑ‖

2
r1 , la función

v1 queda escrita como v1(x, x̄, y, ψ) := (γ5d2m1λ{B} −
γ4d1m2)y+

1
2γ4d1λ{P}x−γ4d1̟D1x

ν1ψ1−ν1−γ5d2̟Ay
ν2×

ψ1−ν2 − γ5d2̟Px
ν3ψ1−ν3 + A3

3 ψ, con ν1 = r1
2 , ν2 = 1

2 ,

ν3 = l∇
2 . Usando la desigualdad de Young, se obtiene

que xν1ψ1−ν1 ≤ ν1c
1
ν1

3 x + (1 − ν1)c
− 1

1−ν1

3 ψ; yν2ψ1−ν2 ≤
ν2c

1
ν4

4 y + (1 − ν2)c
− 1

1−ν2

4 ψ; y xν3ψ1−ν3 ≤ ν3c
1
ν3

5 x + (1 −
ν3)c

− 1
1−ν3

5 ψ.

Con estas desigualdades, se tiene que v1(x, x̄, y, ψ) ≻ 0 si
By1y + By2y + Ax1x + Ax2x + Cψ1ψ + Cψ2ψ + Cψ3ψ ≻
0, siendo Ax1 = 1

4γ4d1λ{P} − ν1c
1
ν1

3 γ4d1̟D1; Ax2 =

1
4γ4d1λ{P} − ν3c

1
ν3

5 γ5d2̟P ; By1 = 1
4γ5d2m1λ{B} −

γ4d1m2; By2 = 1
4γ5d2m1λ{B} − ν2c

1
ν2

4 γ4d1̟A; Cψ1 =

A3

9 − (1 − ν1)c
− 1

1−ν1

3 γ4d1̟D1; Cψ2 = A3

9 − (1 −
ν2)c

− 1
1−ν2

4 γ4d2̟A; y Cψ3 = A3

9 − (1− ν3)c
− 1

1−ν3

5 γ5d2̟P .

Entonces, es fácil ver que By1 > 0 se cumple si

d2m1λ{B}
4d1m2

>
γ4
γ5

=
γ1
γ2

(A.9)
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se satisface, mientras que siguiendo el procedimiento
anterior, los coeficientes Ax1 > 0 y Cψ1 > 0 si

A3

9(1− ν1)d1̟D1

(

λ{P}
4ν1̟D1

)

1−ν1
ν1

> γ4 (A.10)

se cumple. Los coeficientes By2 > 0 y Cψ2 > 0 si

A3

9(1− ν2)d2̟A

(

d2m1λ{B}
4ν2̟A

)

1−ν2
ν2

>

(

γ1
γ2

)

1−ν2
ν2

γ4

(A.11)
se cumple y los coeficientes Cψ3 > 0 y Ax2 > 0 si

1

4ν3

d1λ{P}
d2̟P

(

3(1− ν3)

1

d2̟P

A3

)−
1−ν3
ν3

>

(

γ2
γ1

)
1
ν3

γ
1−ν3
ν3

4

(A.12)

Por la tanto, eligiendo γ1 y γ2 tal que (A.9) se cumple, y γ3
suficientemente grande tal que (A.6),(A.7), (A.8), (A.10),
(A.11), (A.12) se satisfacen simultáneamente, se asegura

que V̇G es definida negativa. Y se concluye estabilidad
asintótica uniforme y global del origen del sistema (6).

Ahora, centramos el análisis en el conjunto Ω :=
{xq ∈ R

3n : w1 ≤ 1}, donde w1 := m2

2 ‖ ˙̃q‖2 +

r1n
l
r1

2 λ̄{P}‖φs‖
2
r1 + r1n

l
r1

2 λ{DB−1}‖ϑ‖
2
r1 . En este con-

junto (A.5) se puede acotar por arriba como VG(t,xq) ≤
[αu(r1) + γ3]w

lL
2 ≤ [αu(r1) + γ3]V

lL
2

us , donde Vus ,

r1n
l
r1 λ̄{P}
2 ‖φs‖

2
r1 + r1n

l
r1 λ̄{DB−1}

2 ‖ϑ‖
2
r1 +m2

2 ‖ ˙̃q‖2. Por lo
tanto, para toda xq ∈ Ω,

− [VG(t,xq)]
2
lL ≥ − [αu(r1) + γ3]

2
lL Vus (A.13)

Como v1 ≻ 0, la derivada con respecto al tiempo de
VG satisface V̇G(·) ≤ −(γ1 + γ2 + γ3)v1(q̃, ˙̃q,ϑ) ≤
−αl(γ1 + γ2 + γ3)Vus(xq), donde la constante αl =

mı́n
{

Ax1
1
2
m2
,

By1
r1
2
n
l
r1 λ̄{P}

,
Cψ1

r1
2
n
l
r1 λ̄{DB−1}

}

. Tomando en cuen-

ta la desigualdad (A.13) se llega a que

V̇G(t,xq) ≤ −αl(γ1 + γ2 + γ3)

[αu(r1) + γ3)]
2
lL

V
2
lL

G (t,xq), (A.14)

La estabilidad local uniforme en TF se concluye a partir
de argumentos estándar de Lyapunov (Moulay y Perru-
quetti, 2008), debido a que 2 > r1 > 1 implica 2

1+r1
< 1.
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