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Resumen:

In this paper we propose an output-feedback scheme for the trajectory-tracking in

finite-time of robot manipulators. The proposed continuous dynamic controller ensures global
uniform finite-time stabilization of the tracking error if the reference to follow varies slowly
over time. The stability conclusions are established designing novel strict Lyapunov functions.
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1. INTRODUCCION

El control de movimiento o de seguimiento de trayectorias
es uno de los objetivos fundamentales en las aplicaciones
de robots. El controlador debe disenarse de manera que
el robot manipulador siga cierta trayectoria deseada,
cuando el robot no interactia con el entorno (Kelly
et al., 2005). Bdsicamente, el problema de seguimiento
se ha resuelto utilizando dos perspectivas de control
diferentes: los esquemas adaptables (Slotine y Li, 2001;
Spong y Ortega, 1990) y los no adaptables (Kawamura
et al., 1988; Paden y Panja, 1988; Wen, 1990; Kelly y
Salgado, 1994). En ambos casos, se incluye un término
proporcional-derivativo (PD) en el controlador, junto con
una compensacién dindmica (adaptable) o una parte
dindmica de adelanto. Otros esquemas de control que
requieren de la disponibilidad del conjunto completo de
pardmetros y de estados son considerados en (Santibanez
y Kelly, 2001; Aguinaga Ruiz et al., 2009).

Recientemente el problema de seguimiento de trayectorias
en Tiempo Finito (TF) ha recibido un interés considera-
ble. Para el control de robots las propiedades de conver-
gencia en TF dan lugar a respuestas transitorias réapidas
y de alta precisién, mientras que los errores de segui-
miento se hacen cero en un tiempo finito(Venkataraman
y Gulati, 1993). El conocido control por modos deslizan-
tes terminales (MDT) se ha aplicado ampliamente para
seguimiento en TF para robots manipuladores de eslabo-
nes rigidos cuando hay incertidumbres (Tang, 1998; Feng
et al., 2002). Estos controladores inducen vibraciones no
deseadas en la implementacién practica, ya que la ley de
control se formula con funciones discontinuas tipo signo.
Con el fin de reducir el posible castarieo (chattering) del
esquema de MDT, se han adoptado otras perspectivas.

* Este trabajo ha sido financiado por CONACyT proyecto CB-
282807 YURARIESREIPT20¢P10719.

Por ejemplo, Yu et al. (2005) propuso un control con-
tinuo por MDT para tareas de seguimiento en robots
manipuladores. Como alternativa, Zamora-Gomez et al.
(2020) formulé un control continuo con pares acotados
para seguimiento en TF. Sin embargo, todas las propues-
tas anteriores requieren de las mediciones de posicion y
velocidad.

Muchos de los dispositivos disponibles comercialmente no
estan equipados con sensores de velocidad y, aquellos que
disponen de tales sensores, a menudo son propensos al rui-
do. Esto exige un proceso adicional de filtrado de la veloci-
dad (Lorfa, 2016). Los trabajos de (Feng y Postlethwaite,
1993; Santibéfiez y Kelly, 1997; Cruz-Zavala et al., 2017) y
de (Romero et al., 2015; Loria, 2016) resuelven de manera
asintotica los problemas de seguimiento y regulacion de
trayectorias sin utilizar mediciones de velocidad. Estos
resultados emplean observadores de velocidad o filtros de
velocidad. La mayoria de los observadores de velocidad
requieren un conocimiento completo de la dindmica del
sistema. En (Hong et al., 2002) se propone un observador
de velocidad que asegura estabilidad semi-global en TF.
En (Zamora-Gémez et al., 2017) se propone un control
continuo global de TF por retroalimentacion de salida que
no emplea un observador para resolver las tareas de re-
gulacién. Sin embargo, la ideas de (Zamora-Gémez et al.,
2017) no han sido extendidas al problema de seguimiento
en TF sin mediciones de velocidad.

La principal contribucion de este trabajo es el diseno de un
esquema de seguimiento de trayectorias por retroalimen-
tacién de salida para robots manipuladores, garantizando
la estabilidad global uniforme y en TF. Esto se demuestra
mediante una funcién de Lyapunov (FL) estricta.
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2. PREAMBULO

Notacion. N es el conjunto de ntimeros naturales y n :=
{1,2,...,n}. R es el conjunto de ntmeros reales, R>o :=
{r e R:z >0}, Ryg := {x € R: z > 0}. Denotamos
por A > 0 a la matriz A que es definida positiva, asf
como AM{A} y AM{A} definen el valor propio més pequeno
y mas grande de la matriz simétrica A > 0, cuya norma

inducida es ||A| := /A{ATA}. La norma Euclidiana del

vector x € R™ se define por ||x|| := vxTx. Denotamos
con 0 el origen de R", e I es la matriz identidad de n x n.
Bs £ {x € R" : ||x|| < 6} es la bola abierta de radio § > 0
centrada en el origen 0. Una funcién f : Ryg — R™

es de clase C*, para k € N, si sus derivadas f',f,...,f(k)
existen y son continuas. Si V : R™ — R es C!, entonces
ViV (x) = [0,V (X),...,0.,V(x)]T, con 8., = 0/0z;
para cada ¢ € i, y V > 0 significa que esta funcién es
definida positiva (d.p.). Finalmente, para cualquier z € R
y cualquier m € Rxg, el simbolo [z] sign (z)
representa la potencia signada m de z. Para un vector
z € R™, [-]™ se aplica elemento a elemento, es decir,
[z]™ = [[z1]™, ..., [2,]™]". Asi mismo, las funciones
de saturacién y tangente hiperbdlica vectoriales estan
dadas por sat (z) := [sat (z1),...,sat (zn)]T y tanh(z) =
[tanh(z1), ..., tanh(z,)] .

2.1 FEstabilidad Uniforme en Tiempo Finito

Considere el sistema dindmico descrito por
X = f(t,X)7 te RZO’ X(to) =Xq. (1)

x € R™ define el vector de estados y f : R>o x R™ — R™
es un campo vectorial continuo, local y uniformemente
acotado en el tiempo. Suponga que x = 0 es un punto de
equilibrio, es decir, f(¢,0) = 0 para todo t > 0.
Definicion 1. (Moulay y Perruquetti, 2008). El punto
de equilibrio x =0 es Uniformemente Estable en TF
(UETF) si: (i) es Uniforme y Asintéticamente Estable
(UAE); (ii) existe una funcién acotada localmente T :
R>o x R™ — Rxg (funcién de tiempo de asentamiento)
tal que para toda x¢ € B;s\ {0} la solucién x(¢; g, %) = 0
para toda t > to + T(t,x0); y (iii) existe una funcién
continua p.d. o : R>g = R>¢ tal que T'(¢,x0) < a(||xol])-
Adicionalmente, si xo € R™ \ {0}, x = 0 es globalmente
UETF. A

La estabilidad asintdtica global y uniforme puede probar-
se mediante el método directo de Lyapunov.

Proposicién 1. Considere el sistema (1). Suponga que
existe un funcién continua C' W : R>q x Bs + Rx tal
que para todo t > 0 y toda x € Bs: (i) W(t,x) es d.p.
y decreciente, es decir, existen dos funciones continuas
definidas positivas w;(x) y wa(x) tal que 0 < wy(x) <
W(t,x) < wa(x); y (ii) existe una funcién continua d.p.
w3 (x) tal que W(t,x) + VIW(t,x) - f(t,x) < —w3(x).
Entonces, el origen x = 0 del sistema (1) es UAE.
Ademsds, si wi(x) es radialemente no acotada, el origen
es globalmente UAE (GUAE). A

Una consecuencia de la Definicién 1 es que el origen de

es JYBEIMERRECBIRYP si es GUAE y UETF (Moulay
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y Perruquetti, 2008). Ademads, segin (Moulay y Perru-
quetti, 2008), la estabilidad uniforme en TF se puede
caracterizar utilizando una FL estricta. Anédlogamente,
existen caracterizaciones de estabilidad de TF para siste-
mas invariantes en el tiempo, ver (Hong et al., 2002).

Lema 1. Seax = 0 un punto de equilibrio de (1). Si existe
1 € Rsg,p € (0,1) y una funcién de Lyapunov W(t, x) de
clase C!, decreciente y d.p. tal que W(t,x) < —pWP(t, x),
entonces x = 0 es UETF.

2.2 Modelo del robot manipulador y objetivo de control

Considere un robot manipulador serial de eslabones rigi-
dos de n articulaciones de revolucién descrito por

M(q)4 + C(q,q)q +g(q) + Fq =7, (2)

dénde q,4,q € R™ son los vectores de posicion, de
velocidad y de aceleracién; M(q) € R™*™ es la matriz de
inercia; C(q, q) € R™*" representa los efectos de Coriolis
y centrifugos (esta matriz estd definida con los simbolos
de Christoffel de primera clase); g(q) € R" es el vector
de pares gravitacionales; 7 € R™ es el par de control y
Fq es la fricién viscosa en las articulaciones del robot.
Propiedades fundamentales de (2) son (Kelly et al., 2005):

P1: La matriz de inercia M(q) estd acotada por arriba y
por abajo, es decir, 0 < m1I < M(q) < mol < oo, para
toda q € R" y algunas constantes my, ms € Ryy.

P2: Las matrices de Coriolis y de inercia estan relaciona-

das por M(q) = C(q,q) + CT(q,q). Entonces, M(q) —
2C(q,q) es un matrlz anti-simétrica.

P3: Los torques debidos a Coriolis satisfacen ||C(q, x)y|| <
L.|Ix||lly]l, para alguna constante L. € R+ y para toda
X,y € R"”

P4: El vector g(q) es globalmente Lipschitz y acotado
para todo q € R™, es decir, existen constantes conocidas
Ly, g € Ry tales que ||g(x ) gl < Lgllx —y||, para
toda x,y € R", vy ||g(q)|| < 7, para toda q € R™. De
forma equivalente, para toda q cada elemento de g(q)

satisface sup{|gz( )|} < 9;, para algunas constantes
qER
g; € Ryp, 2 €. <

La trayectoria deseada qg y la matriz F satisfacen lo
siguiente:

Suposicion 1. qq(t) € C? y existen constantes vg,aq > 0,
tales que [4a(t)]| < va v [da(t)] < ag, ¥t € Rsg. C
Suposicion 2. La matriz F es simétrica d.p., es decir,
MF}x|| < xTFx < MF}||x||, para toda x € R*. O

El problema de control de Seguimiento en Tiempo Finito
por Retroalimentacion de Salida (S-TF-RS) es el siguien-
te: Suponga que se cumple la Suposicién 1, disenar para
el sistema (2) una ley de control 7, tal que para cualquier
condicién inicial y, sin usar mediciones de velocidad, la
posicién del robot q(t) siga la trayectoria deseada dada
q4(t) con error cero después de un TF, es decir, el error de
posicién § £ q—qq(t) y el error de velocidad q2aq-qu (t)
satisfacen

2 thops/ﬁb%AM& Todg;%s Deﬁgc,@c)s Re&rvad&(ﬂﬂw(h”}:aem&@n'
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3. RESULTADO PRINCIPAL

Considere el siguiente controlador
T=TeoETER NG
Trr = M(q)da + C(q, 4a)da + g(a) + Fda,
con una compensaciéon por adelanto Tpr y un término
tipo PD no-lineal

NN il § 2-r
Tpp = —P[sat(q)] = —D[J] 1 (4)
donde ¥ es la salida del siguiente filtro de primer orden
x=—A[9]7, 9=x+Bqg. (5)

Las matrices definidas positivas P, D, A, B son las
ganancias a disenar. La ecuacién dindmica de lazo cerrado
se obtiene reemplazando la accién de control (3) en el
modelo dindmico del robot manipulador (2). Usando el

vector de estados x, := [@",q ,97] € R el sistema
queda
a |4 o o
< a| = [M (@) (7pp — Cla, @) - B() - F4)
—AT9)Y" 4 B
(6)
h(:) = [C(q,d) — C(ad, 4a)]4a ,

donde ||h(-)|| < ka1 |G| para toda §, con kny > Levg.

Teorema 1. Para el sistema (2) considere que las Suposi-
ciones 1 y 2 se cumplen y que A{F} > kp;. Elija r; tal
que 2 > r; > 1. Entonces la ley de control (3)-(5) logra
que el punto de equilibrio x,; = 0 sea globalmente UETF
para cualesquiera matrices de ganancia definidas positivas
y diagonales P, D, A, B. O

Este resultado establece que la convergencia uniforme y
global de las soluciones del sistema de lazo cerrado q(t)
hacia el vector de trayectorias deseado qq(t) estd garan-
tizada en tiempo finito. Esto se satisface para referencias
deseadas que sean suficientemente lentas, de tal forma que
se cumpla MF} > kpyp > Levg.

4. EJEMPLO ACADEMICO

Se proporciona una simulacién para un manipulador de
dos grados de libertad con articulaciones de revolucién
con matrices de inercia, fricciéon y Coriolis dadas por

M(q) = [61+262c2 *}7 P [0_3 *]

03 + 0202 03 0 0.3
. —0982G2 —0282(¢1 + g2)
C = . .
(qa q) 6282(]1 0
Las componentes del vector de gravedad son ¢1(q) =
i953c12 + {£(01 — d3)er ¥y gola) = i9530127 donde
01 = l%mg + l%(ml + mg), bo = liloms y I3 := l%mz

Los sfmbolos co, sy y c12 denotan cos(gz), sin(ge) y
cos(q1 + ¢2), respectivamente. Mientras, [; y m; son las
respectivas longitudes y masas de cada eslabén i € {1, 2}.
Ademsds, considere que los parametros nominales son
my = 3.2kg, mo = 1.6kg, I = 0.24m y [ = 0.16m.La
trayectoria deseada de posicion y las condiciones iniciales
son qq = [—2 + 0.2sin(0.5t),3 + 0.5cos(0.8)] " y q(0) =
4(0) = [0,0]7. Para la simulacién se utiliza un tiempo
de mud¥pPReoEseecEl@92O0s] v el método de integracion
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de Euler con paso fijo. Del modelo nominal se tiene
que L. = 0.246kgm? (ver Kelly et al. (2005) para el
cdlculo de L.) y vg = 0.42ms~!. Por simplicidad, se
considera que A{P} = MP} = 3, A{(D} = AM{D} =1,
MA} = MA} = 2y AMB} = MB} = 1. Se simula el
controlador (4) con: C1: r; = 1.01; y C2: ry = 1.5.

(@ ib)

2
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Error e,
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Error e,
Error e,

1] L 10 15 20 ) ] ) 10 15 20
Tiempo [s] [F= ot —c2] Tiempo [s]

Figura 1. Resultados de Simulacién. Las graficas (a)-
(b) muestran los errores en el caso nominal . Las
graficas (c¢)-(d) muestran los errores en el caso con
incertidumbre.

La figura 1.(a)-(b) muestra los errores entre las trayec-
torias de posicién real y deseada de los eslabones, supo-
niendo que los parametros del robot son los parametros
nominales. Mientras que la Figura 1. (c¢)-(d) muestra los
errores entre las trayectorias de posicién real y deseada en
los eslabones cuando los parametros reales del robot son
my = 4kg, mo = 2kg, [; = 0.3m y ls = 0.2m. Es decir,
hay un 20 % de incertidumbre con respecto al modelo no-
minal. En el primer caso, ambos controladores presentan
desempenos similares. En el segundo caso, el controlador
C1 proporciona un error de estado estable mas grande,
que no es aceptable en tareas de seguimiento de control de
alta precision. En el caso incierto, el esquema propuesto
C2 proporciona un menor error de estado estable que C1.

5. CONCLUSIONES

Este articulo propone un primer intento en la solucién
del problema de seguimiento en tiempo finito en robots
manipuladores sin utilizar mediciones de velocidad. En
contraste con algunos resultados reportados, se emplea
un filtro en lugar de un observador. Todas las pruebas
de estabilidad se llevan a cabo utilizado una funcién de
Lyapunov estricta. Esto permitird hacer un anélisis de
robustez que se reportard en otro lugar.

Apéndice A. PRUEBA DEL TEOREMA 1

Considere el vector z € R™, entonces
T1: ||tanh(z)]| < /n y |tanh(z)|| < ||z||. Ademds,
| tanh(z)|| < n"="|| tanh(2)[* < n 2" [l2]*, Yo € [0,1].

T2: 0, tanh(z) = diag{sech?(z)}L, := Sech®(z) € R**»
)’; || Sec}(f‘be%rjng@AMpA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



P5: Para todo z € R y cualquier p € Ry, [sat(z)|P =

sat([z]P) y [y sat([z]P)dz = s(z,p), donde
! |z[PFif |2] < 1,
s(z,p):={ PT1 q (A1)

B pl if 2] > 1.

|kesat(z) [Pt
p+1 -

< s(z,p+ 1), siendo k; = tanh(1).

| tanh(z)|P*+!
p+1

P6: Para todo z € R,

|sat(z)|PT1
p+1

P7: Para todo z € R y cualquier p € [0,1], In| cosh(z)| <
=[P4/ (1 + p). <
Los siguientes lemas son clave en nuestro analisis.

Lema 2. (Bernstein, 2009) Para cualquier z € R"
las siguientes desigualdades se cumplen: (i) |z|/**

Ziet (12)° < n'=lal*, Yo € 0,1]; y (i) [l
14ta

Zz 1 (‘Zl| ) : <n 2 ||z||1+0t7VO‘E [07 1}'
Lema 3. Para cada z,y € Rya,byc,dr,r2 € Ryg, la
(z,y) —
a|y|2+b\x|ﬁ es no-negativa siy sélosi d? < 4 7t {b“r—fl}
+

(z,y). A
Lema 4. Para toda © € R>¢ y a,b,¢, 01,582,035 € Rxo

tal que ¢ h—> b > a y /81 S 31(6276?”0@[)70) =
(o) ™ g, so cumple que fia® < foat +

Baxc. A

A

> INIAL

+
funcién vy (z,y) = Uo delz||yl|, con wvo(x,y)

Ademas, vi(z,y) < 21)0

Definimos las constantes [ £ r — 1, Iy £ 2 — 7,
lp =r1+1ylg £ r +2. Recuerde que P = diag{P;}_4,
D = diag{D;} ,, B =diag{B;}",, y A = diag{A;}} ;.
Defina ¢ = sat(q), ¢ := tanh(q) y S(P,q,p1) =
i1 Pis(Gi,p1), donde cada s(q;,p1) queda establecida
por (A1), y pr = % =L

Considere una func10n candidata de Lyapunov dada por

Va(t, xq) = (m + 72 + Y3) [V (E:xg)] 2 + 3 [V(E x¢)] 2
+v1dy Z F;In | cosh(g;)|
i=1
i _ .
s (Ve 4 6T @ M@ )
L 2T
+y2 | [V(t,x4)] 2 —d2q M(q)¥ |,
(A.2)
donde
1. - r _ v
V(tx,) = 58 M(@)a-+5(P,dp1)+ 20 DB[9] 7%
y las constantes dy y ds se seleccionan tal que
I1miry+1 ry+1
L MP A.
I1miry +1 ry+1
< — DB ! A4
dz—ngl[A{ }1} (A

Como M(q) = 0, P = 0 y DB~ = 0, aplicando P1,
se obtlé\ﬁ{a‘“ﬁ%EW&aj Q20 (¢, x,) < Viu(x,), con Vi(x,) 2

) V(tx,)) £
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)+ ”/\{P}I\tﬁsH”+”A{DB 9Ty Valxg) 2
2 al + “”'1 MPYHa|™ + “"” MDB 1} 9]

Por lo tanto, V(t,x,) = 0 y > ., F;In|cosh(g)| >
0. Por otro lado, los primeros tres términos del la-
do derecho de (A.2) son definidos positivos, y es sufi-
ciente mostrar que el cuarto y quinto término son no-
negativos para asegurar que Vg(t x4) = 0. Observe que

¢ M(q)q > m2||¢s||||Q|| v & M(@) > m2||01||||19H
Entonces, [Vl(xq)]i — dima@slllall > 0y [Vi(xg)] # o

dams ||||[|9]| > 0 tienen que cumplirse. De acuerdo con el
Lema 3 las desigualdades anteriores se cumplen si d; y ds
se eligen como en (A.3) y (A.4), respectivamente. Enton-
ces, se concluye que Vg > 0 para toda 71, 72,73 € Ry,
para toda t > 0 y para toda r; € Ryg tal que 2 >r; > 1.

L
Observe que, 3 [V (1, Xq)]TL < Va(t,xq), y como Vi(x4)
es radialmente no-acotada, Vg (t,x4) es radialmente no-
acotada también.

De lo anterior y del Lema 3, se llega a que (v +
2 2T

I * +7d1¢"M(q)a—2d2a M(q)? < 2(n+

¥2)[Vu(x4)] % . Debido a que % € (1/2,1), aplicando

P7 y el Lema 2, se obtiene que 21 1 Filn|cosh(q;)| <

W7 A(F L
r1+12 FzIQz‘ ALY 2

n < rﬁ-l , L [Vu(xq)]
0.5rn "t A{P}

Entonces, Vg (t,%x4) es decreciente debido a que

Vet xq) < o) [V ()] F 475 [Valx)] &

A
rin?"1 MF}

con o (1) £ 2(y1+72) +y3+711da :
(r1+1) (O.5r1nﬁ X{P})

La derivada con respecto al tiempo de (A.2) es
Vet xq) (zH ) :

o (2 Vi(t,x

M+ s 2 (t:x0)
+ i (¢"M(a)d)

2T Tt

’Y5dzdt (q M(Q)ﬁ) +71di1¢ Fq
=m/(n+r2+7), 15 =72/(71 + 72+ 73),

) v _ 1 2T~ S
V(t.xg) = —([9])' DB 'A[9|" —q h()-q Fa.
& (¢™™M(@)d) = ¢"M(@)i+¢'CT (0, )4+ [P

A4 v -

[¢s]7r = D[] ™ —h() -
4 /=T - iy v - .
4 (&' M(a)9) =07 [-P[6,| T —D[9] T —h()-F+
2T . 2T L 2
a C'(q,q)9 +q M(q)(-A[J]7T +Bq), _
donde se usé la propiedad P2y ¢ = %qb = Sech?(q)4.

Usando las Propiedades P1, P3, las propiedades T1, T2
y el Lema 2, se obtienen las siguientes cotas:

W~

VT + % V()
donde 4
Fé} y

MDB 1A} |97 < ([9)%) DB A9

2T~ B T - B 3
la h()| < Lunillall®; @ Sech?(@M(a)q < mal|dl*;

é’T c’ Eﬁ?’@?a@ éNECAH Eﬁ)sdﬂﬂ aﬂ D‘ij?%*gisﬁ%r;/miﬁi [poww-amea.mx



2 L
MPYkill ]| < ¢ P[e,] 7 ;
T e =
STD[D]™ < wpu b ll|9] ™

2T
a M(q)A
M(q)Bg;

3 =T

[9]71 < WAIIQIIIWII”; A{MB}HqII2 =q x

v pAvA
?TPWSJ < wp|dll@s] " 9" D[d)] ™
, 9TCT(q,q + aa)d@ < Le[19])al* +
vale|ldlll9l; - 9TFa < MF}Ha[lI9]: v [97h()] <
Lpi|lall[|9|]; donde wpy := 271 M{D}, wa := 2777 A{A}me,
wp = 2#5\{P} y Wpo = Qij\{D}.
Definiendo L, := UqLc + kp1, Lr = MF} + L, v
usando las cotas anteriores, se obtiene que los términos

4 (6™™M(@E) - ¢TFG < malldl? + LelgllE? +

P 21 v P

Lol $oll ]~ AP} bsl| 5+ 55 [[9]7, y el término
2 2 2 1

S (@ M@v) < —mABYEP + @allélo)T +

- iz 2 2 2

MPHBa™ + @wpall9lI™r + Leldllal* + Lrllall 9]

Del Lema 2, tenemos que 3~z (alHaHlJraQHQS ||#+
L L l

0|97 ) < V()Fy3F (b1||q||“+ bl || + b3 19]) <
. . .

\401k 2 » con constantes a; = (%)%, b = (Z) 7 O

n - L
CONNCONMICE Ve
(rlA{DB 1})

. Usando estas cotas,

(1>

se obtiene que
1

L 2 3 ,
—LWVOPIEV(E) < —A3|9)TT — Ag@)'r, asi como
H

.
g V()T V() < ~Balo
Bg|19]|||al|?, donde los coeficientes estén dados por

Az 237 lL)\{DB 1A}ay, B3 £ 372 HA{DB 1A }b,,
A, = B, = ’TAF%HQD B; £
3—%VAF17H@2, Bs 23~ FAFYb, v AF := MF} — kn1.

Tomando en cuenta todas las cotas anteriores y agrupan-
do términos, obtenemos

].)G 2 202
— < —v; — vy — vy — Cs||9]| " — C5l|s
T S 70t = Gl -Gl

—Cs|9|l[lall
donde
v = *74d1/\{P}||¢>s Tt (1sdami AM{B) — Mdlmz)qul2
- 74d1WD1||¢s||H19|| W — ysdazoa |Gl 9) T 1 ||'9||”
v
- v5d2WPII19I|II1¢>s|| n
42 2 :
vy = }nqn F ot 5 MPY@all ™ — vad: Lal s 14
4,2 A B
vy = 5 llall™ + A9l —ysdaLrlal| 9]

con C5 = 4% — y5dywpy, C5 = Bs — yadiLe, y Cg =
Bs — y5da L. Por e} Lema 4, la constante cumple 5, <
ﬁl( A3a B37 T Ev %)

La funcién Vg (t, Z4) es definida negativa si vq, v2 ¥ v3 se
hacen definidas positivas, y C5 > 0, C5 > 0y Cg > 0
satisfac¥AMEL ESRERALRAZ0 dadas por

[ R()| < knllalll| s

3 2 2
T —Balq" 2 Bs ¢l al*—
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Bs
dyLcdawwpa

Bg

As }>75. (A.6)

> V4, 4 —,
s mm{3d2wD2 do L.

Ahora, se determinan las condiciones sobre 4 y 5
para asegurar que vj, Uz y vs sean definidas positi-

vas. Se comienza con vs. llps|| 7, £
l .

H(ﬁs”%, z 2 |a||'* y pn = 1/(r1 + 1). Aplicando la

desigualdad de Young y la propiedad T1 al término
A 2ol

(sl ) (lall™ -

L
B.z = 0, donde A, = %74d13{P} — picy " Tl yudi Ly
1

Defina z 2

)1=H1 se obtiene que vy = 0 si A2 +

y B, = 1A4 — (1= pa)ey " yadi L. Entonces, vy = 0, si

1
2pu1n 271 dy Lg
arxpr Y

l‘l

Ay > 0y B, > 0, lo cual implica ¢;* >

1

Ay —p1
3(—p1)vadiLa > ¢

de transitividad en desigualdades, siempre existe c; tal

que A, > 0y B, > 0 si 74 se elige tal que

50
L =y
A 2un2di L "
4 Hin 144 > . (A.7)
2(1 — /L1>d1Ld dlé{P}

, respectivamente. Por la propiedad

! .
Ahora sigue v;. Defina o = ||19H%, HélHi
w1 = 1/(m —|— 1) Aphcando la desigualdad de Young al

término ([[§|F)= (9] % )1
A,z + Byo = 0, donde A,

51—(1 f11)¢y > " 5daLa.
A, >O:>C“1 >My3 >0=

se obtiene que vs >~ 0 si
_L
= 144 — ey " ysdaLly, y

Entonces, vs > 0 implica

B
) (1-p1)vsd2La >
T

¢, . Por lo tanto, siempre existe co tal que A, > 0y
B, > 0 si 75 se elige tal que

B1 Y o da Ly M - (A.8)
(1 — /J,l)dQLd A4 5

Ahora se analiza el término v;. Definiendo el cambio de

variables y £ [|§]|2, = £ ||¢>5||%, = H19||%7 la funcién
v1 queda escrita como vy (x,Z,y,1) = (75d2m1)\{B} —
Yadima)y+3yadi M{P Yo — ’Y4d1wD1$V11/1 *’stzwAszX

¢1 Y2 — 75d2wP33"3¢1 Vs 4 Asqh, con vy = T
. Usando la des1gualdad de Young, se obtiene

B, =
vy =
que x”lz/zl Vi< 1/103 x+ (1—v1)eg F '1¢, ”2¢1 vz <
vacity + (1 —wa)e, 2 ”21/1 y apt™v < pgelPa 4 (1 —
1/3)05 =% .

Con estas desigualdades, se tiene que v1(z,Z,y, 1) > 0 si
By1y + Byoy + Ap1w + Aoz + Cy19p + Cyatp + Cyzp =
1

0, siendo A, = %74d13{P} — ulcglmdlw[)l; Apy =

%74(11&{13} - V3C5%3’st2wp; Byl = 1%756127711&{]3}

Yadima; Bys = $v5damiA{B} — vacy? yadiwa; Cyr =

%fuwl)c;ﬁ .
l

V2)C4 -

. — A
yadiwpy; Cyo =
1

2qydowa;y Cys =42 — (1 —v3)es T ysdawp.
Entonces, es facﬂ ver que By; > 0 se cumple si
miA{B}

4 1
5 Copynght@Al\AeﬁHgdosﬁoyD Srechms Resbhvados www.amed i 9)
4d1meo Y5 Y2



se satisface, mientras que siguiendo el procedimiento
anterior, los coeficientes Ay > 0y Cy1 > 0 si

1—v
As ( MP} )”11 S
9(1 —v1)diwp1 \4r1@p1 74

se cumple. Los coeficientes Bys > 0y Cya > 0 si

(A.10)

v2

As (dzml)\{B}>"22 > (““) g "
A

9(1 — Z/Q)dQ’WA dvow g Y2

11)

se cumple y los coeficientes Cyg > 0y Az > 0 si

1 dAPY (30 -w)domp) T T ()
4y dowp 1 As 71 T4
(A.12)

Por la tanto, eligiendo 1 y 72 tal que (A.9) se cumple, y 3
suficientemente grande tal que (A.6),(A.7), (A.8), (A.10),
(A.11), (A.12) se satisfacen simultdneamente, se asegura

que Vg es definida negativa. Y se concluye estabilidad

asintética uniforme y global del origen del sistema (6).

Ahora, centramos el anélisis en el conjunto  :=

{x, € R : w; < 1}, donde wy := 22|q|* +
s oy 2

L MNP s Tt i ADB 1} 9 " . En este con-

junto (A.5) se puede acotar por arriba como Vg (¢, x,

> 1A

l L
[O‘u(lrl) ""VS]U/TL < [?éu(ﬁ) + 3] Vu2 , donde Vi
1\ 2 rinTL A -1 2
%H%” T %Hﬂu e

22|g]|. Por lo

tanto, para toda x4 € €,

2

—Valt,x)]F = —[au(r) +75]F Vas  (A13)

Como vy > 02 la derivada con respecto al tiempo de
Vo satisface V() < —(y1 + v2 + 13)v1(q,q,9) <
—ay(y1 + Y2 + 73)Vus(xq), donde la constante oy =
mfn{ iAxl Y B;yl 9 lcw1

2M2 T AP} Zn71 A{DB-!}

ta la desigualdad (A.13) se llega a que

L) 2
Ve(t,x,) < _w]}g (t,%,),

[ (71) + 73)] 7™

}. Tomando en cuen

(A.14)

La estabilidad local uniforme en TF se concluye a partir
de argumentos esténdar de Lyapunov (Moulay y Perru-

quetti, 2008), debido a que 2 > r; > 1 implica 1+2r1 < 1.
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