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Abstract: This paper presents the design of a model-based predictive controller (MPC)
for trajectory tracking of a quadrotor. The dynamic model is obtained using the Euler-
Lagrange equations of motion; the resulting model is linearized around the hovering condition.
The optimal control sequence is applied by following the receding horizon principle. The
optimization problem is based on a quadratic cost function, which incorporates the state errors
and the vector of control inputs. This process is repeated at each sampling instant, considering
the plant model as well as possible constraints. Numerical simulations validate the controller’s
performance, which makes the vehicle follow the desired trajectory precisely.
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1. INTRODUCCION

Recientes avances en la tecnologia de microprocesadores,
miniaturizacién de sensores, asi como un incremento en
la capacidad de almacenamiento en las baterias, han he-
cho de los vehiculos aéreos no tripulados una realidad.
Especificamente los cuadricopteros han cobrado interés
debido a sus particulares caracteristicas que lo diferen-
cian de otros tipos de vehiculos aéreos, tales como: su
estructura simple, la habilidad de mantenerse en vuelo
estacionario y la capacidad de despegar y aterrizar de
forma vertical. Un cuadricéptero como su nombre lo in-
dica es un vehiculo con cuatro rotores los cuales se en-
cuentran distribuidos de manera estratégica para formar
una estructura en forma de cruz.

Este tipo de plataformas han cobrado especial interés en
el drea de control automéatico debido a la naturaleza no
lineal, multivariable y subactuada del modelo dindmico.
Se han propuesto una gran variedad de estrategias de
control para este tipo de plataformas tales como con-
troladores PID: Abdulsalam (2019); Backstepping: Glida
(2020); LQR: Kuantama et al. (2018), Kurak (2018);
PD: Luukkonen (2011); par calculado: Balasubramanian
(2013); entre otros.

En la ultima década ha habido un incremento en el diseno
de controladores predictivos para vehiculos aéreos, espe-
cialmente controladores MPC. Este tipo de controladores
tienen la habilidad de incluir restricciones en el proceso de
optimizacién, y con ello obtener una secuencia de control
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Figura 1. Diagrama de cuerpo libre de un cuadricoéptero.

capaz de cumplir con el objetivo de control, Camacho
(2007). Comparado con otro tipo de controladores la
sintonizacién resulta un tarea facil incluso para sistemas
de miiltiples entradas y multiples salidas.

El problema del seguimiento de trayectorias empleando
controladores MPC ya ha sido estudiado por varios au-
tores. Por ejemplo: En Lopes et al. (2012) se emplea
Unicamente un controlador MPC para la posicién y ori-
entacién. En Chen (2013) y Eskandarpour (2018) se em-
plean controladores MPC en cascada que utilizan fun-
ciones ortonormales para el cdlculo de la secuencia de con-
trol, esta estructura divide la dindmica del cuadricéptero
en dos subsistemas: traslaciéon y rotacién. Incluso exis-
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ten implementaciones de este tipo de controladores en
plataformas reales: Kamel (2017), registrando un buen
desempero.

En este trabajo se disena un control MPC para el
seguimiento de trayectorias de un cuadricoptero similar al
de los trabajos anteriores, pero con la particularidad de
dividir la estructura de control en 3 subsistemas: Altitud,
Rotacion y Traslacion, cada uno con su propio contro-
lador MPC propiamente sintonizado. Por simplicidad, las
restricciones no son consideradas.

El resto del trabajo se encuentra organizado de la sigu-
iente manera: En la Seccién 2 se presenta el modelo
dindmico utilizado y la linealizaciéon del mismo. En la
Seccién 3 se presenta la estructura de control propuesta.
El diseno del control MPC se incluye en la Seccién 4. Los
resultados de las simulaciones numéricas aparecen en la
Seccién 5. Finalmente, las conclusiones se integran en la
Seccion 6.

2. MODELO DINAMICO DE UN CUADRICOPTERO

Para este trabajo se ha decidido seguir el formalismo de
Euler-Lagrange: Garcia et al. (2013), Luukkonen (2011)
debido a que este método describe de manera explicita el
balance de energias de un cuerpo en movimiento.

La pose relativa del sistema de referencia del vehiculo
{B} con respecto al sistema de referencia inercial {I} se
encuentra definida por el vector de posicién € € R? y por
el vector de orientacién n € R? (Figura 1).

t=[ry2", mn=[p0y"

2.1 Ecuaciones de movimiento traslacional

Las ecuaciones que describen la dinamica traslacional de
un cuadricéptero estdn dadas por: Garcia et al. (2013).

mé—l—mg:FE

donde m representa la masa del vehiculo y g la constante
de aceleracién gravitacional. F¢ € R? representa la fuerza
aplicada al cuadricéptero generada por el empuje total de
los rotores.

C¢SQC¢, + S¢S¢,
CySSy — SyCy
CyCo

F; = F

Aqui, F = Z?Zl fi, donde f; = krw?. kr > 0 es la
constante de empuje y w; es la velocidad angular del i-
ésimo rotor.

2.2 Ecuaciones de movimiento rotacional

Asi mismo la dindmica rotacional del cuadricéptero esta

descrita por la siguiente expresién: Garcia et al. (2013).
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M(n)i+Cm,n)n=r

donde M(n) € R3*3 se conoce como la matriz de inercia
la cual es definida positiva y por lo tanto simétrica.
C(n,7n) € R3*3 es la matriz de fuerzas centripetas y de
Coriolis. T es el vector de pares externos aplicados.

To (fs = fi)l
T=|To| = (fo — fa)l
T Ml—M2+M3—M4
l es la distancia entre el eje de los motores y el centro

de masa del vehiculo. M; = k:DwZ-Q, donde kp es conocido
como coeficiente de arrastre.

2.3 Linealizacion

Este proceso se lleva a cabo considerando la situacién
en la que el vehiculo se encuentra en vuelo estacionario,
en donde se satisfacen las siguientes condiciones de op-
eracién:

§=& ¢=0 0=0 =1

Donde &y es un vector de posicion constante y 14 el angulo
en yaw constante deseado. Empleando la aproximacién
para angulos pequenos,

sen~¢p~0, sen~60=~0, cospx~1, cosf=~1

la matriz de inercia M (n) se reduce a una matriz diagonal
y la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis C'(n,7n7) se
vuelve cero. Con lo anterior es posible obtener el modelo

dindmico linealizado.

T = 99 ¢ = Tqb/-[zm
IR W

donde Iz, Iy, e Iy, son los momentos de inercia.

3. DISENO DEL CONTROLADOR

La estrategia de control utilizada se ilustra en la Figura 2.
El controlador de altitud genera el empuje necesario
para mantener al vehiculo a una altura determinada.
El controlador de traslacién controla las coordenadas x
e y generando las senales de referencia ¢4 y 64 que
ingresan directamente al controlador de orientacién. Estas
senales en conjunto con 4 ingresan a dicho controlador
el cual genera los pares 74, 79 y Ty los cuales se aplican
directamente a la planta.

3.1 Controlador de Altitud

Se toma la tercera ecuacién de (1) y se hace la repre-
sentacién en variables de estado.
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Figura 2. Estructura de control MPC.

i 12 = o] [ + ] €

donde G = F'—myg. La salida del subsistema sera la altura
del vehiculo z.

(2)

3.2 Controlador de Traslacion

De forma similar se toman las dos primeras ecuaciones de
(1) y se efectiia la representacién en el espacio de estados.

0
ol e
—9g

p 0100
d & |oooo
at |yl “ o001

' 0000

e 88
+
oo O

Y
Este subsistema tiene como entradas los angulos 04 v ¢g4,
y como salidas las posiciones en x e y.

3.8 Controlador de Orientacidn

Se toman las dltimas tres ecuaciones de (1) para efectuar
la representacién en el espacio de estados tal como se
muestra a continuacion:

Q.

~
AR SIS NN SR SR SN

|
cocoococoo
coococo~
coococoo
cocoor~roO
coococoo
o—~ococoo
ESHESEES IS SN

Como entrada se tiene a 7 = [Tg Ty Tw]T y como salida a

n=1[66v".
4. CONTROL PREDICTIVO DE MODELO

El término Control Predictivo no designa a una estrategia
de control particular sino a un conjunto de métodos

Ndmero Especial 2020

de control que hacen uso explicito de un modelo de la
planta para obtener la senal de control minimizando una
funcién de costo, Camacho (2007). La minimizacién de
la funcién de costo puede obtenerse de manera analitica
si no existen restricciones, de otra forma es necesaria la
implementacién de algin método numérico.

4.1 Modelo aumentado en el espacio de estados

El modelo en el espacio de estados puede ser usado tanto
en el caso monovariable asi como en el caso multivariable
y se puede extender al caso no lineal, Camacho (2007).
Considere que la planta cuenta con m entradas, g salidas
v s estados.

Tm(k+1) = Apxm (k) + Bru(k)
y(k) = Cpnm (k)

Donde A,, € R**%, B,, € R**™, (C,, € R¥*. z € R"
representa el vector de estados, u € R™ el vector de
entradas y y € RY el vector de salidas. Se definen la
variacion del vector de estados y la variacién del vector
de entradas de control de la siguiente manera:

Az (k+1) =z (k+1) — x,(k)
Au(k) =u(k) —u(k —1)

Para dar lugar a la versién aumentada del modelo origi-
nal, Wang (2009).

Az, (k+1)] [ A, 0L | [Az,(k)
y(k+1) | [CndAm Igxq] | Y(k)
B,
+[OmBm]AuM0 (5)
_ Az, (k)
Y(k) = [0m Igxq] [ y(k) }
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Donde Iy, € R9*9 representa a la matriz identidad y
0,, € R**? es una matriz cero. Por simplicidad el modelo
aterior suele representarse de la siguiente manera:

z(k+1) = Az(k) + BAu(k) (©)
y(k) = Cx(k)

Las dimensiones del modelo aumentado estdan determi-
nadas por n = s + q.

4.2 Modelo de prediccion

En base al modelo en el espacio de estados (6), las vari-
ables de salida futuras se calculan mediante la siguiente
expresién, Camacho (2007):

j—1
gk + jlk) = CATz(k) + > CAT~" "' BAu(k + i)
i=0
para j = 1,...,N,, donde N, representa el horizonte de

prediccién. Ademds g(k + jlk) indica la salida predicha
en k 4 j a partir de la informacién proporcionada por la
planta en el instante k. De la expresién anterior se obtiene
el modelo de prediccién.

Y = Fz(k) + PAU (7)
donde,
F=[CACA2CA® ... CAN» ]"
CB 0 0o .. 0
CAB CB 0o ... 0
- | CA’B  CAB CB .. 0

CAN»=1B CAN»—2B 0 AN =3B ... CAN»—NeB

Cuyas dimensiones son: F € RIN»>7 y & ¢ RINoxmNe,
Ademds N, representa el horizonte de control, general-
mente se elige N, < IVp,.

4.8 Ley de control

El objetivo del MPC consiste en llevar la senal de salida
predicha los mas cercana posible al valor de referencia
la cual se considera constante dentro de la ventana de
optimizaciéon. Lo anterior se puede traducir como la
busqueda de la mejor secuencia de control Awu de tal
forma que una funcién del error entre el valor de referencia
y el valor predicho sea minimizada. Considere el siguiente
vector el cual contiene los valores de referencia deseados.
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Se define la siguiente funcién de costo:

J=(R,—Y)'Q(R,-Y)+AUTRAU  (8)

donde el primer término estd relacionado con los errores
entre el valor de referencia y la salida predicha, mientras
que el segundo término refleja el peso dado al tamano de
AU cuando la funcién de costo J es minimizada. Ademas,

QO0..0 RO...0
~ log...0 ~ |0R...0
Q=1{. .. .|, R=

00..0Q 00...R

Aqui Q € RIVoxaNo y R € RMNexmNe () ¢ RI*4
y R € R™*™ gson matrices diagonales, las cuales son
usadas como pardametros de sintonizacién. Sustituyendo
el modelo de prediccién (7) dentro de la funcién de costo
(8), derivando e igualando a cero se obtiene la secuencia
de control 6ptima.

AU = [87Qd + R] ' #"Q[R, — Fa(k)]

Considerando que

se tiene

AU = [87Q® + R] " 7Q [Ryr(k) — Fa(k)]  (9)

Empleando el principio del control de horizonte deslizante,
Unicamente los primeros m elementos del vector AU son
aplicados realmente a la planta, dicho procedimiento se
repite en cada instante de muestreo.

5. SIMULACIONES NUMERICAS

El proceso consiste en obtener la versién aumentada de
cada subsistema utilizando (5). A continuacién el modelo
de prediccién se obtiene a partir de (7). Finalmente la
ley de control se calcula con ayuda de (9). La simu-
lacién se lleva a cabo contemplando los parametros del
cuadricoptero que aparecen en la Tabla 1, los cuales son
tomados de Silano et al. (2019).

Para obtener la version aumentada de cada subsistema es
necesario llevar a cabo la discretizaciéon de cada modelo.
En este caso por simplicidad, se emplea el método de
Euler.

Ad =TI+ AcTsu Bd = BcTsa Cd = Cc

Aqui Ty representa el periodo de muestreo, I € R*** la
matriz identidad cuyas dimensiones dependen del nimero
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Tabla 1. Parametros del sistema

Parametro Valor Unidades

m 0.5 kg

g 9.81 m/ s>

l 0.12905 m
s 0.00389 kg -m?2
Iyy 0.00389 kg -m?2
I.. 0.00780 kg -m?
kT 8.54858 x 10~ kg-m
kp 0.016 m

de estados de cada subsistema. Los parametros de sin-
tonizacién para cada controlador se muestran en la Tabla
2 los cuales se obtuvieron de forma heuristica.

Tabla 2. Pardmetros MPC

Parametro Altitud Posicién Orientacién
Ts 0.05 0.05 0.005
Np 10 10 12
N 10 10 12
Q diag(20) diag(20) diag(25)
R diag(0.01)  diag(0.01) diag(0.1)

La trayectoria de referencia consiste en una espiral, la cual
es descrita por las siguientes ecuaciones:

xqg =2c0s(0.2t), yq=2sen(0.2t), z4=0.5t Yg=m7

Los resultados obtenidos se presentan a continuacién: En
la Figura 3 se ilustra la trayectoria trazada por el vehiculo
en el espacio tridimensional.

40

30

y [m] 2 2 x [m]

Figura 3. Trayectoria del vehiculo en el espacio tridimen-
sional.

Como se puede apreciar en la Figura 4 y Figura 5 a
medida que el tiempo evoluciona los estados convergen
a hacia los valores de referencia.
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t [seg]

Figura 4. Variables de estado de la posicién.
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figura 5. Variables de estado de la orientacion.
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Figura 6. Errores de estado.
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En la Figura 6 aparecen los errores de posicién y ori-
entaciéon. Para el caso de la posicién, los errores se
mantienen oscilando alrededor de cero, dichos valores
nunca llegan a ser cero, sin embargo, la magnitud de los
mismos se encuentra acotada. Los errores de orientacion,
por otra parte tienden asintéticamente a cero a medida
que el tiempo tiende a infinito. Lo anterior garantiza
que la trayectoria deseada sea trazada de forma precisa.
Empleando la siguiente expresion es posible calcular el
indice de desempeno de cada controlador.

Lole(t)] = \/7{/0 lle(t)|[2at

Considerando todo el tiempo de simulacién se obtuvieron
los siguientes valores numeéricos para cada controlador: al-
titud: 0.1698, traslacién: 0.1485, y orientacion: 0.8094.
Lo anterior representa un buen comportamiento debido
a que valores lo mas cercanos a cero se traducen en un
buen desempeno. Siendo el controlador de orientacién el
que presenta un desempeno menor en comparacién con
los demés controladores.

Por otro lado, en la Figura 7 se muestran las velocidades
angulares elevadas al cuadrado de cada rotor. En el
estado transitorio los cuatro rotores alcanzan su velocidad
méxima debido a que el vehiculo se encuentra lejos de
la trayectoria de referencia (Figura 3), por lo tanto, se
necesita un mayor esfuerzo de control para conducir el
cuadricoptero hacia la referencia deseada.

I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t [seg]

Figura 7. Velocidades angulares de los rotores.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se llevé a cabo la descripcion y simulacién
de una estrategia de control MPC para resolver el prob-
lema de seguimiento de trayectorias de un cuadricéptero.
La estructura empleada tiene la particularidad de dividir
al modelo dindmico en tres subsistemas: altitud, posicién
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y orientacién, lo cual reduce la complejidad del anélisis asi
como el diseno de la ley de control. Dentro de la funcién de
costo se considera el vector de errores asi como el vector
de entradas de control. En este caso, por simplicidad las
restricciones no fueron consideradas. Como las graficas lo
demuestran la estructura de control propuesta efectia el
seguimiento de trayectorias de forma satisfactoria.
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