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Abstract: This paper presents the modeling of water pipelines with leaks using the so-
called Euler-Lagrange approach. The modeling is carried out taking into account the typical
assumptions of the rigid water column theory, which considers that the fluid flowing in a
pipeline is incompressible and that the wall of a pipeline is rigid. Some numerical results are
presented to show the numerical behavior of a leaky pipeline model resulting from the use of
the Euler-Lagrange approach. The numerical simulations were carried out taking into account
the characteristics of a test apparatus located at Instituto Tecnolégico de Tuxtla Gutiérrez.
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1. INTRODUCCION

La demanda de agua para fines domésticos e industriales
ha obligado a especialistas de diversas disciplinas a redo-
blar esfuerzos para optimizar su uso. Un aspecto crucial
para lograr este objetivo es la reduccion de pérdidas en sis-
temas de tuberias (STs), que son causadas principalmente
por fugas que se originan por diversos factores como la
corrosion, sobre-presion, desastres naturales o por fallas
en los elementos que componen estos sistemas. Existen
varios métodos para abordar el diagnostico de fugas en
tuberias de distribucion de agua. Por ejemplo, los métodos
basados en modelos hidraulicos (Verde and Torres, 2017)
o los métodos basado en modelos hibridos, los cuales utili-
zan conjuntamente datos de campo y modelos hidraulicos
(Pérez et al., 2011; Soldevila et al., 2016).

El software méas utilizado para el modelado de redes de
distribucion de agua es EPANET (Rossman, 2000). Se ba-
sa en el método del gradiente para resolver un conjunto de
ecuaciones algebraicas no lineales que describen el flujo en
estado estacionario en una sistema de distribucién de agua
(Todini and Pilati, 1988). Dado que este software no per-
mite modelar el flujo en estado transitorio, cuyo analisis
es de suma importancia para analizar el comportamiento
del flujo ante eventos anormales, es necesario desarrollar
herramientas con bajo costo computacional que simulen la
dindmica del flujo cuando ocurren fallas, particularmente
cuando ocurren las fugas (Hernandez et al., 2017, 2018).

Un enfoque de modelado que ha tenido mucho éxito,
sobre todo en el modelado de sistemas robéticos, es el
formalismo de Euler-Lagrange. Este enfoque se basa en
conceptos asociados a la energia, lo que hace posible
obtener las ecuaciones diferenciales de movimiento de
cualquier sistema fisico mediante variables generalizadas
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de energia (Wellstead, 2000). Este enfoque ha sido amplia-
mente aplicado a diferentes sistemas debido a que en estos
estan presentes energias a lo cual el sistema se describe
mediante variables generalizadas de energia tales como
en sistemas mecanicos (Cheng and Chen, 2016), siste-
mas eléctricos (Baleanu et al., 2019), estructuras civiles
(Enriquez-Zarate et al., 2019), sistemas MEMS (Abarca-
Jiménez et al., 2016), entre otros. Pero también para crear
algoritmos de control, diagnostico y optimizacion (Avila-
Becerril et al.; 2016; Scola et al., 2018; Ibrahim and El-
mandouh, 2020; Su et al., 2019; Tchon, 2021). Para el caso
de tuberias sin fallas, este formalismo ya ha sido aplicado
considerando ciertas suposiciones sobre el flujo (Jeltsema
and Scherpen, 2009). Para el caso de tuberias con fallas, se
han propuesto modelos con un enfoque también basado en
conceptos de energia (Torres and Besangon, 2019; Rojas
et al., 2019): el enfoque Hamiltoniano.

En este trabajo se propone modelar tuberias con fugas
utilizando el formalismo de Euler-Lagrange y la teoria
de la columna rigida de agua, es decir, se asume que
el fluido que fluye en la tuberia es incompresible y que
las paredes de la tuberia no son elésticas, sino rigidas
(Nault and Karney, 2016). Con el fin de ilustrar el proceso
de modelado, se presentan resultados numéricos que se
llevaron a cabo tomando en cuenta las caracteristicas de
una planta piloto ubicada en Instituto Tecnolégico de
Tuxtla Gutiérrez, la cual cuenta con una tuberia principal
y dos ramales.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. La
Seccién 2 presenta las caracteristicas principales del enfo-
que a utilizar. Las Secciones 3 y 4 describen las variables
involucradas en el modelado. Las Secciones 5 y 6 mues-
tran, respectivamente, el procedimiento de modelado y los
resultados numéricos. Finalmente, la Seccién 7 presenta
las conclusiones.
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2. PRELIMINARES

El enfoque de Euler-Lagrange acentua la fisica de los
sistemas al resaltar el intercambio de energia y disipacion
entre los elementos que componen la red de distribucién
de agua. Las ventajas de utilizar el enfoque de Euler-
Lagrange se pueden resumir de la siguiente manera:

= Es un enfoque modular que permite modelar siste-
mas a gran escala por bloques.

= Es un enfoque basado en la energia como una canti-
dad universal.

= Es un enfoque que permite visualizar los sistemas
fisicos como un conjunto de elementos que intercam-
bian energia.

= Es un enfoque que permite un anélisis sistematico
a través de las propiedades de las funciones de
interconexion y energia entre sistemas.

El enfoque basado en energias describe a la potencia total
entregada a un sistema como el resultado del producto
de las variables generalizadas de esfuerzo (e) y flujo
(f), mientras que la energia total entregada al sistema
es la integral, con respecto al tiempo, de la potencia:

E=[efat.

La integral del esfuerzo con respecto al tiempo es el movi-

. t ., . .,
miento ¢ = [, e dt también conocida como acumulacion
de esfuerzo o momento, y la integral del flujo con respecto

al tiempo es la continuidad ¢ = f(f f dt también conocida
como acumulacion de flujo o desplazamiento. Estas va-
riables, en conjunto con los almacenadores y disipadores
de energia, conforman leyes constitutivas de relacién de
energia. Los almacenadores de energia se dividen en alma-
cenadores de flujo, mejor conocidos como almacenadores
cinéticos, almacenadores de esfuerzo, mejor conocido co-
mo almacenadores de potencia, y disipadores. Los alma-
cenadores cinéticos se caracterizan por leyes constitutivas
que relacionan flujo y momento [f(¢) o ¢(f)], los almace-
nadores de potencia se caracterizan por leyes constitutivas
que relacionan esfuerzo y desplazamiento [e(q) o g(e)], y
los disipadores se caracterizan por leyes constitutivas que
relacionan esfuerzo y flujo [e(f) o f(e)].

El primer paso para modelar con el enfoque de Euler-
Lagrange es definir las energias y fuerzas que actian
en el sistema para generar movimiento, las cuales son
dependientes de las leyes constitutivas. La energia ciné-
tica7” T(¢) = [ f(p) dp, donde el integrando f(y) es
la ley constitutiva en funcién del momento, la energia
potencial V(¢) = [e(q) dg, donde el integrando e(q)
es la ley constitutiva en funcion del desplazamiento, el
contenido D(f) = [e(f) df, donde el integrando e(f)
es la ley constitutiva en funcién del flujo, la co-energia
cinética T*(f) = [¢(f) df, donde el integrando ¢(f)
es la ley constitutiva en funcién del flujo, la co-energia
potencial V*(e) = [q(e) de, donde el integrando g(e)
es la ley constitutiva en funcion del esfuerzo y el co-
contenido G(e) = [ f(e) de, donde el integrando f(e) es
la ley constitutiva en funcion del esfuerzo.

El segundo paso del enfoque de Euler-Lagrange es formar
el Lagrangiano, el cual es la diferencia de la co-energia
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cinética total y la energia potencial total en términos de
variables generalizadas:

L(qn: ¢n) = T"(4n) = V(an), (1)
donde ¢, es la coordenada generalizada y ¢, es la ve-
locidad generalizada con n grados de libertad. El tercer
paso es obtener la ecuaciéon de Euler-Lagrange con base al
Lagrangiano de la siguiente manera (Ortega et al., 2013):

d (0L(qn.dn)\  OL(qn:Gn)
dt< i )_ og. .

Las fuerzas externas Q,, pueden representar una accion de
control, las fuerzas de disipacion y las fuerzas que surgen
de la interaccion de un sistema con su entorno (Ortega
et al., 2013):

oD .
Qn:u‘i‘w_@(%z)v (3)

donde U denota una entrada exdégena como una senal de
control, W es una senal externa que modela los efectos de
las perturbaciones, —9D(gy,)/0q,, son las fuerzas disipati-
vas.

En la siguiente secciéon se estudian las variables y las
leyes constitutivas necesarias para el modelado de una
tuberia sin fuga. Mientras que la Secciéon 4 presenta el
modelado de una tuberia con fuga ejecutando los tres
pasos mencionados del enfoque de Euler-Lagrange.

3. VARIABLES DE ENERGJA Y LEYES
CONSTITUTIVAS: TUBERIA SIN FUGA

En los sistemas hidraulicos la presion (P) y el caudal
(Q) son las variables de esfuerzo y flujo, respectivamente,
mientras que las variables para la acumulacion de esfuerzo
y la acumulacion de flujo son el momento (pp) y el
volumen (V'), las cuales se definen de la siguiente manera:

op ::/Pdt, V::/Q dt. (4)

las variables de flujo (V) y movimiento (V) son las
coordenadas generalizadas del sistema para el formalismo
de Euler-Lagrange. Las relaciones entre el esfuerzo y su
acumulacion, asi como el flujo y su acumulacién, también
pueden expresarse como ecuaciones diferenciales, es decir

¢p:=P, V:=Q. (5)

En dindmica de fluidos, por razones practicas o para
analisis dimensionales, se utiliza la altura piezométrica en
lugar de la presion. La altura piezomeétrica (H) se expresa
como:

H = (P/pg) + z, (6)
donde p [kg/m?] es densidad, g [m/s?] es la aceleracion de
la gravedad y z [m] es elevacion. H se mide con respecto
a una presion de referencia, que por lo general es la
presion atmosférica. La presion de referencia es andloga a
tierra en los sistemas eléctricos. Por otro lado, si se miden
dos alturas piezométricas en dos coordenadas espaciales
diferentes, es decir, hay una distancia intermedia, la
diferencia de alturas (AH) se llama pérdida de la carga.
Por esta razon, las ecuaciones (4) y (5) también se
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expresan en términos de caida de presion de la siguiente
manera:

YH = /AH dt, oy := AH. (7)

R(Q) L

/
H, Q H;
Figura 1. Diagrama de una tuberia.

Considerando la teoria de la columna rigida de agua
(Nault and Karney, 2016), es decir, asumiendo que el
fluido es incompresible y que las paredes de la tuberia
son rigidas, una tuberia se puede modelar como un ele-
mento inductivo (L), es decir un almacenador cinético, en
serie con una resistencia dependiente del flujo volumétrico
R(Q), es decir un disipador, como se observa en la Figura
1. En consecuencia, hay dos leyes constitutivas asociadas a
ambos elementos: una correspondiente al almacenamiento
de la energia cinética, y otra correspondiente a la disipa-
cion. Estas se expresan de la siguiente manera:

Q=7 H=RQQ. (8)

donde @ [m?/s] es el caudal o gasto (flujo), ¢ [m-s] es el
momento hidraulico (momento), L [s?/m?] es la inertancia
o inductancia hidraulica, H [m] es la altura piezométrica
(esfuerzo), V [m?] es el volumen y R(Q) [s/m?| es la
resistencia hidraulica.

Dado que no hay almacenamiento de energia potencial
en el sistema fisico debido a que el almacenador de
energia potencial se representa como tanques situados
en los extremos de la tuberia relacionados a la presion
de entrada y salida de tal manera que se consideran de
manera implicita en los nodos de presién, por lo tanto,
s6lo se requiere de la obtencién del contenido y de la
energia cinética.

A continuacion, se describe como se calculan L'y R(Q) en
funciéon de los parametros fisicos de una tuberia hidrauli-
ca.

8.1 Disipacion de la energia por friccion

La energia total que se disipa en una tuberia es la suma
de varias pérdidas hidraulicas: las pérdidas estacionarias y
las pérdidas transitorias (Adamkowski and Lewandowski,
2006). Dado que en esta contribucién se asumen las
suposiciones de la teorfa de la columna rigida de agua,
las pérdidas transitorias no se toman en cuenta (Nault
and Karney, 2016).

Las pérdidas estacionarias se componen de dos tipos de
pérdidas: de pérdidas mayores, que son causadas por la
friccion de las particulas del fluido entre si y contra las
paredes de la tuberia, y de pérdidas menores, que son
causadas por la disipacién de energia mecéanica cuando
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la configuracion o la direcciéon del flujo cambia brusca-
mente debido a la presencia de accesorios como codos,
conexiones y valvulas. En esta contribucién se asume que
la tuberia que se estd modelando tiene accesorios, por
lo que para pérdidas menores se calcula una longitud
computacional, es decir, una "longitud total"que integra
tanto la longitud fisica de la tuberia como la longitud
equivalente de los accesorios para obtener perdidas equi-
valentes a los accesorios mediante el método Levenberg-
Marquardt (Santos-Ruiz et al., 2020). Al combinar per-
didas menores con perdidas mayores se puede despejar la
longitud equivalente que produce una pérdida de carga
por friccion (perdida mayor) igual a la perdida por carga
local (pérdida menor) correspondiente, por lo que las
perdidas menores se expresan por medio de longitudes.

Las pérdidas mayores dependen de la velocidad de flujo
a través de la tuberia y representan la disipacion causada
por el efecto de la viscosidad del agua cerca de la pared de
la tuberia. La resistencia hidrdulica debida a las pérdidas
mayores se puede caracterizar por una ley constitutiva que
relaciona la presion y la velocidad de flujo: la ecuacion de
Darcy-Weisbach, que se escribe de la siguiente manera:

Azf(Q) o

AHR - 29‘DA2 Q ) (9)
donde Az es la longitud de la tuberia, A es el area trans-
versal, D es el diametro, f(Q) es el factor de friccion, que
depende del namero de Reynolds, Re(Q) = Q-D/v- A, que
a su vez depende del caudal y de la viscosidad (denotada
por v). El factor de friccion se puede calcular utilizando la
ecuaciéon Colebrook. Desafortunadamente, esta ecuacion
no es explicita, por lo que se puede usar alguna apro-
ximaciéon para este proposito, por ejemplo, la ecuacion
de Swamee-Jain, que es adecuada cuando el numero de
Reynolds se encuentra en un régimen turbulento rugoso
(Re(Q) >4000):

£(Q) = 0.25

o (57 )]

donde ¢ es la rugosidad relativa, e = k/D donde k es la
rugosidad absoluta del material de la tuberia.

(10)

Considerando la estructura de la ley constitutiva (9),
la resistencia hidraulica se puede definir como R(Q) =
(QAzf(Q))/(2gDA?), de tal manera que (9) se puede re-
escribir de la siguiente manera:

(1)

AHp = R(Q)Q.
8.2 Almacenamiento de la energia cinética

La ley constitutiva asociada a la inertancia, también

llamada inercia hidraulica o inductancia hidraulica (L),

se expresa de la siguiente manera (Maré, 2016):

Az .

AHp = A QL. (12)

Si se define L = (Ax)/(gA) y se integra (12), se tiene que

la ley constitutiva asociada a la inertancia también puede
expresarse como en (8):

YH

vg=LQr 6 Qr = —

= (13)
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4. VARIABLES DE ENERGIA Y LEYES
CONSTITUTIVAS: TUBERIA CON FUGA

Rf(@:) L+

R:(Q:) L2

Figura 2. Diagrama de una tuberia con fuga.

Una tuberia con fuga, bajo las suposiciones de la teoria
de la columna rigida de agua, se modela como dos sub-
sistemas. Un subsistema, con un elemento inductivo L,
en serie con una resistencia R;(Q1), representa el com-
portamiento del flujo antes de la fuga, y otro subsistema,
con un elemento inductivo Lo en serie con una resistencia
R2(Q2), representa el comportamiento del flujo después
de la fuga como se observa el la Figura 2.

4.1 Disipacion de la energia por friccion

La resistencia hidraulica en la primera y segunda seccion
es diferente y se puede expresar de la siguiente manera,
respectivamente:

_ Qlf(Ql)AiUl - sz(Q2)A$2
Rl(Ql) - 29D1A2 9 RQ(QQ) - 29D2A2 9
donde Q1 es el caudal de entrada y Q2 es el caudal de
salida.

4.2 Almacenamiento de la energia cinética

La inertancia para cada secciéon de la tuberia también
es diferente. Ambas inertancias se definen de la siguiente
manera:

AZ‘Q

Li==—%1L
1 2 gA

(14)

4.8 Disipacion por fuga

En una tuberia con fuga, ademés de la disipacion de
energia asociada a la friccion, es decir asociada a R1(Q1)
y R2(Q)2), se disipa energia por la pérdida de agua. La
resistencia hidraulica de fuga se puede caracterizar por la
ecuacion de Torricelli como:

1 1

_ 2 _ A2
Hy = 2902 A2 Qr = QgCgA?(Ql Q2) (15)
1
= W(Q% -2Q1Q2 + Q3),

donde Cy es el coeficiente de descarga, Ay es el area de la
fuga, Qg es el caudal de fuga equivalente a la diferencia
de caudales entre la posicion de la fuga. A partir de la ley
constitutiva (15), se puede definir la resistencia debida a
la fuga de la siguiente manera:

Ry !

= 1
SoCTR (16)
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tal que la ley constitutiva se puede re-escribir como

Hy = Re(Q0)QF. (17)

5. MODELADO DE UNA TUBERIA

Para una tuberia de agua las coordenadas y velocidades
generalizadas son el volumen V' € R” y el caudal V' € R",
de tal modo que la ecuaciéon de Euler Lagrange, es decir
la ecuacion (2), para una tuberia esta dada por:

d <a£, v, V)) —u- 2P, (18)

dt \ gv ov
donde el Lagrangiano involucra la funcién de co-energia
cinética con respecto al caudal 7*(V), se expresan las

fuerzas de disipacion D(V) y la funcién de energia poten-
cial con respecto al volumen V(V) se omite, tal como se
menciono en la seccién 3.

5.1 Tuberia sin fuga

La co-energia cinética se puede calcular de la siguiente
manera:
LQ?

7(Q) = [ 1qdo = =F-

La funcion del estado de disipacion, o contenido, puede
calcularse a partir de (9). Asi pues, la fuerza de disipacion
esta dada por

aD .
7

(19)

_op
L

Al calcular cada término involucrado en la funcién La-
grangiana se sustituyen en (18) de la siguiente manera:
LV, Q) d (a£<v,Q>) _ 10, 2LQ)

g a\Teq v

y considerando la fuerza de disipaciéon dada por la ecua-
cion (20), asi como la fuerza exégena U = H; — Hs, la
ecuacion de Euler-Lagrange para una tuberia sin fallas es

LQ = (H, — Hy) — R(Q)Q* (21)

(Q) = R(QQ* (20)

5.2 Tuberia con fuga

La co-energia cinética para una tuberia con una fuga se
puede calcular de la siguiente manera:

2 2
Al calcular los términos de la ecuacion de Euler-Lagrange
para 1, incluidas las fuerzas de disipacion, se tiene

(22)

368(5,1@) =L10Qq; % (3/58(5,162)) = L1Q1;
(98@6(2(12) =R (Q1)Q1 + RQj. (23)

Mientras que los términos de la ecuacion de Euler-
lagrange para Q5 son:
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Figura 3. Diagrama de instrumentacion de la red de distribucion de agua del ITTG

%C‘;;Q) = LQo; pn <3£8(g2Q)) = L2Q2§
oD
aé@) Ro(Q2)Qz — ReC2. (24)

Al integrar todos estos términos, la ecuacién de Euler-
Lagrange para cada subsistema que representa a una
tuberia con fuga se da a continuacion:

LiQ1 = Hy — Ri(Q1)Q1 — ReQ3,
LyQ> = —Hy — Ry(Q2)Q2 + ReQ7.

6. RESULTADOS NUMERICOS

Para mostrar la respuesta numérica de los modelos de
una tuberia con y sin fuga se utilizan los pardmetros de
la planta piloto del Laboratorio de Hidroinformatica del
Instituto Tecnologico de Tuxtla Gutiérrez. esta planta es
una red en serpentin que cuenta con 2 valvulas de paso
en los ramales con retorno al deposito que pueden ser
abiertas o cerradas segun la configuracion de la red para
el caso de estudio, un total de 5 valvulas que simulan fugas
conectadas a mangueras de retorno al deposito, 2 sensores
de flujo méasico Coriolis ROTAMASS Total Insight para
medicion de @1 y @2, 2 sensores de flujo magnético
YOKOGAWA ADMAG AXR para la medicion de Q3 y
Q@4 en las salidas de los ramales, 8 sensores transmisores
industriales de presion YOKOGAWA EJA530 colocados
en los nodos, reservorio de 2500 litros y una Bomba
hidraulica centrifuga de 5 HP. Para el caso de estudio se
toma en cuenta la linea principal despreciando los ramales
mediante las valvulas mencionadas como se muestra en
la Figura 3, esto debido a que se considera una tuberia
para el caso de estudio sin mencionar que se encuentran a
1m de altura de la linea principal. Para las longitudes de
la tuberia se consideran longitudes equivalentes debido a
accesorios como se planteo en la seccion 3.1, la longitud
fisica del la tuberia es de 84.58m y la longitud compu-
tacional es de 112.21m lo cual resulta en una longitud
equivalente (L.) de 27.63m. La linea principal de la red
ITTG cuenta con 9 codos de 180 grados o retornos de
flujo por lo que la longitud por accesorio es:

L. 27.63m
Lretorno = ? = 9

= 3.07m, (27)

Se agrego Lyetorno segun las secciones de la red en
serpentin (Figura 4) para obtener las longitudes de la
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Figura 3.Los parametros a utilizar se presentan en la
Tabla 1 considerando una frecuencia de la bomba de 20 Hz
con presiones de entrada y salida H; =2.9my Hy = 1.43
m.
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Figura 4. Diagrama de la vista superior de la red ITTG

Se ejecuto el método de solucién ode23 de MATLAB
para resolver las ecuaciones diferenciales del modelo sin
fuga (21) y del modelo con fuga (25, 26). La fuga se
caracteriz6 por un coeficiente A = /2gC; Ay, el cual se
obtuvo despejando (15) con respecto al caudal de fuga.
Para modelar un crecimiento gradual el coeficiente )\ se
define mediante la funcién sigmoide:
1

)\(t) - 1 4 e,7t7
esta funcion forma parte de R,(Q), en donde M2 es
precisamente el denominador de la disipacién que se
manifiesta cuando ocurre la fuga (16).

(28)

Tabla 1. Parametros de la tuberia.

Parametro Valor
Longitud Ax 112.21 m
Area transversal A 0.0019 m?
Rugosidad Relativa e 0.000247

8.03x10~7 m?/s
9.782999 m/s?

Viscosidad Cinematica v
Aceleracion de la gravedad g

Distancia de Presiéon 1 a fuga 1 Az 11.46 m
Distancia de fuga 1 a Presion 2 Axso 26.43 m
Distancia de Presion 2 a fuga 2 Axs 14.38 m
Distancia de fuga 2 a Presiéon 3 Axy 22.05 m
Distancia de Presion 3 a fuga 3 Azs 9.86 m
Distancia de fuga 3 a Presion 4 Azg 28.03 m

En la Fig. 5 se muestra el comportamiento de los caudales
@1 y Q2 obtenidos en la simulacién con un tiempo de
simulacién de 100 s y con un tiempo de muestreo de
s = 0.1 s. La fuga se simul6 en t; = 50 s ocupando las
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Figura 5. Caudales por fuga en valvula 2 en ty =50 s y
ts =0.18

ecuaciones del modelo (25, 26) donde Ry(Q) es 0 antes de
la fuga, al manifestarse provoca el cambio de magnitud
del caudal. En la Fig. 6 se muestra el comportamiento de
los caudales de una fuga tras otra correspondientes a la
valvula 2 y 3 con tiempo de transicion de 50 s para la
primera fuga y 70 s para la segunda.

1l'|"-'
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o 10 20 30 40 50 6 70 B0 80 100
Tiempo [s]

Figura 6. Caudales por fugas secuenciales en valvula 2 en
ty, =50syvalvula 3 en ty, =70 s

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté un enfoque para modelar
tuberias con y sin fugas basado en el formalismo de Euler-
Lagrange. Como trabajo futuro se contempla la validacion
experimental de los modelos con la finalidad de que este
planteamiento pueda ser utilizado para modelar redes
de distribuciéon de agua. Es importante mencionar que
el objetivo general de este trabajo es el de desarrollar
el modelo matemaético, no el de detectar fugas. Pero, se
pretende utilizar los modelos obtenidos para el desarrollo
de algoritmos de diagnostico.
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