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Resumen
En el siguiente art́ıculo se estudia la predicción y el control de un robot móvil diferencial que
sufre de un retardo a la entrada de tiempo constante. Se propone dividir el retardo en fracciones
mas pequeñas y aśı utilizar un predictor secuencial basado en un observador tipo Luenberger
que estime los valores futuros del sistema de manera gradual. Posteriormente se demuestra
la convergencia de los errores de predicción y se utilizan los estados predichos en el control
del robot diferencial. Se muestra que los estados pueden ser siempre estimados sin importar
el tamaño del retardo a la entrada del veh́ıculo. El costo de esta estrategia se refleja en el
aumento de la dimensión del predictor considerado. Finalmente, sin formalizar la estabilidad
en lazo cerrado, se presentan resultados numéricos y experimentales para demostrar la eficacia
de la predicción.

Keywords: Retardo de tiempo, robótica móvil, predicción no lineal.

1. INTRODUCCIÓN

En el control de sistemas, desde robóticos hasta de pro-
cesos qúımicos, los retardos de tiempo son un problema
importante y amplio de estudio (Niculescu (2001)) ya que
estos pueden presentarse de manera puntual, distribuida o
variante en el tiempo tanto en la entrada del sistema como
en los estados del mismo, Kharitonov (2013). Es por esta
razón que siempre ha sido tema de interés, principalmente
después del trabajo Smith (1957), donde se presentaba
una solución al caso de la estimación de las salidas futuras
en sistemas lineales con retardo a la entrada.

A pesar de solucionar de manera efectiva los problemas
de retardo a la entrada, el predictor de Smith presentaba
ciertas restricciones tales como que el sistema en lazo
abierto deb́ıa ser estable. Sin embargo, su trabajo sentó
las bases para que después surgieran trabajos como el
de Palmor (1996), que buscaba mejorar y modificar el
predictor para solucionar otros problemas.

En el caso de los sistemas no lineales es donde comenzaron
a existir múltiples enfoques para solucionar los problemas
de retardo, muchos de los cuales se basaban en los traba-
jos antes mencionados y en los presentados Thau (1973)
en el campo de la observación de estados, entre los cuales
se encuentran también Germani et al. (2002), Hou et al.
(2002), etc. Por otro lado, en trabajos como en los de
Mazenc and Bliman (2006) y Krstic (2009) se tratan apro-
ximaciones y métodos basados en la retroalimentación de
estados para buscarle solución al problema no lineal.

En el caso de los retardos en la robótica móvil, se
han propuesto soluciones como la de Sira-Ramı́rez et al.
(2010) en tiempo continuo, y los trabajos de Santos
et al. (2018) y Velasco-Villa et al. (2007) en tiempo
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discreto, entre muchos otros. Mas espećıficamente, en este
trabajo se presenta un esquema basado en el propuesto
en Fragoso Rubio et al. (2018), Velasco-Villa et al. (2014)
y en Fragoso-Rubio et al. (2019), donde se propone un
predictor de estados futuros inspirado en el observador de
Luenberger (Luenberger (1971)). La diferencia principal
entre el presente trabajo y los anteriores radica en el
tipo de sistema a analizar, ya que los anteriores predicen
y controlan los estados de un robot omnidireccional y
en este caso se trabaja con un robot diferencial el cual
presenta restricciones no holonómicas.

El resto del trabajo se presenta de la siguiente manera. En
la Sección 2 se desarrolla el modelo cinemático del robot
móvil diferencial junto con el retardo a la entrada. En
la Sección 3 se presenta el desarrollo del predictor de los
estados futuros junto con el análisis de su dinámica. En la
Sección 4 se muestra el control implementado junto con el
uso del predictor. En la Sección 5 se muestran resultados
numéricos y experimentales por medio de la plataforma
experimental y por última, en la Sección 6 se presentan
las conclusiones finales de este trabajo.

2. MODELO CINEMÁTICO

Como ya se mencionó, el predictor y su análisis se desa-
rrollara tomando en cuenta el modelo cinemático de un
robot móvil (2,0) como el mostrado en la Figura 1. En
Canudas de Wit et al. (1996), se desarrolla y obtiene el
siguiente modelo cinemático,

ẋ(t) = v(t) cos(θ(t))

ẏ(t) = v(t) sin(θ(t))

θ̇(t) = ω(t)

(1)

donde ξ(t) = [x(t), y(t), θ(t)]T son los estados del robot
diferencial (posición P en el marco inercial X − Y y
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Figura 1. Diagrama sencillo robot omnidireccional

orientación con respecto al eje X) y u(t) = [v(t), ω(t)]T

son las entradas del control que representan la velocidad
lineal y angular respectivamente.

2.1 Cambio de coordenadas

El robot móvil (1) puede representarse alternativamente
al considerar la transformación,

[

xr(t)
yr(t)
θr(t)

]

=

[

cos θ(t) sin θ(t) 0
− sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1

][

x(t)
y(t)
θ(t)

]

(2)

dando como resultado, después de algunos pasos algebrai-
cos y la utilización de identidades trigonométricas,

ẋr(t) = v(t) + ω(t)yr(t)

ẏr(t) = −ω(t)xr(t) (3)

θ̇r(t) = ω(t).

2.2 Inducción del tiempo de retardo

Figura 2. Ejemplo de retardo en comunicaciones

Tomando en cuenta que el control del robot se lleva a
cabo en una computadora conectada por red inalámbrica
al robot móvil diferencial y asumiendo que existe una
distancia considerable entre ambas, se considera el retardo

de tiempo τ1 que se demora la señal de control en alcanzar
al robot y el tiempo τ2 que tardan en llegar las señales del
robot a la computadora principal, tal y como se muestra
en la Figura 2. De esta manera puede establecerse de
manera equivalente, un tiempo de retardo total τ = τ1+τ2
que afecte la entrada de control del sistema, como se
muestra a continuación,

ẋr(t) = v(t− τ) + ω(t− τ)yr(t)

ẏr(t) = −ω(t− τ)xr(t) (4)

θ̇r(t) = ω(t− τ).

2.3 Sistema en adelanto

Suposición 1. Dado el retardo total τ , existe n ∈ N tal
que τ̄ = τ

n
, de manera que n es la cantidad de partes en

las que se divide el retardo τ .

Tomando en cuenta la suposición anterior, se propone el
siguiente cambio de variables para representar el sistema
(4) en distintos instantes de tiempo futuros,

wi1(t) =xr(t+ iτ̄)

wi2(t) =yr(t+ iτ̄)

wi3(t) =θr(t+ iτ̄)

con i = 1, 2, ..., n. De esta manera se obtiene la siguiente
representación en tiempo futuro,

ẇi1(t) =v(t− (n− i)τ̄) + ω(t− (n− i)τ̄)wi2(t)

ẇi2(t) =− ω(t− (n− i)τ̄)wi1(t) (5)

ẇi3(t) =ω(t− (n− i)τ̄).

3. PREDICTOR PROPUESTO

Antes del desarrollo del predictor, se toma en cuenta la
siguiente suposición.

Suposición 2. Las señales de entrada v(t), ω(t), el retardo
τ y los estados x, y, θ del robot móvil son medibles.

Como se mencionó anteriormente, se propone el siguiente
predictor del sistema (5) basado en un observador de tipo
Luenberger (Luenberger (1971)),

˙̂w11(t) =v(t− (n− 1)τ̄) + ω(t− (n− 1)τ̄)ŵ12(t)

+ λ11ew11
(t− τ̄)

˙̂w12(t) =− ω(t− (n− 1)τ̄)ŵ11(t) + λ12ew12(t− τ̄)
˙̂w13(t) =ω(t− (n− 1)τ̄) + λ13ew13(t− τ̄)

... (6)
˙̂wn1(t) =v(t) + ω(t)ŵn2(t) + λn1ewn1(t− τ̄)
˙̂wn2(t) =− ω(t)ŵn1(t) + λn2ewn2(t− τ̄)
˙̂wn3(t) =ω(t) + λn3ewn3(t− τ̄)

donde λi1, λi2, λi3 para i = 1, ..., n son ganancias reales
positivas y los errores de inyección utilizados tienen la
forma,

ew11(t) =w11(t)− ŵ11(t)

ew12(t) =w12(t)− ŵ12(t)

ew13(t) =w13(t)− ŵ13(t)

(7)
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y

ewi1
(t) =ŵ(i−1)1(t+ τ̄)− ŵi1(t)

ewi2(t) =ŵ(i−1)2(t+ τ̄)− ŵi2(t)

ewi3
(t) =ŵ(i−1)3(t+ τ̄)− ŵi3(t)

(8)

para i = 2, ..., n. Cabe resaltar que en el sistema de
ecuaciones (6), los errores de inyección se encuentran
retrasados τ̄ unidades de tiempo, ya que en i = 1 y
de acuerdo a la Suposición 2, los estados medibles se
encuentran en dicho instante de tiempo.

3.1 Dinámica de los errores de inyección

Al derivar los errores mostrados en (7) puede analizarse
la evolución de los mismos, tal que,

ėw11 =ẇ11 − ˙̂w11

ėw11
=v(t− (n− 1)τ̄) + ω(t− (n− 1)τ̄)w12(t)

− v(t− (n− 1)τ̄)− ω(t− (n− 1)τ̄)ŵ12(t)

− λ11ew11
(t− τ̄)

ėw11 =ω(t− (n− 1)τ̄)ew12(t)− λ11ew11(t− τ̄)

ėw12 =ẇ12 − ˙̂w12

ėw12 =− ω(t− (n− 1)τ̄)w11(t) + ω(t− (n− 1)τ̄)ŵ11(t)

− λ12ew12(t− τ̄)

ėw12
=− ω(t− (n− 1)τ̄)ew11

(t)− λ12ew12
(t− τ̄)

ėw13 =ẇ13 − ˙̂w13

ėw13 =ω(t− (n− 1)τ̄)− ω(t− (n− 1)τ̄)− λ13ew13(t− τ̄)

ėw13 =− λ13ew13(t− τ̄).

Que puede reescribirse de manera matricial como,
[

ėw11

ėw12

]

=
[

0 ω(t−(n−1)τ̄)

−ω(t−(n−1)τ̄) 0

]

[

ew11
(t)

ew12(t)

]

+
[

−λ11 0
0 −λ12

]

[

ew11(t− τ̄)
ew12(t− τ̄)

]

(9)

ėw13 =− λ13ew13(t− τ̄). (10)

De la misma manera se obtiene. para i = 2, ..., n,
[

ėwi1

ėwi2

]

=
[

0 ω(t−(n−i)τ̄)

−ω(t−(n−i)τ̄) 0

]

[

ewi1
(t)

ewi2
(t)

]

+

[

λ(i−1)1 0
0 λ(i−1)2

] [

ew(i−1)1
(t)

ew(i−1)2
(t)

]

+
[

−λi1 0
0 −λi2

]

[

ewi1(t− τ̄)
ewi2(t− τ̄)

]

(11)

ėwi3 =λ(i−1)3ew(i−1)3
(t)− λi3ewi3(t− τ̄). (12)

Nótese que la ecuación (9) puede reescribirse, definiendo
ēwi

(t) = [ewi1(t) ewi2(t)]
T , en la forma,

˙̄ew1(t) = Bēw1(t) +B1ēw1(t− τ̄) (13)

mientras que la ecuación (11) se reescribe como,

˙̄ewi
(t) =B(2+3(i−2))ēwi

(t) +B(3+3(i−2))ēw(i−1)(t)

+B(4+3(i−2))ēwi
(t− τ̄). (14)

Dada la estructura de los errores de inyección (9)-(11), su
convergencia puede establecerse al considerar el siguiente
resultado, presentado en Niamsup et al. (2008).

Teorema 1. Niamsup et al. (2008): Un sistema de la forma,

ẋ(t) = A(t)x(t) + f(t, x(t− h(t))), t ≥0 (15)

0 ≤h(t) ≤ h, ḣ(t) ≤δ < 1 y

||f(t, x)|| ≤ γ||x||

es exponencialmente estable mientras existan números
enteros positivos α, β, ǫ1, ǫ2, ǫ3, una matriz P (t) simétrica
semi definida positiva que satisfaga la siguiente ecuación
de Lyapunov,

Ṗ (t) +AT (t)P (t) + P (t)A(t) + 2αP (t) + ηI = 0 (16)

y si se cumple que,

γ ≤

√

ǫ2(1− δ)(ǫ1 − 2βσ̄(A))

(p+ β)eαh
, (17)

p =sup||P (t)||, σ(A) =
1

2
λmax(A+AT ),

σ̄(A) =sup(σ(A)), η = ǫ3he
2αh + ǫ1 + ǫ2 + 2αβ.

Para mostrar la convergencia de los errores de inyección
(9)-(11) nótese inicialmente que la ecuación (13) es un
caso particular de (15) por lo que el resultado del Teorema
1 puede aplicarse al sistema 13. Para tal efecto, considere
una matriz simétrica P̂1(t) en la forma,

P̂1(t) =

[

P11(t) P12(t)
P12(t) P13(t)

]

.

Entonces la ecuación (16) se reescribe como,




Ṗ11

Ṗ12

Ṗ13



 =

[

−2α1 2ω∗ 0
−ω∗ −2α1 ω∗

0 −2ω∗ −2α1

][

P11
P12
P13

]

−

[

η1
0
η1

]

(18)

donde ω∗ = ω(t − (n − 1)τ̄). El sistema (18) que puede
simplificarse como,

Ṗ1 = A∗P1 + η̄1.

Aplicando un cambio de coordenadas z = TP1, donde
T−1 es la matriz de transformación formada por los
eigenvectores de la matriz A∗ de manera que TA∗T−1 = J
es la forma de Jordan real de A∗. Esta transformación da
como resultado,

[

ż1
ż2
ż3

]

=

[

−2α1 0 0
0 −2α1 2ω∗

0 −2ω∗ −2α1

][

z1
z2
z3

]

+

[

−η1
0
0

]

. (19)

Resolviendo esta ecuación se obtiene,

z1(t) =z1(0)e
−2α1t −

η1

2α1
(1− e−2α1t)

z2(t) =z2(0)e
−2α1t cos (2ω∗t) + z3(0)e

−2α1t sin (2ω∗t)

z3(t) =− z2(0)e
−2α1t sin (2ω∗t) + z3(0)e

−2α1t cos (2ω∗t).
(20)

A partir de P1 = T−1z se obtiene,
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P11 =z1 + z2
P12 =z3
P13 =z1 − z2.

Considerando ahora,

p1 = sup||P1(t)|| = sup

(

√

λmax(PT
1 P1)

)

se puede obtener su valor máximo cuando t → ∞, por lo
que,

p1 =
η1

2α1
. (21)

La ecuación (17) produce entonces la condición,

γ1 ≤

√

ǫ12ǫ11

(p1 + β1)eα1τ̄
(22)

donde es evidente que una correcta elección de parámetros
asegura la convergencia de los errores de inyección cuando
i = 1. Nótese que, para i = 2 se tiene un sistema de la
forma,

˙̄ew2(t) = B2ēw2(t) +B3ēw1(t) +B4ēw2(t− τ̄).

Considerando que cuando t → ∞ los errores ēw1 → 0
independientemente de ēw2 , la estabilidad del sistema con
i = 2 puede establecerse a partir de,

˙̄ew2(t) = B2ēw2(t) +B4ēw2(t− τ̄)

que tiene una forma similar a (13), por lo cual es posible
determinar su estabilidad si se cumple la condición,

γ2 ≤

√

ǫ22ǫ21

(p2 + β2)eα2τ̄
. (23)

con α2, β2, ǫ21, ǫ22, ǫ23 ∈ R. De esta manera, pueden
analizarse las siguientes ecuaciones para i = 3, ..., n. Por
lo tanto, se obtiene la condición de estabilidad,

γ ≤ min(γ1, ..., γn). (24)

A partir de los desarrollos anteriores se mostró la con-
vergencia al origen de los errores de inyección (13)-(14),
por otro lado, la convergencia de los errores de inyección
ewi3 dados por (10) y (12) puede establecerse al notar
que (10) es exponencialmente estable cuando τ̄ < π

2λ13

y por lo tanto la convergencia de la ecuación (12) puede
establecerse al considerar la dinámica de un sistema en la
forma,

ėwi3(t) = −λi3ewi3(t− τ̄)

que al igual que en (10) puede estabilizarse cuando se
satisface la condición,

τ̄ <
π

2λi3
.

Basado en la convergencia de los errores de inyección, es
posible ahora, establecer la convergencia de los errores de
predicción.

Lema 1. Los errores de predicción w̃i(t) = wi − ŵi,
i = 1, ..., n, donde wi = [wi1 wi2 wi3]

T , convergen
asintoticamente a cero si y sólo śı la dinámica de los
errores de inyección es convergente.

Demostración. A partir de la definición de los errores
de inyección (7) es posible obtener,

w̃i(t) =wi(t) + ewi
(t)− ŵi−1(t+ τ̄)

=wi(t) + ewi
(t) + ewi−1

(t+ τ̄)− ŵi−2(t+ 2τ̄)

equivalentemente,

w̃i(t) =wi(t) + ewi
(t) + ewi−1(t+ τ̄) + ...

+ ew2(t+ (i− 2)τ̄)− ŵ1(t+ (i− 1)τ̄)

=w1(t+ (i− 1)τ̄) + ewi
(t) + ewi−1(t+ τ̄) + ...

+ ew2(t+ (i− 2)τ̄)− ŵ1(t+ (i− 1)τ̄)

=ewi
(t) + ewi−1

(t+ τ̄) + ...

+ ew2(t+ (i− 2)τ̄) + ew1(t+ (i− 1)τ̄)

esto es,

w̃i(t) =
i

∑

k=1

ewk
(t+ (n− k)τ̄). (25)

De la ecuación (25) se deriva que la convergencia de los
errores de inyección ewk

(t) provocan la convergencia de
los errores de predicción.

Q.E.D.

4. RETROALIMENTACIÓN APLICADA

Los estados predichos se utilizaran en el diseño de una
retroalimentación para resolver el problema de seguimien-
to de trayectoria para el robot diferencial descrito por el
sistema (3). Para esto, se utiliza la retroalimentación no
lineal considerada en Canudas de Wit et al. (1996).

En los desarrollos presentados a continuación se realiza la
aplicación de los estados predichos omitiendo el análisis
de convergencia de los errores de seguimiento.

Las trayectorias deseadas están generadas por el modelo
cinemático del robot virtual,

ẋvr(t+ τ) = ẇ1v(t) = vv(t) + ωv(t)w2v(t)

ẏvr(t+ τ) = ẇ2v(t) = −ωv(t)w1v(t) (26)

θ̇vr(t+ τ) = ẇ3v(t) = ωv(t)

y la retroalimentación,

v(t− τ) =vv(t− τ) cos (θvr − θr) + k1(t− τ)[xvr − xr]

ω(t− τ) =ωv(t− τ) + k2vv(t− τ)
sin (θvr − θr)

θvr − θr
[yvr − yr]

− k3(t− τ)(θvr − θr). (27)

donde,

k1(t) = k3(t) = 2ξ
√

ω2
v
(t) + bV 2

v
(t), k2 = b

b, ξ > 0

y los estados [xv, yv, θv] están relacionados con [xvr, yvr, θvr]
mediante la transformación (2).

Es evidente que (27) necesita valores futuros del sistema
para poder ser viable, debido a esto, se utilizan los
estados predichos propuestos en (6) y se adelanta la
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retroalimentación τ unidades de tiempo en el futuro,
dando como resultado,

v(t) =vv(t) cos (w3v − ŵn3) + k1(t)[w1v − ŵn1]

ω(t) =ωv(t) + k2vv(t)
sin (w3v − ŵn3)

w3v − ŵn3
[w2v − ŵn2]

− k3(t)(w3v − ŵn3). (28)

5. RESULTADOS EN SIMULACIÓN

Durante la evaluación experimental se utiliza el simulador
de entornos 3D Gazebo, en el cual se incluyen dinámicas
que aproximan los resultados al de los resultados experi-
mentales en tiempo real. Se considero el seguimiento de
una trayectoria tipo lemniscata generada por las siguien-
tes ecuaciones,

x =A cos (pt)

y =B sin (2pt)

con los parámetros A = 0.7, B = 0.4, p = π

20 . Para el
diseño de la retroalimentación se considera ξ = 0.35, b = 6
y para el retardo τ = 0.1 seg.

Se llevan a cabo dos casos considerando n = 1 y n = 3.

5.1 Simulación numérica con τ = 0.1 seg.

Con la correcta elección de números enteros, es posible
obtener γ < 3.67 para el caso de n = 1 y γ < 11.03
para el caso de n = 3. De esta manera, se escogen las
ganancias λ11 = λ12 = λ13 = 3 para el primer predictor
y λ11 = λ12 = λ13 = 4, λ21 = λ22 = λ23 = 3.5 y
λ31 = λ32 = λ33 = 3 para el segundo caso.

Se puede apreciar en la Figura (3) como los errores de
predicción convergen a cero satisfactoriamente con ambos
predictores, siendo la respuesta del predictor con n = 3
un poco mas suave a comparación del caso n = 1. Por
otro lado, en la Figura (4) se muestra la evolución en el
plano X − Y de los dos casos, la cual demuestra que el
sistema tiende a la trayectoria de manera adecuada.

Figura 3. Gráficas del error de predicción en x, y y θ
respectivamente con n = 1 y n = 3.

6. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Los experimentos en tiempo real de este trabajo son
llevados a cabo con robots diferenciales TurtleBot3 de la

Figura 4. Trayectoria deseada (rojo), trayectoria recorrida
con n = 1 (naranja) y trayectoria recorrida con n = 3
(azul).

marca ®ROBOTIS, utilizando un sistema de cámaras de
captura de movimiento Flex 3 de la marca ®OptiTrack
para medir la posición del robot móvil durante todo el
experimento e interconectando todo el hardware mediante
ROS.

Para el desarrollo de los experimentos se utiliza la mis-
ma trayectoria propuesta en la simulación numérica. El
diseño del predictor (6) se lleva a cabo considerando
n = 3, λ11 = λ12 = λ13 = 6, λ21 = λ22 = λ23 = 5 y
λ31 = λ32 = λ33 = 4, para la retroalimentación (28) se
considera ξ = 0.35 y b = 6 y para el retardo τ = 0.1 seg.

En las gráficas de la Figura (5) se observa como los
errores de predicción se mantienen alrededor de 0. De
igual manera se puede apreciar en las Figuras (6) y (7)
como el robot diferencial es capaz de seguir de manera
satisfactoria la trayectoria propuesta.

7. CONCLUSIONES

En este articulo se presentó el diseño y desarrollo de un
predictor no lineal para estimar los estados futuros de un
robot móvil diferencial. Se demuestra de manera formal
que la estrategia de predicción es capaz de utilizarse para
valores significativos de τ siempre que se cumplan las
condiciones de estabilidad establecidas. De ser necesario,
es posible aumentar la dimensión del predictor para tratar
con retardos mayores. Se muestra mediante simulaciones
numéricas y experimentos en tiempo real que los errores
de predicción convergen de manera satisfactoria y que
la estrategia presentada es capaz de ser utilizada en
problemas de seguimiento de trayectoria.
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Figura 5. Gráficas del error de predicción en x, y y θ con
τ = 0.1 seg.

Figura 6. Gráficas del error de seguimiento en x, y y θ
con τ = 0.1 seg.

Figura 7. Trayectoria deseada(rojo) y trayectoria recorri-
da(verde) con un retardo τ = 0.1 seg.
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