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Abstract: The aim of this paper is to design a robust controller for the perturbed kinematic
model of the Unicycle Mobile Robot. The proposed controller is based on the Super-Twisting
algorithm and, given the underactuated nature of the system, two sliding surfaces are proposed
to ensure asymptotic convergence of the tracking error to zero, despite the presence of some
external disturbances. The synthesis of the proposed controller is given in terms of Linear
Matrix Inequalities while the convergence proofs are based on the Lyapunov and Input-to-
State Stability theory. Simulation results show the feasibility of the proposed approach.
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1. INTRODUCCION

Los robots moviles han sido relevantes durante las tltimas
décadas debido a sus miltiples aplicaciones, tales como
supervisién, inspeccién, vigilancia, rescate, etc. (e.g.,
Siegwart and Nourbakhsh (2004)). Desde el punto de vista
de control, las posibles tareas asignadas a un robot mévil
son el movimiento de un punto a otro y el seguimiento
de trayectorias (Ailon and Zohar (2008)). Por lo tanto,
el desarrollo de estrategias de control es requerido. Sin
embargo, tal disefio no es una tarea facil debido a que la
mayoria de los robots moviles presentan restricciones no
holénomas (ver, Tzafestas (2013) y De Luca et al. (1998)).
Diferentes enfoques se han utilizado para el seguimiento
de trayectorias en robots mdviles no holénomos, (e.g.,
modos deslizantes adaptables (Jun and Zhi, 2019), control
difuso (Castillo and Aguilar, 2019), estrategias basadas en
teorfa de Lyapunov (Karkoub et al., 2019)).

Es sabido que, de las condiciones de Brockett (Bloch,
2003), los sistemas no holénomos carecen de las condi-
ciones necesarias para su estabilizacién usando funciones
de control suaves. Especificamente, para el Robot Mévil
Uniciclo (RMU) no holénomo, varias estrategias de con-
trol se han propuesto para lograr su estabilizacion. En
Batti et al. (2019), se propone un controlador difuso
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para el RMU basado en su modelo cinematico para el
seguimiento de trayectorias. No se consideran perturba-
ciones. Respecto a este enfoque de control inteligente,
un controlador PID optimizado por redes neuronales
y un controlador légico difuso PD son propuestos en
Ben Jabeur and Seddik (2021) para el seguimiento de
trayectorias. Sin embargo, no se consideran perturba-
ciones externas. Un enfoque por red neuronal de accion se
considera en Lan et al. (2019) donde varios robots siguen
un objetivo dindmico en un ambiente con obstéculos. Sin
embargo, estos enfoques de control inteligente requieren
de un excesivo poder de procesamiento, provocando al-
gunos problemas en las aplicaciones en tiempo real.

En el contexto del enfoque de control por modos
deslizantes, varios trabajos han abordado el problema
de seguimiento de trayectorias para el RMU (e.g., Az-
zabi and Nouri (2021)). Sin embargo, el controlador esté
basado en el modelo dindmico. Ademds, la mayoria de
los trabajos basados en el modelo cinemético no consid-
eran el efecto de perturbaciones externas, como en Mu
et al. (2017) y Doria-Cerezo et al. (2019). Ahora bien,
en Tayebi and Rachid (2000) y Wang and Low (2008),
aun cuando fuerzas externas no pueden ser consideradas
en el modelo cinemaético, existen fenémenos no modelados
tales como el deslizamiento y derrapamiento de las ruedas
y senales de control corruptas, que pueden considerarse
como perturbaciones. En este sentido, en Mera et al.
(2020), el disenio de control estd basado en el enfoque
de control por modos deslizantes de primer orden, el cual
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asegura la convergencia del error de seguimiento a cero
asintoticamente, en presencia de perturbaciones para el
modelo cinemdtico de un RMU. En Martinez et al. (2021),
el problema de seguimiento de trayectorias se aborda
mediante dos técnicas de control robustas para el modelo
cinematico perturbado del RMU, el angulo de orientacién
es controlado mediante un enfoque de control por modos
deslizantes y la posicion mediante el método del elipsoide
atractivo, el cual asegura que el error de seguimiento de
orientacién converja a cero en tiempo finito y los errores
de seguimiento de posiciéon converjan a una vecindad
del origen asintoticamente. No obstante, las entradas de
control resultantes también son discontinuas.

Motivados por las dificultades antes mencionadas, para
resolver el problema de seguimiento de trayectorias se
propone el Algoritmo Super-Twisting para el modelo cin-
ematico perturbado del RMU. Este enfoque proporciona
una ley de control continua basada en las superficies
deslizantes propuestas en Mera et al. (2020), cuya estruc-
tura ataca el problema de subactuacion del RMU. El con-
trolador propuesto se caracteriza por su insensibilidad a
cierta clase de perturbaciones, bajo costo computacional y
atenuacion de chattering debido a su naturaleza continua.
La sintesis del algoritmo propuesto esta dado en términos
de LMIs y convergencia asintética a cero del error de
seguimiento. Resultados de simulaciones demuestran la
factibilidad del esquema propuesto.

El resto de este trabajo se organiza como se muestra a con-
tinuacién. En la Seccién 2, se presenta el planteamiento
del problema. El controlador propuesto y el resultado
principal de este trabajo son presentados en la Seccién
3. Los resultados de simulacién se muestran en la Seccién
4 y finalmente las conclusiones en la Seccién 5.
Notacién: Para una funcién medible en el sentido de
Lebesgue v : R>g — R™ se define la norma ||u|(4,+,) :=
€88 SUPye (4o 1) [W(t)]], entonces [[ulloo = [[ul|(0,+00) ¥ €l
conjunto de funciones u con la propiedad ||u||so < +00 se

denota como Lo,. Se define la funcién [a)® = |a|’sign(a),
para b € R>( y cualquier a € R.
2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el modelo cinematico perturbado para el RMU

(14 dy(t))vcos(6),
(14 dy(t))vsin(9),
(14 da(t)) w, (1c

i
y
0

donde z,y € R representa la posicién del RMU, 0§ € R
es el angulo de orientacién, mientras que v,w € R son
las velocidades lineal y angular, respectivamente; y son
consideradas las entradas de control las cuales satisfacen
las condiciones
0< Umin S v S Umax |w| S Wmax
‘U‘ S ’Dmaxy |UJ| S ajma}o

para algunas constantes Umin, Umax, Wmax; Vmax Y ®@max-
Los términos di(t) y da(t) representan perturbaciones
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aditivas a las entradas y pueden provenir del tiempo de
establecimiento del controlador interno, que transforma
los comandos de velocidad en corriente o voltaje de
entrada que se envian a los motores. Se asume que d; y
dsy estan acotadas, i.e., —1 < dpin < d; < dpmax < 1, para
i = 1,2, con algunas constantes positivas dmin ¥ dmax; ¥
Lipschitz continuas, i.e., ||d;||cc < d;, para i = 1,2, con
algunas constantes positivas d;. Observe que la restriccion
dmin > —1 asegura que la perturbacién no cause un
cambio de signo en la senal de control v.

El objetivo de este trabajo es disenar una estrategia de
control robusto que cumpla con la tarea de seguimiento
de trayectorias para el RMU a pesar de la presencia de
perturbaciones externas.

3. DISENO DE CONTROL DE SEGUIMIENTO

Se introduce la trayectoria deseada que satisface el sigu-
iente modelo cinematico

Tgq = vqcosfy,

Ya = vqsinfy,

0a = wa,
donde x4, yg son la posicion deseada y 6y representa
la orientacién deseada para el RMU. Las entradas vy

v wq son las velocidades de referencia lineal y angular,
respectivamente; son continuas y satisfacen

0 < g, Svg <y
|04 < Uq

a1 Wd| < W

max ? |wd| < Wdpans

para algunas constantes positivas V4., Udp..o Wi
Vdprnys Wdpay- Oiguiendo el andlisis en Canudas de Wit
et al. (2012), se propone un cambio de coordenadas del
marco inercial a uno fijo en el RMU. Los errores de

seguimiento se definen como se muestra a continuacién
e1 = (xq —x)cosb + (yqg — y)sin b,
es = — (g — x)sinb + (yq — y) cos b,
€3 = 9,1 — 6.
Entonces, la dindmica de los errores de seguimiento estan
dados por

é1 = (14 do)weg — vdy + uq, (3a)

és = —(1 4 da)wey + vgsines, (3b)

€z = —wds + ug, (3¢c)

donde u; = —v 4+ vgcoses y us = wg — w. Las nuevas
entradas de control u; y us se Jproponen como

w; = —kip [o7]2 + 2, (4a)

4= —kin[0s)®, i=1,2, (4b)

para algunas ganancias positivas k;1,ki2 > 0,1 = 1,2,y
las variables de deslizamiento

01 = €1, (5)
o9 = ez —arcsin (f(e2)), (6)

donde f(e2) es una funcién suave a trozos dada por
fle2) = —(min{3y fes] ", 82})er, (7)

con 41 € (0,1) y d2 > 0. El aportacién de este trabajo se
presenta en el siguiente teorema.
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Teorema 1. Sean las entradas de control (4) aplicadas
al sistema (3). Asuma que existen matrices 0 < Pl =
P; € R?*2 y vectores Y; € R?*Y, para i = 1,2, tal que las
siguientes LMIs

PA+ATP —vi0 - CTY

+12CTC + a, Py + BBT hB ) 0, (8a)
BTPp -1
PyA+ ATP, —Y,C — C'TYQT
2 T PQB
+L20 C+ayPy <0, (8b)
BT P, -1
PA+ATP -y, C - CTYL
2 AT PB
+L3CTC + asPy <0, (8c)
BTPp —1
PoA+ ATP, —Y,C — CTYQT
2 T PQB
+L4C C+asPy <0, (8d)
BT P, -1
1
ku > ﬂ7 (86)
2)\maX(P1 )Wmax
> 8f
S 5
Sw?,
— My, (82)
SasAgin(F1)

con

T
01 0 1
=) 2= (1) o= (o)
son factibles para ciertas constantes fijas a; > 0, j = 1,4,
ﬂvala/u'vf € (071); 5277 >0 )
Ly = 2(Umax(i1 + T)max), Ly = 2(Wmaxd_2 + wmax):
L3 =2 <’Umaxgl + Umax + 2wmaxvdmax + Q%Qmax + JQWmax) )
2
doym

L

62(2 + ym)

Ly = 2{Wmax + Wmaxd_Q + 3

+(Vdpax T Vdmax (20max + wczmax))] }

Si las ganancias ki1 y kio son disenadas tal que
K; = (ki1,2ki)T = Pi_lYi, para © = 1,2; en-
tonces, (e1,ea,e3) = 0 es Localmente Uniformemente
Asintdticamente Estable, para todo e € € = {(e1, ea,€3) €
R3 : |e1| < 1} a pesar de las perturbaciones dy(t) y da(t).

Observacion 1. La propiedad de localidad proviene de

la condicion le1| < 1, la cual es requerida en el andlisis
de estabilidad.

4. RESULTADOS DE SIMULACION

Las simulaciones se realizan en MATLAB, con el método
de discretizacion explicita de Euler y tiempo de muestreo
igual a 1[ms], La solucién de las LMIs se obtiene mediante
el solucionador SeDuMi y YALMIP en MATLAB.

La trayectoria deseada se construye de las siguientes
funciones
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o . _ ya(t)

zq(t) = ﬂt,yd(t) = sin(2wot), a(t) = arctan (a’cd(t)) '
_ 2 ] _ i’d(t)yd(t) — y(t)did(t)

va(t) = \/&a®) +9a), walt) = =5 =

con a = 10, wy = 0.3142[rad/s], vg,., = 1.71[m/s],
Va,,., = 0.16[m/s%] y wq,... = 0.24[rad/s|. Las velocidades
lineal y angular méximas estdn dadas por vmax = 2[m/s]
Y Wmax = 0.5[rad/s], respectivamente. Las aceleraciones
méximas estdn dadas por Umax = 0.82[m/s%] ¥ @max =
2.41[rad/s?).

Para propositos de simulacion, las perturbaciones son
consideradas como d; (t) = 0.5+0.4 cos(t), y da(t) = 0.5+
0.4sin(t), las cuales estdn acotadas por dpyin = 0.1 y
dmax = 0.9 y son Lipschitz continuas con las cotas de
la derivada dadas por d; = dy = 0.4.

Las condiciones iniciales son 2:(0) = 0.5[m], y(0) = 0.6[m],
0(0) = O[rad]. Fijando 6; = 0.9, d3 = 2, v = 0.005,
o = 01, Qg = 05, Q3 = 6, Qy = 05, L1 = 214,
Ly = 142, Ly = 752 y Ly = 9.62. Las LMIs (8) son
factibles para:

18.25 ~2.4 18.08
b= (2.4 0.48 ) Ki= (96.23)

55.52 ~5.09 6.22
Py = (5.09 1.55 > K2 = <52.55)

Note que para cualquier valor de u € (0,1), (8e) se
satisface. Ademds, (8f) se satisface para cualquier vy, >

0.5[m/s]; y (8g) se cumple ya que (8w2,,,)) (s Autax (P1)) =
0.8081. El desempeno del seguimiento de trayectoria esta
representado en la Figura 2, mientras que los estados
del sistema y senales de control Figuras 1 y 4, respec-
tivamente. La norma del error de seguimiento se ilustra
en la Figura 3. Los resultados muestran que a pesar de
las perturbaciones d;(t) y da(t), el error de seguimiento
converge asintoticamente a cero usando senales de control
continuas.

1 :
= 0.5&47—-—"‘1 —I(t)— Jld(t)
R 02 04 1

0 | | |

I Y R S T
- —y(t)- walt)
o ———

4 \ \ \ \

20 2 4 6 8 10
=l | | | —f(t)- fi(t)
i

) \ \ \ \

0 2 4 6 10

Tiempo [s|

Fig. 1. Trayectorias del sistema
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Fig. 2. Plano de Fase
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Fig. 3. Norma del error de seguimiento
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Fig. 4. Senales de control

5. CONCLUSIONES

Este trabajo contribuye con un controlador que asegura
la convergencia asintética a cero del error de seguimiento
para el modelo cineméatico perturbado del RMU. El en-
foque del controlador propuesto estd basado en el algo-
ritmo Super-Twisting. Se consideran perturbaciones tipo
Lipschitz y la sintesis del controlador propuesto esta dado
en términos de LMIs, ofreciendo un método constructivo,
mientras que las pruebas de convergencia estdn basadas
en teoria de Lyapunov y Estabilidad Entrada-Estado. Al-
gunas simulaciones demuestran el desempeno del enfoque
propuesto.

Guanajuato, México, 13-15 de Octubre, 2021

6. APENDICE

Prueba del Teorema 1: Debido a que la derivada de
la funcién f(ez) posee una discontinuidad en |es| = g—;,
dos casos son analizados para la estabilidad del error de
seguimiento (3), i.e., 1) |ea| > §1/02, ¥ 2) |ea]| < 61/05.

1) Caso lea| > d1/62. Se sabe que f(ez) = —disign(es)
por lo tanto arcsin(f(ez) es constante. Entonces, se tiene
que - arcsin(f(es)) = 0. La dindmica de la superficie
deslizante o9 estd dada por
G2 = ki [02]? + 2,

d(wda(1))

d
donde Z = zo—wds(t). La funcién candidata de Lyapunov
(FCL) (Moreno, 2011) para o2 estd dada por

52 = —ky [UzJO -

Voo (02,52) = (3 PaCy, Pa= Py >0, 9)
con (o = (|—0'2J% ,Z2)T. La derivada temporal de (s es
: 1 1
G2 =5 oo 2 [(A = K20)C + Bpaa(t)],  (10)

. _1
con poa(t) = (—wda(t) —wda(t))/(5]o2]"?) v K2 =
(k21,2keo)T. La derivada de (9), a lo largo de las trayec-
torias del sistema (10), estd dada por

_ 1 _1 T
Voo (02,722) < —§|02| 2 |aaCy PaCa

1 1 T
+ 5 lo| z<p<222> Ql<p<222>], (11)

donde €2 esté definida por (8b), Ly = 2 ([I}CZQ + &)max) y
Yy = K>C. Si la LMI (8a) es factible, la derivada de la
funcién de Lyapunov cumple

' s Q23 3
Vg2 (0’2,2’2) < _7/\min(P2)Vt72' (12)
Entonces, (02,%2) = 0 es Uniformemente Estable en

Tiempo Finito (UETF). En la superficie deslizante oy =
0, se sabe que es = arcsin(dy [ez]”). Considerando la
igualdad anterior, las dindamicas de e; y es en el modo
deslizante, estan dadas por

é1=(1+ dg)weg — k11 (€1J% +z1, (13a)
3 = —ko [e1]® — (vdy (t) + 0dy (1)), (13b)
s = — (14 da(t)) wer — vady [e2]”, (13c)

con z; = 21 — vdy(t). Considere la FCL

1
‘/6(61762): 5(6%+6§)+C?P1C1, P1:P1T >O, (14)

con (; = (felj%,il)T. La derivada temporal de (;
satisface

. 1 _1

=3 le1] 2 [(A = K10) G + (C7p1a (t) + Bpaa(t))]
con p1(t) = (1 + d2(t))weg, plg(t) = —2|€1|%(’Ud'1(t) +

0dy(t)) y K1 = (k11,2k12)T. La derivada temporal de V,,
a lo largo de las trayectorias del sistema (13), satisface
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. 3 1 1 _1
Ve < —k11 |e1|? +§€%—Ud51|€2|+§ lex] 2 [—OHC;‘FPlQ

T
+2C{P10Tp11(t) + ( G ) Qy ( G > ) (15)

P12 P12

donde 25 estd definida por (8a), L1 = 2 (vmaxJ1 + z‘;max).
Si la LMI (8b) es factible, la derivada temporal de V.
puede ser acotada como

. 3 1,
Ve < =k ler]? + 561~ va d1lez|

min

a1 1
- ? |81|2 )\min(Pl) + 2)\max(Pl)Wmax|e2|a

y asi, para cualquier 8, u € (0,1), se tiene que
. 3 3 1
Ve < =(1 = p)kuie|? — pkule|? + 56%

Q 1
- 71 le1]2 Amin(P1) — (1 — B)va,,, 01ez]
- /Bvdmm51|e2| + 2Amax(P1)wmax‘e2|~ (16)

Para asegurar que V. es negativa definida, se considera
que |e1| < 1y las desigualdades, (8e) y (8f), se satisfacen.
Asi, la derivada temporal de V. satisface

dilez].  (17)

min

. « 1 3
V. < 771 le1]2 Amin(P1)—pk11 le1]2 —(1—B)vg

Basado en (17), (e1,e2) = 0 es Localmente Uniforme-
mente Asintéticamente Estable (LUAE). Después de un
tiempo finito, |e2(t)| alcanza el valor 4y /0.

2) Caso |ea| < 01/62 . Para este caso f(ea) = —dqea,
|d2e2] < 61 < 1y la derivada temporal de arcsin(f(ez))
puede ser calculada como

%arcsin(f(eg)) =n(t, e1,e2,e3),
02 (14 do(t)) wey — dovgsin(es)
= Nz .
De (6), se sabe que ey = 0, ' sin(oz — e3) v
d2(1 4 da(t))wey — davg sin(es)

V1 83((1/83) sin* (02 — e3)

Aplicando identidades trigonométricas n(e1, ea, e3) puede

ser reescrito como 7 = 71 + 12 con

02(1 + do)weq

cos(og — e3)
dovg sin(es)

n(t,e1, ez, e3) =

m(t,er,00,e3) = ) (18a)

772(61,0’2,63) (18b)

cos(og — e3)’
Entonces, de acuerdo a (6) y |ea| < d1/02, se obtiene que
|oa — e3| < arcsin(dy), (19)

y debido al hecho de que §; € (0,1), la desiguadad
anterior puede ser acotada por 7/2. Por lo tanto

2
|sec(og —e3)] <1+ 7y]ox —e3] < +2’Y7T’

para algin v > 0. Por lo tanto, el término (18a) puede
ser acotado por

Im(e1, 02, e3)| < (2 + y7)Jawmax |€1] ,
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mientras que la derivada temporal de 72 (€1, es, e3) estd
dada por

dﬁ;it(t) = d2{vg sin(e3) sec(og — e3) tan(oa — e3)n

+ sec(og — e3)[vgsin(es) + vg cos(es)(—wds + us)]},
y esta acotada por

dna(t) I (24m) | ym
< £
‘ T 5 5 Vdmas |1l

+ ['Dmax + Vdpax (QWmax + wdlnax)] }

Asi, la funcién 7 (e, 09, e3) estd acotada por
In(e1,02,€3)| < (2 +V7)d2[Wmax |€1] + va,,.. - (20)
Considere (3 = (ngJ% ,23)T, con zz = 23 — wda(t) — N2
La derivada temporal de (3 estd dada por
: 1 1
(3= 3 loa| "2 [(A = K2C) (3 + By (t) + Bapaa(t)] -
(21)
Considere la FCL (Moreno, 2011)
Vi (02, 23) = (3 PaCs, Po=P5 >0. (22)
Asi, la derivada de V,,, a lo largo de las trayectorias del
sistema (21), satisface

. 1 1
Voo (02,23) = 5 o2 2 [C?,T(A — K20)T Py(s

+¢TPo(A — K2C)Ca + 2¢ PaBpaa(t) +2¢T P.CTmn (1) |, (23)

. 1
con poa(t)=(—(wdz +cds) + “51) /(% |oo| 7). La
derivada V,, puede ser acotada como

. 1 1
Vo, (02, 23) < 3 loa| 2 [—%CsTPzC?) +2¢3 P,Bny(t)

T
(8 a8 (24)
P22 p22 )|’
donde Q4 estd definida por (8d) con

(52(2 + ’771')
2

Oy

5 (2+m)v]

max

}. (25)

Si la LMI (8d) es factible, la derivada temporal de V,,
puede ser acotada por arriba como

L4 =2 {wmax +wmaxg2+

+ (Vo + Vdpax (2Wmax + Wipas))

oy L 1
Vo’z (027 Z3) S _(1 - (b)?)\fnln(PQ)Vo%’

2 2
W, > ANax (P2) 02 [2(2 + @) 02Wmax |€1]] ,
O44)\min (P2)
con ¢ € (0,1). Entonces, se prueba que d2 es Estable

Entrada-Estado con respecto a ej.
Considere la siguiente FCL (Moreno, 2011) para o1 como

Voo = ¢ PiCa, Pl =P >0, (26)
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con (4 = (faljé c2) Ty 24 = 21 —wvdy + (14 da(t)) wea.
La derivada de (4 estd dada por
: 1 _1
G = 3 le] 2 {(A — K1C)Ca + Bpia(t)
+ B[~ (1 +da(t))* w?er]}, (27)
con pia(t) = (2|el|%.)(—vd1—i1d1 (t)+(14da(t))wvg sin(es)
+ea(1 4 da(t))w + da(t)w). La derivada temporal de (26),

a lo largo de las trayectorias del sistema (27), estda dada
por

. 1 _1
Vo < 3 lex| 2 l—asCleplél +2¢] PLB(1 + d)*w’,

Ca ’ 4
() @ (5)

donde Q3 estd definida por (8¢), Ls = 2(Umaxci1 + Umax +
2WinaxVdyey 28 @max + dowmax), ¥ Y1 = Ki1C. Si la
LMI (8c) es factible, la derivada de V,,, considerando que
le1] < 1, puede ser acotada por arriba como

, (28)

1 1
(POVE +4wl V2, (29)

max o1

1
. as 5
Vop < *(176)7/\2

min

1 as L
2 3,2
(POV €2

min

para cualquier £& € (0,1). Entonces, para garantizar la
definidad negativa de (29), la condicién (8g) se debe
satisfacer Asi, la derivada temporal de V,, satisface

Vo, < —(1= O FALL(P). (30)

Entonces, e; = 0 es Localmente UETF. Por lo tanto,
cuando ¢, es Estable Entrada-Estado con respecto a eq,
v e1 = 0 es Estable en Tiempo Finito; oo = 0 es también
Estable en Tiempo Finito. Finalmente, para el error es se
propone la FCL V,, = %e%. Cuandoos =0ye; =01 =0,
se sabe que sin(ez) = f(ez), entonces

(31)
por lo tanto, e = 0 es UAE. Por otra parte, en la
superficie deslizante 0o = 0, por su definicién se sabe que
les| = arcsin(dales]); asi, e3 = 0 es también UAE. Esto
concluye la prueba.

y 2 2
Vez = —(52’0,162 < _621)dmin627
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