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Abstract: The periodic operation in a CSTR for the hydrolysis of acetic anhydride was studied by a first-
harmonic balance approach. Two temperature conditions were evaluated for the system (low and high
temperature) and the performance was examined for different periodic signals (i.e., feed concentration,
feed temperature and jacket temperature) over a range of frequencies and amplitudes. The first-harmonic
balance approach simplified the differential equations model to a set of nonlinear algebraic equations and
the nonlinearities, like reaction kinetic, were approximate considering the first bases of the Fourier series.
The results showed that the first-harmonic balance estimated the response of the time-average variables
(i.e., concentration and reactor temperature) for the periodic operation of the CSTR, and it was possible
determine the optimal conditions to improve performance of the acetic anhydride hydrolysis.
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1. INTRODUCCION

La operacion periddica (OP) se ha estudiado durante las
ultimas décadas, como una alternativa para la mejora del
desempeiio de diferentes procesos quimicos, como reactores
quimicos, biorreactores, procesos de adsorcién entre otros
(Zhai et al.,, 2017; Hernandez et al., 2011; Ajbar, 2011;
Mutavdzin et al., 2013; Petkovska, 2010; Ayude et al., 2007,
Alvarez et al., 2012). La OP consiste en que un sistema estable
es perturbado periodicamente mediante la modulacion de una
0o mas variables de entrada (e.g., concentracion de
alimentacion, flujo de entrada, temperatura de entrada) con el
objetivo de obtener un mejor desempeilo promedio en el
tiempo (i.e, rendimiento, conversion, concentracion), por el
efecto de las no linealidades presentes en los procesos. Se han
propuesto diversas metodologias para el estudio de la OP tales
como el analisis de estados estables relajados o de estados
estables cuasi-estacionarios (Silveston, 1998; Bailey, 1973),
analisis de criterio-t (Sterman y Ydstie, 1990), asi como
analisis de respuesta de frecuencia no lineal (NFR)
(Petkovska, 2010; Nikolic et al., 2016; Nikolic et al., 2020;
Brzic y Petkovska, 2019), los cuales han permitido la
evaluacion analitica o numérica de diferentes sistemas. Sin
embargo, estas metodologias se han limitado a cierto rango de
frecuencias o amplitudes, o bien, se trata de técnicas complejas
para casos de estudio relativamente simples. Por otro lado,
también se abordado el estudio de la OP mediante
simulaciones numéricas del modelo del proceso, sin embargo,
estas pueden exigir altos tiempos de computo para obtener
resultados aceptables, sobre todo a bajas frecuencias. En la
ultima década, Petkovska et al., ha propuesto el analisis de la
operacion periddica de procesos quimicos y fisicos usando
series de Volterra, incorporando conceptos de analisis de
frecuencia no lineal y funciones de respuesta de alto orden
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(Petkovska, 2010; Nikolic et al., 2016; Nikolic et al., 2020;
Brzic y Petkovska, 2019). Sus resultados indican que la
funcion de respuesta no lineal de segundo orden permite
aproximar el desempefio promedio del proceso. No obstante,
este enfoque basado sobre series de Volterra puede conducir a
significativos errores de aproximacion debido a los efectos no
lineales que son aproximados mediante series de Taylor.

Por otro lado, considerando que el sistema es perturbado
periddicamente, la aproximacion de los términos no lineales se
puede mejorar si se aproximan mediante las primeras bases de
series de Fourier, y asumiendo que las respuestas de salida del
proceso siguen funciones periddicas, entonces el modelo se
puede reducir a un sistema de ecuaciones algebraicas. Esta
propuesta se le conoce como balance de primeros armonicos
(BPA). La aplicacion del BPA para el estudio de la operacion
periddica de procesos reactivos ha sido poco reportada, y se ha
limitado a procesos simples (Hernandez-Martinez et al., 2011;
Alvarez-Ramirez et al., 2012). En este trabajo, presentamos la
aplicacion del BPA a la hidrolisis de anhidrido acético en un
CSTR no isotérmico que exhibe multiplicidad de estados
estacionarios. Se consideraron como variables perturbadas la
concentracion de anhidrido acético de entrada (Cy.), la
temperatura de entrada al reactor (7¢) y la temperatura de la
camisa de enfriamiento/calentamiento (7j) y se analiz6 el
rendimiento del proceso mediante la concentraciéon promedio
de la salida del reactor (C,). Los resultados muestran que el
BPA permite determinar las condiciones donde el rendimiento
del proceso se favorece bajo condiciones de operacion
periodica.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

2.1 Sistema de reaccion y modelo del proceso
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Como caso de estudio se considerd la reaccion de hidrolisis
homogénea de anhidrido acético, catalizada por acido
sulfurico:

H,80,

(CH,CO), O, +H,0, —™%% ,2CH,COOH,,

La expresion cinética para la hidrolisis catalizada por acido
esta dada por (1) (Haldar y Rao, 1991):

T, :(1.85><101°CS exp[LTAB'QDCA (1)

El balance de materia y energia del CSTR es descrito por (2.a)
y (2.b), tal que

dc
_th =0(C, -C)-r, (2.a)
6;—7;:9(]; ~T)+6r,—o(T-T,) (2.b)

Los parametros cinéticos y del modelo para simular el sistema
se resumen en la Tabla 1.

Tabla 1. Parametros del modelo (Jayakumar et al., 2011).

Parametro Valor
CAe M
T. 20 °C
T7; 20— 60 °C
0 0.0015s™!
o 0.0021s™!
[} 15.77Jmol"!

2.2 Balance de primeros armonicos (BPA)

Para el desarrollo del método de BPA se considera la
concentracion de alimentacion (C4) como variable
perturbada, tal que

C,. (1)=(C,.)+sin(er) (3)

en el estado estacionario, las respuestas de salida del sistema
Cy(t) y T(t) también son periddicas y no lineales. Una
importante suposicion para implementar el balance de
primeros harmonicos es que es que al menos, los efectos
cualitativos de las no linealidades del sistema, pueden ser
representados en término de la dindmica de los primeros
armonicos. De esta forma, se propone una solucion
aproximada para la dindmica de la concentracion y la
temperatura a la salida del reactor:

C,(1)=(C,)+B. sin(wr + D) (3.a)

T(t)~(T)+B, sin(wt +®,) (3.b)

donde (C4) y (T) son los valores promedios en el tiempo, B¢y
Brson las amplitudes, y @cy @rson los retrasos de fase. Para
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simplificar los desarrollos, introducimos la siguiente notacion
para las funciones no lineales de (2.2) y (2.b):

v, (C.T)=r, (4.2)

v, (C.T)=6r,~o(T~T) (4.b)

Las expresiones obtenidas en (4.a) y (4.b) pueden sustituirse
en (2.a) y (2.b) para obtener:

B, cos(ot+®.)=0[(C,, )+ Asin(wr)—(C, ) - B, sin(wt + D) |-v,
(5.2)

@B, cos(wt +®,) =0[ T, —(T) - B, sin(wt +®,) |+,
(5.b)

La aplicacion del BPA requiere de la linealidad de la dindmica.
De este modo, las no linealidades (4.a) y (4.b) son
aproximadas mediante las bases de Fourier. Para simplificar
introducimos las siguientes igualdades:
T, =wt+O, T, =wt+®d,

y se toman en cuenta las bases de Fourier para dos variables
del primer armonico {1, sin(tc), cos(t), sin(tr), cos(tr)}.
Mediante la aproximacion de series de Fourier para dos
variables, en término de las bases de Fourier, las no
linealidades se pueden expresar como:

v, =a; + :Bc,i sin(z. )+ Vei cos(z.)+ IBT,i sin(z;) + Vri cos(z;) (6)

donde los coeficientes {ai, fci, yci, Pri, yri i=1,2} dependen
de los valores promedios en el tiempo (Cs) y (T) y las
amplitudes B¢ y Br. Estos coeficientes, estan dados por:

[7 17w (€ + Besin(z ) (T) + By sin(z,) Wzcdz,
a, =

2z p27w
[ o
5 - J.;”J‘O:”y/, ((C,)+ Besin(z,)(T) + B, sin(r,) )sin(r,)dr dr,
ci T p2r
[7]. sin(eydredr, (7
J.:'T'f:” w,((C,)+ B.sin(z.).(T) + B, sin(z,) ) cos(r,drdr,
Vei = T n
‘ I; '[0 cos(z. ) dr.dr,
5 = J‘OUJ-UZ/TJ//, (<CA> + B, sin(rc),<T> + B, sin(rr))sin(rr)drcdrr
" IZ”LZﬂsin(fT)zdrcdrT
I;”J.:”Wf ((C,)+ Besin(z,),(T) + B, sin(r,) )cos(zr, Yz dr,
Vri =

J':”I:”cos(r,.)qu.dr7.

Asi, las aproximaciones obtenidas de (6), son incorporadas al
sistema descrito (5.a) y (5.b) para obtener las siguientes
expresiones:

wB.cos(at + D) =

0[(C,,)+ Asin(wr)—(C,) - Besin(wt + D) |

-, — Py sin(@t + D) -y, cos(wt + D)

(8.2)

=B sin(@t + @) — y; cos(wt + D)
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@B, cos(wt+ D) = H[Z, —(T)— B, sin(wt + CI)T)]
+a, + P, sin(wt + @)+ y, cos(wt + D) (8.b)

+B;,sin(wt + @) + y,, cos(wt + D)

Para obtener expresiones en términos de las bases de Fourier,
de los primeros armoénicos {1, sin( a¥), cos(ax)}, se utilizan las
siguientes identidades trigonométricas:

sin (@t +®) = sin (wr ) cos (P )+ cos (wt ) sin (D)

cos (@t +®@) = cos (@t ) cos (@) —sin (ot ) sin (D)

Luego del desarrollo algebraico de (8.a) y (8.b), se obtienen
las siguientes relaciones:

0=0[(C,.)-(C)) |-«

+cos(a)t){ —wB.cos(®,.)— OB, sin(D, )—ﬂmsin(d),):‘
¢)=Brisin(®,) =y, cos(D;)

¢)=Becos(D) }

—7cacos(P

@B, sin(®.)— 6B, cos(P

+sin(a)t){

+}/C’lsin(¢)c)—ﬂr,lcos( )+yrlsln( )+A9
(9.2)
0=0[T,—(T)]+a,
B, cos(P,)— OB, sin(D,)— B.,sin(D,)
+cos(a)t){+ym cos((IJC)+ ﬂT ) s1n((DT) + 77, cos((DT) ©-6)

wB, sm(

+sin(a)t){

)~ 6B cos(®,)+ f3.,cos(D,.)
~Yen sln( C) +Brs cos((DT ) ~Vra sin(q)T)

Finalmente, el BPA se logra (9.a) y (9.b), cuando los
coeficientes de las bases de Fourier de los primeros armdnicos
son igualados a cero. Asi, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales:

0=0[(C,)-(C))]-«

0=-wB, cos( ¢)=OB.sin(®.)— B sin(D) -y, cos(D.)
= B sin(®@;) =y, cos(D;)

0 = wB.sin(P.)—6OB.cos(P.)— S, cos(D
;)

= By cos(®,)+ ;. sin( D, )+ 460
(10.a)

)"' Ve sin(@c)

0=0[7,—(T)]+a,

0 =—wB, cos(®,)— OB, sin(D,)— B, sin(D )+ 7, cos(P.)
+ Py, sin(@; )+, , cos(D; )

0= wB, sin(®,)— OB, cos(D, )+ B, cos(D.) -y, sin(P.)
+ frycos(®@;) = 7y, sin ()

(10.b)

Para un sistema que es forzado periddicamente, alrededor de
un valor de concentracion media, (Cy4.) y dada una frecuencia
® y una amplitud A, el sistema (10.a-b) debe resolverse
simultdneamente con (7), lo que permite obtener los
parametros que caracterizan la respuesta de frecuencia no
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lineal del sistema (3.a-b) a la salida del reactor (i.e, (Ca), (1),
Be, Br, @c, @r) . El sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales fue resuelto numéricamente mediante un algoritmo en
Matlab® por el método de Newton-Raphson. Asi mismo, se
programo6 una subrutina para dar solucion a los coeficientes en
(7) mediante integracion numérica del trapecio para dos
variables. De forma analoga, se desarrollé el BPA para cuando
la T,y la 7; se forzaron periddicamente. Para seleccionar un
intervalo adecuado de las variables a modular periédicamente,
se realizé un analisis del calor removido y el calor generado
para evaluar la posibilidad de operaciones de riesgo por la
presencia de multiples estados estacionarios.

2.3 Analisis de calor generado y removido

De la simulacion directa (SD) tras resolver numéricamente
(2.a) y (2.b), se procedio a realizar un analisis sobre el calor
removido (Q,) y el calor generado (Q,), para identificar las
regiones donde el sistema presenta multiples estados
estacionarios (EE). La Fig. 1, presenta los resultados del
analisis de calor bajo las condiciones de la Tabla 1.

0'20 T T T T T T
—— Q, (Te=Tj=20°C)

T T

0.15+

——Qy(Ce=s M)
0.10 1——Q, (Ce=7.5M)
PN
= ——Q, (Ce=2.5M)
= 0.05- s
L a)

q 0.00 T T T T T T T T T
o

3 0.15 T T T T

3 %

5 0104 Qr (Tj=10°C) i
5 Qr (Tj=20°C)

o 0.054 Qr (Tj=30°C) Qr (Tj=50°C) |
3 ) Qr (Tj=60°C)
= b) Qr (Tj=70°C)
S 0.00 T f T T f T T T T
£

)

~ 0.15 T T T T T T T

1S
2
<
o 0104 Qg ]

Qr (Te=10°C)

Qr (Te=20°C)_{

Qr (Te=30°C)
Qr (Te=40°C)

T T

0.05 -

0.00 T f T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temperatura, T(°C)

Fig. 1. Analisis del calor removido vs calor generado para la
modulacion perioddica de: a) Cye, b) Tey ©) T;.

En la Fig. 1.a se observa que a 7.=7;=20 °C y C4~7.5M, el
sistema estad expuesto a tres EE: dos a temperaturas extremas
(alta y baja) y un EE a temperatura intermedia. Para evitar
inestabilidades en la operacion del reactor, la modulacion de
Cye, deberd presentar amplitudes tal que 4<(Cy.)=5M, ya que,
de lo contrario se presentaria el caso de no alimentar reactivo
al sistema. Se propuso una amplitud maxima de 4=2M para la
modulacion periddica de Cy. alrededor de un valor medio de
(Cue)=5M, lo que permite evitar la operacion con multiples EE
simultaneos, que pongan en riesgo la operacion del proceso
cuando se module periodicamente. Asi mismo, cuando se
evalud los efectos que tiene modificar la 7j (Fig. 1.b), el
sistema alcanzo6 un tinico EE por cada 7j propuesta. Se aprecia
que para 7j=[10,30] °C, se presentan estados estacionarios a
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baja temperatura (7<40 °C). Y cuando el sistema se opera a
Tj=[50, 70] °C se alcanza temperaturas en el reactor, 7>65°C.
Debido a esta situacion, se propone evaluar a 7j alrededor de
dos valores promedio (7;)=20 °C y (7;)=60 °C, con amplitudes
maximas de hasta 4=10°C, asi se pueden analizar los dos EE,
a baja temperatura (EEr) y a alta temperatura (EEc).
Finalmente, cuando la 7. fue forzada, se aprecié un efecto
similar al obtenido por las modificaciones en la 7j. En este
caso, se mantuvo (7.)=20 °C con una amplitud maxima de
A=10 °C. Los resultados del desempeiio del proceso, obtenido
mediante la OP del CSTR, fueron comparados con el
desempefio que se obtuvo cuando el sistema no es manipulado
periodicamente.

2.4 Porcentaje de cambio

Para cuantificar la mejora del desempefio alcanzado mediante
la OP, se estim¢ el porcentaje de cambio de la concentracion
comparados con los resultados obtenidos en el EE sin
manipulacion periddica (C4er). El porcentaje de cambio se
define como

c,\-C
%AC, ={<‘>—W}100 (11)
A,EE

Dado que (Cy) es la concentracion promedio en el tiempo del
reactivo obtenida mediante la OP, se desea obtener magnitudes
menor que Cy gg, para obtener un mejor desempefo promedio
del proceso, tal que, %A C4<0. En caso contrario, el sistema no
presenta un cambio positivo en la conversion del reactivo
frente a la operacion sin perturbacion. De esta forma, para
diferentes variables, y distintos valores de 4 y @, el desempefio
del reactor CSTR puede evaluarse para obtener un rango
optimo de operacion que mejore la conversion del reactivo.

3. RESULTADOS

3.1 Simulacion sin modulacion periddica

Para una operacion del CSTR no forzada peridédicamente con
una (73)=20°C, se alcanzé un unico estado estacionario a baja
temperatura, para el cual, Cy zg=4.598M con Tez=22.58°C. Por
otro lado, cuando se evaluo (7;)=60°C, el estado estacionario
a temperatura alta presentd valores de Cy4z=0.1863M con
Ter=74.66°C. Estos resultados son considerados para

determinar el porcentaje de cambio cuando se implemento la
OP.

3.2 Analisis de la operacion periodica mediante BPA

El BPA se implementd para obtener los parametros
caracteristicos de la respuesta de frecuencia no lineal de la
Cy(t) y la T(t) del CSTR.. Los resultados se muestran en el
rango de frecuencias w=[10-, 102] rad/s, que es donde se
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pueden obtener cambios sobre el desempeiio promedio del
proceso. En la Fig. 2, se comparan las tres variables
manipuladas periddicamente, obteniendo, en todos los casos
que el %AC, es mayor cuando la frecuencia se disminuye (@
<10?) y se incrementa la amplitud (4>5 °C y A4=2M, para
perturbaciones de 7. y Cy., respectivamente). Por ello, para la
mayor A, las respuestas de (C,) frente a las variables
manipuladas se analizaron en la Fig. 3a. Para perturbaciones
de Cy4e se alcanzdé %AC4<0.05 %, mientras que cuando se
forzaron periddicamente las temperaturas (Fig. 2.a y Fig.2.b),
se alcanzaron %AC4=—1.58 % y %ACs=—4.24 % cuando se
forzé la T, y la T}, respectivamente a la @ <1073,

Amplitud, A(M)

Frecuencia, @ (rad/s)

ke o8 D

Amplitud, A(°C)

Frecuencia, e (rad/s)

e oo S

1

Amplitud, A(°C)

Frecuencia, o (rad/s)

Fig. 2. Porcentaje de cambio de la concentracion de anhidrido

acético bajo diferentes A y @, para la modulacion periddica de:
a) Cye, b) Teyc) T;.

Estos resultados se asocian con las caracteristicas de la sefial
periddica forzada, donde las temperaturas moduladas, pueden
alcanzar = 4 (10 °C) alrededor de la (7.)=20 °C o (7;)=20 °C.
Asi, debido a la presencia de las funciones no lineales (4.a-b),
donde la ecuacion de Arrhenius describe la dependencia de la
temperatura de la velocidad aparente de reaccion y dado la
caracteristica exotérmica de la reaccion, una variacion en la 7,
o la T}, repercute sobre la velocidad de reaccion y sobre la no
linealidad del sistema, lo que incrementa la temperatura del
reactor y se favorece la conversion. Entonces, en una zona de
baja temperatura, la OP manipulando las temperaturas (7. y 7))
permitiran obtener una mayor conversion de anhidrido acético,
frente a una operacion sin forzamiento periodico.
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Fig. 3. Comparacion de los resultados mediante BPA y la SN
para la mayor 4 para la region del: a) estado estacionario a baja
temperatura y b) estado estacionario a alta temperatura.

En la Tabla 2 se muestran los resultados 6ptimos cuando se
forzaron las variables propuestas para ambos EE, lo que
permitié evaluar la funcion de respuesta de la Cu(2) y la (%),
descrita por (2.a-b). Cuando se forzé periddicamente la 7, para
el EEr se alcanz6 la concentraciéon mas baja de anhidrido
acético, con una {C,)=4.4030M, con (7)=23.84 °C. Ademas,
debe sefialarse que un mayor consumo de reactivo, también
esta asociado con la presencia de mayores amplitudes en la
temperatura del reactor Br, lo cual se debe a la reaccion
exotérmica que tiene lugar.

Tabla 2. Resumen del desempeiio mdaximo para EEry EEc

EE Variable (Cy) Bce (T) Br
™) M) C) C)

Cie 4.5954 | 1.520 | 22.60 1.19

EEr T. 4.5249 | 0.251 23.05 5.74
T; 4.4030 | 0.439 23.84 8.88
Cie 0.1339 | —0.082 | 74.99 13.00

EEc T. 0.1786 | —0.069 | 74.70 4.42
T; 0.1710 | —0.093 | 74.75 6.36

Por otro lado, la OP se implement6 para la zona de alta
temperatura, con (7,)=20 °C y (7;)=60 °C. La aplicacion del
BPA indica que un mayor %AC  se alcanza cuanto mayor es
la A y con @=107 rad/s mientras que para @>0.002 el
desempefio no se mejora (Fig. 3b). Como se muestra en la
Tabla 2, para el EEc se alcanzo variaciones de —28.12, —4.13
y —8.21%, cuando se manipuld Cye, Te, y T;, respectivamente
a sus 4 mas altas.

En la Fig. 4 se observa que la aproximacion del BPA permite
obtener una buena aproximacioén del proceso de reaccion
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operado periodicamente en el intervalo de 15 a 35°C. Ademas,
se puede observar que el desempefio del proceso se mejora,
obteniendo una mayor conversidon promedio, frente a la
obtenida sin la operacion periddica. Cabe resaltar que la
concentracion promedio de la OP calculada mediante la
simulacion directa alcanzé (C4)=4.431M, obteniendo un error
relativo del 0.63 % comparado con el obtenido con la BPA.

5.0
4.8 -\
4.6

44 4

A\ A/

A\

4.2

4.0

Temperatura, T (°C) Concentracién, C, (M)

Tiempo, t (min)

Fig. 4. Comparacion de la respuesta del CSTR mediante el
BPA y la SN para el mayor porcentaje de cambio: a) Cy4 (?) y

b) T(2).

De acuerdo con los resultados obtenidos por Hernandez-
Martinez et al., (2011), Alvarez-Ramirez et al., (2012) y los
obtenidos en este trabajo, el BPA permite obtener una
caracterizacion rapida, sencilla y consistente de las respuestas
de un sistema quimico perturbado peridédicamente, por lo que
su aplicacion a procesos de mayor relevancia aun es de interés.
En ese sentido, diferentes procesos o bioprocesos pueden
abordarse de forma analoga mediante su modelo matematico
y el analisis de primeros harmonicos, donde los efectos no
lineales (e.g., cinéticas de crecimiento, relaciones de
equilibrio, funciones de inhibicién) pueden aproximarse
mediante las primeras bases de Fourier, permitiendo la
evaluacion del rendimiento o desempefio de los procesos
frente a diferentes variables manipuladas peridédicamente.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se implement6 la metodologia de BPA para la
caracterizacion rapida de la respuesta de frecuencia no lineal
de un reactor CSTR. La metodologia propuesta es simple,
compresible y permite su aplicacion a miltiples sistemas con
caracteristicas no lineales, las cuales pueden aproximarse
mediante series de Fourier para un mejor tratamiento
algebraico que permita un sistema de ecuaciones algebraicas
no lineales que puede resolverse numéricamente. Los
resultados del BPA indica que el proceso estudiado puede
mejorarse bajo una OP obteniendo variaciones de la
concentracion de —4,24% y —28.12% para los EEr y EEc,
respectivamente.
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