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Abstract: The problem of stability and stabilization of positive linear systems is
studied through the properties of the Metzler and Hurwitz matrices, the invariance
of convex polytopes is established, such that it is possible to describe the geometry
of the dynamics stable for such positive linear systems.
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1. INTRODUCCION

La busqueda por nuevas caracteristicas de las solu-
ciones de los sistemas positivos es motivada por
la capacidad de representacién que estos sistemas
positivos tienen en el drea de las aplicaciones. En
general, las propiedades de las matrices Metzler
nos permiten describir dichas caracteristicas para
sistemas auténomos lineales positivos, ver teorema
de Perron-Frobenius como Teorema 2 en (2). Sim-
ilarmente, existen teoremas de Lyapunov (ver (9))
que permiten concluir la invarianza de conjuntos
convexos en el espacion de estados, de tal manera
que nos permite una mejor descripcién del com-
portamiento de las soluciones de este tipo de sis-
temas. En este trabajo, consideramos una funcién
de Lyapunov lineal por pedazos, de tal forma que
obtenemos la invarinza positiva de conjuntos tipo-
simplex contenidos en el ortante positivo de R"™, lo
cual implica la estabilidad asintética de las solu-
ciones de sistemas positivos. Adicionalmente, estos
resultados nos permiten disenar controles estabi-
lizantes que preserven la positividad del sistema.

Considerando los resultados de invariancia de poli-
topos bajo sistemas lineales auténomos de tiempo
continuo, presentados en (8; 12), en este trabajo
presentamos resultados para describir la geometria
de la estabilizacion de sistemas lineales positivos.
En el trabajo (14) de Bartosiewicz se usa la equiv-
alencia (para matrices Metzler) entre coeficientes
positivos del polinomio y la estabilidad del sistema
LTI de tiempo continuo, pero no trabajan la de-
scripcién de la dindamica del sistema positivo.
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Para matrices Metzler A, es conocida la equiva-
lencia entre una matriz A Hurwitz y la existen-
cia de un vector L > 0 tal que LTA < 0, ver
(1; 13; 10). Dada una matriz A Metzler y Hur-
witz, sea L,, una parametrizacion de la familia
de vectores (cono) {L € R : LT A < 0}. Una vez
determinada la familia de vectores positivos L,,,
;,cémo intervienen estos vectores en la descripcion
de la dindmica del sistema positivo (1)?. En este
trabajo establecemos la invariancia de una familia
de politopos P,,, definidos como conjunto de nivel
de la funcién de Lyapunov LT |z|, de manera que
aun variando valores para m > 0, se preserva la
invariancia de la familia de politopos P,,. Esta in-
variancia representa una descripcion de la dindmica
en el espacio de estado.

2. PRELIMINARES Y LA FORMULACION
DEL PROBLEMA

2.1 Notacion
Diremos que una matriz A es positiva si todas sus

entradas a;; son positivas.

Para matrices A y B, con A # B, usamos la
siguiente notacién

A > B significa que a;; > by;
A > B significa que a;; > b;;
R, es el conjunto de nimeros reales no negativos.

R’ es llamado el ortante positive de R™, dado por
{z e R": 2 > 0}.
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Considérese el sistema lineal a tiempo continuo
T = Az, (1)
donde z(t) e R" y A € R"*™.

Con el fin de agregar el problema de estabilizacién
de un sistema lineal positivo, consideramos un
funcién de Lyapunov con peso LT, dada por

V()= Lz =L" 2],
=1

tal que V (x) es decreciente, para concluir que el
origenis decreasing, to conclude that the origin
z = 0 es un equilibrio globalmente asintéticamente
estable para el sistema el sistema.

Primeramente definimos el politopo P. como el

siguiente conjunto cerrado y convexo
P.={zeR": LT |z|<¢, c¢>0},

donde ||z|| =1 |x1| 4+ - -+ + I |zn|, con l; > 0, para

i=1,2,..,n.

3. RESULTADOS PRINCIPALES

Si A es una matriz Metzler y Hurwitz, definimos el
vector positivo LT como

LT — 7pTA71

donde p > 0 es un vector arbitrario, tal que el

)

politopo P. C R™ es un conjunto convexo cerrado
dado por

Po={zcR": LT |z|<¢, ¢>0}, (2)
con |z| = (|z1],...,|z.])". El politipo P, tiene

2™ caras; cada cara es un segmento de hiperplano
de dimension n — 1; este politopo lo podemos
c c
P.=Conv {:I:el7 +—

representar como
c
] iie’n )
ll l2 ln

donde LT = (ly,...,l,) y los vectores e, e, ...
representan la base candnica de R™.

€2, ..

’en)

Definimos también el politopo (simplex) S. C R
como el conjunto convexo y cerrado
Se={reR? :L"|z|<¢, ¢>0},

para cada ¢ > 0, el politopo S, C R} tiene n + 1
caras, cada cara es un segmento de hiperplano de
dimensiéon n — 1; una cara puede ser escrita como
{z € R} : Lz = ¢}, las otras n caras del politopo
S pertenecen a la frontera R’} .

En (1.3) de la proposiciéon 1 de (10), para la
familia de matrices Metzler A, Rantzer mostré
la equivalencia entre ser matriz Hurwitz A y la
existencia de un vector positivo L > 0 tal que
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LT A < 0. En el siguiente lema se muestra la familia
de vectores positivos L > 0.
Lema 1. Sea A una matriz Metzler y Hurwitz,
entonces con el vector LT := —pTA~!, con p
positivo, entonces LT A < 0.

Demostracion. Por el teorema de Perron-Frobenius
para matrices Metzler (Teorema 2 en (2)), la matriz
—A~1 es positiva si y sélo si A es matriz Hurwitz,
de tal forma que
LTA=—pTA~'A=—p" <.

]
Proposicion 1. Si A es matriz Metzler y Hurwitz,
entonces el politopo convexo P. dado por (2) es
invariante bajo el sistema lineal (1).

Demostracién. Primero probaremos que la funcién
V(z(t)) = LT |z(t)| es decreciente. Sea z € R™,
tal que la vecindad N, de x no contiene puntos
sobre los ejes, asi que las entradas x; del vector x
no cambian de signo, sea LT := —pTA~! con p
cualquier vector positivo, tal que cuando se derive
la funcion

V(z)=L"|z|
=hsi1z1 + lasoxa + -+ + lnSnn,
donde s; = sign(z;), i = 1,...,n, con la funcién
signo
(_)_d|xi|_ 1sixz;>0
sgniLi) = de; | —1lsiz; <0
obtenemos
Z1
V= (L8155 lnsn)
T
—a11 - A1n Z1
= (1181,...,ln8n)
Gnl —Ann T
= |z1| | —lian + Zliailﬁ +--
: S1
i#1
+lzn| | —lna —l—Zl-a- Sl
n n nn K3 Znsn

i#n
ya que ::—l < 1, entonces
J
Si .
|l‘j| Zliaij—l S |I’j| Zliaijpara ] = 1, 2, oy,

S
i#j J i#j
por lo tanto tenemos que
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wj(—ljagis; + ) Liaijisi) =

i#
s
lsl(=ljag; + D liay =)
i#j !
sl (~ljag; + ) Liaiy) = |z LT A,
i#

donde A; es la j —th columna de la matriz A. Por
lo cual

V= (llsl, ey lnsn)Aa:
<LTA|z|
=—plA7 A x|

=-—pTlz| <0 paratoda z € R"\E,

donde
E = {xER"| Hmi:O}.

i=1
Ahora, consideremos el caso zg € F, con la cor-
respondiente solucién ¢(t, o) del sistema lineal
(1). Sean p, ¢ € R™\F tales que el segmento de
linea pg que corta al conjunto F en xg, se sabe
que el conjunto e?*pq es un segmento de linea
para cada t > 0, asi que V(p) < 0y V(q) < 0,
por lo tanto la funcién V(z(t)) es decreciente en
zo : V(p(t,zg)) < V(xp) para t > 0. Concluimos
que V(z(t)) es decreciente en R™. De acuerdo al
teorema 2.7.20 en (9) pag. 154, el politopo convexo
P, es invariante bajo el sistema lineal © = Ax, de
tal forma que el origen x = 0 es asintéticamente
estable. ]

Considérese el sistema
& = Ax + ba, (3)
donde z € R}, b € R, con u > 0. Sea A € R"*"
una matriz Metzler y Hurwitz, tenemos el equilibrio
positivo & dado por
T=—A""bu> 0.

Para un punto z € R™, se define al conjunto adicidn
de Minkowski como

T+ P.:={Z+z|xzePF} (4)
La siguiente proposicién es una consecuencia in-
mediata de la Proposicién 1.
Proposicion 2. Si A es una matriz Metzler y Hur-

witz, entonces el politopo convexo Z + P. dado por
(4) es invariante bajo el sistema (3).

Demostracién. Sea y(t) = x(t) — Z, entonces el
sistema (3) y y = Ay son equivalentes. Por lo tanto,
la Proposicién 1 implica que x(t) € T+ P, para todo
t>0. [ ]

Observacion 1. El equilibrio x = 0 es exponen-
cialmente estable, ya que existe p > 0 tal que la
desigualdad

V < —uV  para toda x # 0,
se satisface. Esta desigualdad se obtiene con-
siderando LT = w” > 0, donde w es el vector

propio asociado al valor propio dominante de la
matriz A.

A continuacién se dd un problema de aplicacién de
los resultados anteriores. Consideremos el modelo
lineal para la concentracion de la insulina descrita
en (2; 6), sea el sistema

& = Az + bu, (5)
donde las variables de estado

T = (xlv T2,X3,T4,T5,T6, 1'7)

representan la concentracién de insulina en los
6rganos principales del cuerpo humano (cerebro,
corazén, pulmones, higado, estémago, rinones y
la piel). El sistema de control propuesto en (2)
considera el valor u = 23.349 y el vector no
negativo b = (0,0,0,0,0,1.418,0), con el equilibrio
correspondiente T = —A~1bu;

xr=

(21379 21379 21379 12789 16439

1000 > 1000 1000 > 1000 ° 1000’
4019 14483
1257 1000 /) °

Sea p" = (p1,p2,P3,P4,P5,P6,p7) un vector po-
sitivo cualquiera, para definir el vector L] =
—pT A1, el cual nos permite definir la funcién no
negativa

LT |z = pr|a1] + palaa| + -+ + prlarl,
de tal forma que se define el politopo convexo

H,={zeR": L|z| <1},
con una traslacién obtenemos el politopo & + Hp,
el cual podemos representar como
£+Hp:{x€R7 :Lg|x—i‘| <1}

Podemos ver que si p; > 1, para ¢ = 1,2,...,7,
entonces sucede que T + H,, C Rl. De acuerdo a la
proposicién 2, tenemos que el politopo Z + H, es
positivamente invariante bajo el sistema (5).
Proposicion 3. Si A es una matriz Metzler y Hur-

witz, entonces el politopo convexo S, es invariante
bajo el sistema (1).

Demostracion. Podemos ver esta proposicién

como un corolario de la proposiciéon 1, para el caso
j— . n

|z| =z, ya que V : R} — R,. |
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De acuerdo a la Proposicién 1 de Rantzer, podemos
observar la siguiente generalizacién.

Proposicidn 4. Si el sistema lineal (1) es positivo,
sea la matriz D, tal que det DA # 0. Consideremos

el vector LT = —pT(DA)~!, con cualquier vector
p > 0. Asi, considerando el sistema lineal
&= DAz,

tenemos la equivalencia

LT <0 < DAis Huwitz
Demostracion.
Por el teorema de Perron-Frobenius para matrices
Metzler. ]

Un ejemplo de la proposicién 4.
Sean las matrices

-4 3 32
a=(5) o= (35)
-6 1
= DA:( 1—6)’

de tal manera que el vector LT = —pT (DA)_1 <0,
para cualquier vector p > 0, como

-oa == () =5 ()

por lo que el sistema & = DAx + bu, con u > 0,
tiene el equilibrio Z:

_ 1 1 /61 b1\
z=—(DA) 1bu=35(1 6) (b;)u

_ U (61 +bo
© 35 \ b1+ 6b )7
y si b > 0, entonces Z > 0.

3.1 Una funcion lineal estabilizante para un sistema
lineal positivo

Consideremos un sistema lineal positive con en-
trada escalar u

T = Ax + bu, (6)
con matriz Metzler no singular A, de tal manera
que agregamos el siguiente problema de estabi-
lizacién.

Dado el sistema (6), inestable a lazo abierto, pro-
ponemos encontrar un vector positivo L7 > 0 y un
vector K de forma que tenemos la desigualdad
T
L* (A+bK)xr <0 paratoda =€ R}\{0}. (7)

Para resolver este problema de estabilizacién, con-
sideremos el vector LT = —pTA~!, con un vector

positivo p > 0, se propone disenar el vector K de
tal manera que (7) se satisfaga.

Un ejemplo en el plano. Consideremos el sis-
tema de control lineal(6) dado por

(2 5). - )
az —aq 0

con constantes positivas a;, i = 1,2, 3,4, tales que
ajas — azaz > 0. Observamos que la matriz A es
Metzler. También, si a; > a4 la matriz A no es
Hurwitz.

Encontrando un vector K = (k1, ko),

ar + k1 a2+k:2)

A+bK:( o

es Metzler y satisface la desigualdad (7). Observa-
mos que

LT (A4+bK) = —pT A" (A+bK) = —p" (I+A1bK)

y en nuestro ejemplo tenemos que

1,4 (10 1 (as ay 1
I+A bK_(Ol)d(G:s —a1)<0>(k1’ k2)

1 1
1— *a4k1 —*a4k2
— d d
Logky 1-Lagk, |
das 1 da3 2

tal que
, 1 1
LT (A+bK)=—(p ga4k1 —-1)+ Ea:}klp%

1 1
D2 (da3k2 - 1) + da4k‘2p1> )
para tener estabilidad, the constants k1 y ko deben
ser tales que LT (A + bK) < 0, haciendo

1 1
D1 (da4k1 — 1) + g(lgklpg <0

1 1
D2 (a3k2 - 1) + —askopr <0,

d d
si asignamos los valores k1 = —2a; y ko = 0,
obtenemos
LT(A+bK) =

1
- (d(dpl + 2a1a3ps + 2a1a4p1), pz) < 0.

Se concluye el diseno de la retroalimentacion
u(z) = —2aix1, para obtener la estabilidad del
sistema positivo retroalimentado con matriz

A+ bK — <a1+k1 a2+k:2> _ (al a2 >

as —a4 az  —aq
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ya que det A = det(A+bK) > 0y tr(A +bK) =
—a; — aqg < 0. De manera que hemos logrado
encontrar una funciéon de control lineal u = Kz de
manera que el sistema retroalimentado sea positivo
y estable.

4. CONCLUSIONES

En este estudio se presentan resultados sobre la in-
variancia de politopos bajo sistemas LTT de tiempo
continuo, que permiten describir geometricamente
el comportamiento de un sistema lineal positivo.
Para matrices Metzler y Hurwitz, se muestra que
existe una familia de vectores positivos, denotada
por L,,, que permite describir politopos invariantes
P,,; de manera que aun variando el pardmetro m >
0, se preserva la invariancia del sistema positivo.
Inclusive, para sistemas en el plano, se muestra
que es posible obtener estabilizacion de un sistema
de control mediante tal criterio de invariancia del
politopo.
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